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内 容 简章 


本 书 自 第 一 版 发 行 以 来 , 20 多 年 来 在 美国 非常 畅销 (第 一 版 名 为 《经济 
数学 }. (数理 经 济 学 引 论 ) 是 其 第 三 版 ) 本 书 为 经 济 学 家 ,社会 科学 家 及 商 
Же уе БШК Т АЕ ЕТЕ РЯ. 

Ж =] ФИИ +) Ж ВОЗ Ж Б ЛЕ}, EAMES PEH, 为 读者 
学 习 数 学 及 如 何在 实际 中 使 用 数学 指明 了 方向 . 全书 上 分 21 章 , 对 微 积 分 、 
微分 方程 ,外 阵 代数 ,线形 规划 的 基本 原理 及 其 在 经 济 中 的 应 用 进行 了 介 ' 
A, 书 中 还 涉 矿 对 数 微分 .曲线 区 域 .PHopital 法 则 和 联 立 微分 和 差分 方程 
等 内 容 . 书 中 包括 1600 多 个 有 详细 解答 的 癌 题 及 太 量 的 例子 .许多 袖子 与 
习题 都 非常 有 代表 性 ,将 经 济 金融 问题 用 所 学 的 束 学 加 以 描述 .这 样 既 说 明 
了 数学 概念 的 经 济 金 融 的 含义 ,同时 也 为 经 济 金融 问题 握 供 了 解 央 方 法 ， 
本 书 可 作为 失事 非 数 学 类 ,特别 是 径 济 数学 的 教师 和 学 生 的 重要 参考 
书 , 也 会 对 宏 徽 观 经 济 学 教学 及 学 习 起 到 非常 重要 的 帮助 ,因此 也 是 从 事 这 
方面 教学 与 研究 人 员 的 一 -本 半 常 好 的 参考 书 . 
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在 过 去 的 几 年 中 ， 用 于 经 济 和 商业 研究 所 需 的 数学 在 继续 增长 。 这 对 学 生 和 教员 就 有 了 
更 高 的 要 求 。《 数 理 金融 引 论 》 第 三 版 引入 了 三 章 新 内 容 。 一 章 是 关于 比较 静 力 党 及 凹 规划 
的 内 容 ， 一 章 是 关于 联 立 微分 及 差分 方程 组 的 内 容 ， 另 一 章 是 关于 控制 论 的 内 容 。 为 了 保持 
这 本 书 的 合理 篇 四 ， 第 二 版 中 的 某 些 章节 不 得 不 被 删除 。 删 除 的 部 分 包括 三 章 有 关 线 性 规划 
的 内 容 以 及 一 些 有 关 基 础 内 容 的 小 节 ， 如 平方 的 展开 和 组 合 。 删 除 这 些 内 容 在 某 囊 程度 上 是 
因为 它们 能 够 在 最 近 的 Schaum 系列 书籍 中 的 一 本 题 为 “商业 和 经 济 学 中 的 数学 方法 ”中 找 
到 。 

自 第 一 版 发 行 以 来 的 20 多 年 中 这 本 书 的 内 容 都 没有 改变 。 第 一 版 名 为 《经 济 数学 》。 
《数理 金融 引 论 》 是 第 三 版 ， 为 经 济 学 家 、 社 会 科学 家 以 及 商业 专业 学 生 现 在 所 需要 了 解 的 
大 量 的 数学 内 容 ， 例 好， 线性 代数 、 微 积分 学 、 非 线性 规划 、 微 分 及 差分 方程 、 变 分 法 以 及 
最 优 控制 理论 ， 提 人 殿 了 完整 昌 简 单 易 懂 的 介绍 。 本 书 也 对 基本 代数 作 了 简短 的 回顾 以 便 那 些 
对 代数 生疏 了 的 读者 阅读 。 本 书 还 为 日 常 经 济 问 题 及 经 济 方面 的 问题 提供 了 直接 、 常 用 、 实 
际 的 应 用 例子 。 

每 章 的 “理论 -被 解决 的 问题 ”的 形式 给 出 了 简明 的 说 明 ， 这 些 说 明 叉 被 例题 和 大 量 的 
带 全 部 解答 的 问题 所 阐明 。 论 题 和 相关 的 问题 在 难 易 程度 上 的 安排 是 从 简单 的 数学 运算 到 复 
杂 的 应 用 。 在 本 书 的 开始 ， 对 数学 熟练 程度 的 要 求 不 超过 高 中 。“ 实 践 -学 习 ” 教 学 法 将 会 使 
学 生 以 适合 自己 的 速度 进步 并 选择 满足 自己 需要 的 书籍 。 

那些 需要 更 多 的 时 间 和 帮助 才能 开始 学 习 一 些 基本 问题 的 读 老 可 能 会 感到 从 “商业 及 既 
流 学 中 的 数学 方法 学 习 指 导 "” 一 书 开 始 ， 或 以 它 作为 辅助 材料 进行 学 习 会 更 台 适 一 些 。 本 书 
为 学 习 本 专业 提供 了 的 一 个 很 好 的 方法 。 另 一 方面 ， 那 些 喜 欢 更 严密 的 推理 和 更 多 的 理论 知 
识 的 读者 可 能 发 现 学 习 “ 商 业 、 经 济 及 社会 科学 中 的 积分 学 习 指导 ”一 书 会 有 更 大 的 收获 。 
本 书 将 政 多 的 篇 申 用 于 理论 和 构造 基础 上 。 

《数理 金融 引 论 ) 第 三 版 可 单独 使 用 ， 也 可 作为 经 济 、 商 业 以 及 社会 科学 专业 本 科 生 和 
研究 生 的 辅助 教材 。 从 第 一 章 对 高 中 代数 的 基本 复习 开始 ， 本 书 对 以 后 章节 要 用 的 概念 及 方 
法 都 作 了 解释 。 

由 于 在 介绍 微 积 分 和 线性 代数 的 顺序 上 没有 完全 统一 的 看 法 ， 如 果 和 需要 ， 书 中 有 关 线 性 
代数 的 第 十 章 和 第 十 一 章 的 内 容 可 以 在 第 二 章 之 后 立刻 学 习 ， 而 不 失 送 续 性 。 

本 书包 括 了 1600 允 个 有 详细 解答 的 问题 。 为 了 从 书 中 获得 最 大 的 收益 ， 学 生 应 该 争取 
尽快 做 到 在 脱离 解答 的 情况 下 学 习 。 这 可 以 通过 全 上 书本 ， 然 后 将 问题 独立 解 在 纸 上 来 完 
成 。 如 果 通 到 困难 ， 可 以 再 到 书 中 查找 管 案 。 

为 了 获得 最 佳 的 效果 ， 学 生 决 不 能 满足 于 被 动 的 学 习 一 一 仅仅 能 仿效 和 理解 书 中 介绍 的 
许多 方法 步 又 的 能 力 。 掌 握 这 门 课程 并 在 考试 中 获得 好 成 绩 需要 积极 的 学 习 一 在 任何 状况 
下 ， 不 用 书本 的 帮助 都 能 解决 问题 的 能 力 。 

经 验证 明 具 有 不 同 的 学 习 背 景 和 能 力 的 学 生 ， 如 果 他 们 专心 致 玉 地 学 习 全 部 问题 和 例 
子 ， 就 能 成 功 地 掌握 这 门 课程 中 出 现 的 相关 问题 。 

最 后 ， 作 者 要 感谢 在 福 德 姆 的 朋友 及 同事 D， 萨 尔 瓦 托 雷 博 士 。 感 谢 他 在 过 去 的 25 年 
中 对 作者 不 懈 的 鼓励 和 支持 。 同 时 要 感谢 作者 的 非常 优秀 的 研究 生 R， 德 雷 尔 对 手稿 的 被 对 
以 及 对 答案 的 准确 性 的 核实 。 作 者 还 要 感谢 麦克 劳 - 希 尔 的 全 体 员 工 ， 特 别 是 B， 十 尔 森 ， 
Т. F, M. B. RFE, р. MER. 
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21.6 ОЖ НҢ ee 


和 


ж—ъ E ЯҢ 


1.1 指数 


设 "是 一 个 整数 ，z" 表示 个 x ШЖ. 这 里 x 称 为 底 ，n 称 为 指数 . 约定 指数 1 不 用 写 
出 ; zl=x, 由 =8. 定义 非 零 的 数 或 变量 的 零 次 方 等 于 1; т°=1,3%—-1. 00 没有 定义 . 在 下 
面 的 讨论 中 , Rit a Me EERS, r 和 y 是 实数 . 下 列 是 指数 运算 法 则 , РЕЖ] 1, {12 
和 问题 1.1. 


1. ох%(а#у=т°?* 6. bsr 
x 
Z" a-b — 1/2 
2. = 41 7. Ухл=х 
х 
3. (2%) =a” 8. = 
4, ( ху)“ = "ун 9, а _ =: bya 
a_ri a) 
5 [z у 10 fh 


例 1 从 法 则 2, 很 容易 看 到 , 为 什么 一 切 变量 或 非 零 数 的 零 次 方 等 于 1. PM: r/r? =a 
=l; 8/8 =855<8%=<1. 
@12 在 乘法 中 ， 相同 变 量 的 指数 相 如 ; 在 除法 中 ,相间 变 基 的 指数 相 减 ; ЧРЕЗ, A 
滋 ， 正 如 上 面 的 法 则 及 如 下 例子 中 的 括号 里 所 描述 的 ， 
a) rr?) r’ r Eri | {法 则 1) 


[x lr) = (хх) ххк) в долооход zŠ] 

















6 
b) = ЧЕМ 2) 
[= _ £ ' z ё лел зоа z] 
хл z * x * x 
с} tY rtt rtr 或 x (法则 3) 
(at = (z +z ri zr)(rz ° zr s zm m) = x5] 
d) (ry)!= ху zy (法则 4) 
[(zy)* = (zy)(zy)(zy)(zy) = (z zo zi z(y y y у) = х*у*] 
ri r5 z5 P . 
9 [2] == R S (法 则 5) 
[| z | _ (z) (z) (z) (z) (z) = z] 
> (y) (у) (у) (y) (y) 
ғ) аза Туда CE 2 #6) 
[= rx L] 
тї ххехехт z 
g) /z=xl2 {法则 7) 
Вау = а, иа ， 在 乘法 中 , 同 底 的 指数 相 加 ， 对 .zx 的 指数 自己 相 如 
等 于 上. Гети, B L+ 21, Даут 12У = 10102 дір, 
h) Zz= x!" GEM 8) 


ЕШ... J= х, ВИН 23. т. М УЗ а рг 


T. 
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i) Psl 或 (х2) {法 则 9) 
[4322 = ( 41233 WA un +8 аў 492 = (42)/2 = (642 = 64 = +8] 
. - 1 1 
j) = =т= Сату 或 СО) —— (法 则 10) 
1 1 1 + -2/3 1 1 1 
[27 2 (27132 ш (3)? = о 或 2772 = 《2729173 T (72915 = ç] 
RH 1.1. 
1.2 多项式 


给 定 一 个 表达 式 $z3, 因为 x 可 假定 为 一 切 不 同 的 值 ， 所 以 称 x 为 变 基 . PE 5 282 > 的 系 

数 . 实数 或 一 个 系数 乘 以 一 个 变量 或 变 其 的 正 整数 等 称 为 单项 式 . 单项 式 相 加 、 减 形成 多 项 
A. 组 成 多 项 式 的 每 个 单项 式 称 为 一 项 . 有 相同 变量 和 相同 指数 的 项 称 为 同类 项 . 多 项 式 的 
加 \ 减 . 乘 和 除 的 法 则 在 鲍 3 中 给 出 . 问题 1.2 和 1.4 做 了 讨论 
з ”同类 项 能 够 通过 它们 的 系数 相 加 减 而 相 加 减 ， 非 同类 项 不 能 相 加 减 . 见 问题 1.2 和 

1.3. 

а) 4х°*+9х?=]13х” b) 12ту—3ху=9ту 

с) (7z)+5z2-8&zr)+(11z2:-9z>2-2r)=18z)-4zxz2-10= 

d) {(24х—17у)+(бл+5)=30х —17у+5х 
例 4 ЖНЖ КОНЕН, ЭКИ АЕ | Ж 8483868. 


а) (5z)X13y2)=65zy2 b) (7zr)y5)(4z2y1)=28zx5° 
c) (2х?у)(17у:2) =34z3í5x2 4) а= 52? уг? 


gis HAZIRI, 第 一 个 多 项 式 的 每 一 项 必须 乘 以 第 二 个 多 项 式 的 每 一 项 ， 然 后 将 
乘积 相 加 ， 见 问题 1.4. 


(бх + 7у)(4х + — =24z2 + 54ху + 28zy + 63y? 


= 2422 + 82 ху + 632 
( у Wx 5у-— 74) =16z2—10)zy-l4zz+24zy-15y2-21yz 


=16х?* + l4zy-—l4rz- 21у ~ 15у? 
1.3 方程 :线性 和 二 次 


两 个 互相 相等 的 代 煞 式 的 数学 开 示 称 为 方程 ， 所 有 变量 都 是 一 次 的 方程 称 为 线性 方程 ， 
通过 移动 未 知 变量 到 等 式 左 端 ， 其 他 项 移动 到 等 式 右 端 ， 可 以 求解 线性 方程 ， 如 例 6. Jim 
ах? + bx +c= 避 的 方程 称 为 二 次 方程 这 里 a,5 和 上 是 常数 , Eao 可 通过 因 趟 分 解 或 二 
次 公式 

~b + у Б? -dac 


z=-— = | (1.1) 
求解 二 次 方程 . 用 因 式 分 解 求 二 次 方程 见 例 7; 用 二 次 公式 求解 见 例 8 和 问题 1.6. 
бо 。 下列 线 性 方程 可 以 由 三 个 简单 步骤 求解 


Жолу = 
4 3 + 1 


5 
解 == 1. 通 过 在 方程 西端 减 去 =/5， 移 动 含有 未 知 变量 的 项 到 方程 左 端 


之 = _ 
4 3-s=1 


第 : 章 回 Eli 








2. 通 过 在 方程 两 绒 加 3, 移动 不 含 未 知 变 基 的 项 到 等 式 右 端 . 


T T 
475 = 1+3=4 


3. 通 过 在 方程 两 端 乘 29， 且 相 减 . 简化 方程 直到 左 端 是 未 知 变量 , 右 端 是 解 . 


20. [于 -到 | =4.20 
Sz -4x =80 
х = 80 
7 当 因 式 容易 确认 时 ， 因 式 分 解 是 求解 二 次 方程 最 简单 的 方法 . 
r+13r+30=0 








М =e 因 式 分 解 可 得 
(z + 3)Xz + 10) = O 
(2+ 3) (х +10) Т0, z +3 X z+10 ЗР 0. 设 每 个 式 子 为 0， 解 出 X, 
r+3=0 r+10=0 
二 一 3 z =— 10 
希望 对 因 式 分 解 和 其 他 基本 数学 技巧 有 更 深 了 解 的 读者 可 参考 作者 的 另 一 本 书 ， 
《商业 和 经 济 学 中 的 数学 方法 Schaum ВОВ), 进一步 ,得 到 训练 . 
例 8 用 二 次 公式 解 下 列 二 次 方程 
5z? — 55r +140 = 0. 
Ж 晤 代 a=5,5= – 55, c=140 到 公式 (1.1) 得 


_ = (— 55) + / (— 55)? _ 4(5)(140) 
* 2(5) 











_35 + У3025- 2800 _ 55+ /225 _ 55 + 15 
= 10 = 10 = 0 
+15 和 一 15 可 得 两 个 解 
_ 55+15 _ 055-15 
тесу =? r= 0 4 
见 问题 1.6. 
1.4 联 立 方程 


求解 二 个 方程 或 多 个 方程 的 联 立 方程 组 ，(1) 这 些 方程 必须 是 相 容 的 (不 矛盾 )， (2) 必 
须 是 相互 独立 的 { 非 相互 倍数 )，(3) 有 与 相 容 的 和 独立 的 方程 数 相 同 的 变量 . 联 立 线性 方程 
组 可 以 用 代入 消 元 法 求解 ， 如 例 9 和 则 题 2.11~2.16 及 用 在 11.8 和 11.9 节 的 线性 代数 中 
的 方法 ， 

Bo 奶油 和 人 造 奶油 这 两 个 市 场 的 均衡 条 件 由 (1.2) 各 (1.3} 给 出 , 这 里 Р, MPa 分 别 是 奶 


油 和 人 造 奶油 的 价格 ， 
BP, — ЗР, = 7 (1.2) 
= P, + 7P,, = 19 (1.3) 
使 模型 均衡 的 价格 可 用 如 下 代入 消 元 法 得 到 . 
解 КАЖ 
1. 解 其 中 一 个 方程 ,一 个 变量 四 其 他 项 表示 ,在 (1.3) 中 解 P,. 
P, = 7P, — 19 





2. 代 这 个 解 到 其 他 方程 ， 这 里 为 (1.2)》， 解 出 P.. 
8P, - ЗР, =7 
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8(7P,, ~ 19) — 3P,, =? 
56Р, 一 152 - ЗР, = 7? 





53Р, = 159 
Pa =3 
3. 把 P,=3 代 入 (1.2) 和 (1.3) 得 P,. 
8P, -3(3) =7 
8Р, =16 
P, =2 
消 元 法 
1. 用 (1.3) 的 Р, (аР, эВ 3 (1.2), НОТ. 2) PR Р„)Ж (1.3). 取 Pa, 
得 到 
7(8P ~ ЭР, = 7) 56Р, – 21Р, = 49 (1.4) 
– 3(— Р, +7P = 19) 3P – 21Р, = – 57 (1.5) 
2.(1.4) 减 (1.5) 消 去 所 选 变量 
53P, =106 
Р, =2 
З.ҖОР,=2 到 (1.4) 或 (1.5), 如 代入 法 第 3 步 , 求 出 P。. 


1.5 й 


对 每 个 变量 (z)， 通 过 规律 f, 有 惟一 值 LAF(z)] 与 > 对 应 ， 则 f 称 为 函数 . 这 里 т 称 为 
EER, РО) ЖЕ z 处 的 函数 值 , 函数 的 定义 域 指 所 有 使 函数 有 意义 的 x 的 集合 , 值 域 指 
MAE f(x ) 的 集合 . 冰 数 通常 用 代数 式 定义 ， 如 例 10 中 的 示例 . 另外 ,字母 如 g,h 或 希腊 
字母 也 用 来 表示 函数 . 经 济 学 中 常用 的 函数 有 











Ер Ў. Рх) = m= +b 

二 次 函数 ， _ Рх) = ах +br+ce  (a#0) 

п KEHA: Arz)=arret+tan tr tee tag (7 为 非 负 整 数 ;a 20) 
ETEA Kaj En 

RE а(х) АСК, H h(x) 关 0.( 注 : 有 理 函 数 来 自 于 比例 .) 
FAX. Fr)=ar 人 = 一 切实 数 ) 


例 10 В f(zx)=8z -5 表示 这 样 一 个 规律 :一 个 数 乘 以 8， 然 后 减 去 5. ШЖ x 给 定 , 并 
用 给 定 的 值 代 入 函数 ， 则 求 出 у(х). 例如 ,如果 x =3， 
Р(х) = 8(3) – 5 = 19 
ШЖ = 4, 
Р(х) = 8(4) – 5 = 27 
见 问题 1.7 一 1.9， 
例 11 下 面 给 出 了 不 同 的 函数 ， 
线性 函数 ， /\х)=7®җ®-4 g(z)= —3z А(т)=9 
二 次 函数 ， fz)=5x :+8r-2 р(х)= 22-62 h(z)=6zx° 
多 项 式 函 数 ， FUz)=4z +2z2-9z+5 g(z)=2z5- z2+7 





2 一 
ЯШАЙ. ул) 00096-4) gle) =E (zs2) 


FER, flr)=27 р(х) = 002 А(х)=4х 3 





1.6 В. HERE 


КЕ у= Са) MRR. x 位 于 水 平 轴 上 ， 称 为 独立 变量 ; y 位 于 垂直 轴 上 ， 称 为 相关 
ти. 线性 函数 的 图 像 是 一 条 直线 ， 直 线 的 斜率 用 y 的 变化 Ay 除 以 x 的 变化 Ax 来 测度 . #1 
率 表示 直线 的 陡 度 和 方向 ， 斜 率 的 绝对 值 越 大 ， 直 线 越 际 , 正 的 斜率 的 直线 从 左 向 右上 升 ; 
反之 , 直线 向 下 ,对 于 水 平 直线 ,由 于 Ay = 0， 其 斜率 为 零 , 对 于 重 线 , B Tar=0, NER 
有 定义 ， 即 由 于 不 可 能 用 零 除 ， 所 以 其 不 存在 . WE y 是 图 像 通过 轴 的 点 ; 其 当 x = 0 时 得 
到 . RE x 是 图 像 通 过 z 辅 的 点 ; 其 当 y=0 时 得 到 . 见 问题 1.10. 

例 12 PRERE y=- T z +3 的 图 像 只 需 找 出 满足 方程 的 两 个 点 ， 然 后 将 它们 联接 即 
可 . 由 于 线性 函数 的 图 像 是 直线 ， 所 以 所 有 满足 方程 的 点 都 落 在 此 直线 上 . 


解 ат уй 设 z=0, 解 得 y= -二 (0)+ 3，y=3. у REER, у) = (0, 
3). 找 > BE. 设 y=0, 解 之 ， 则 0= 一 地 z+3, 卫 z=3， r=12. zr REESE ra (z, у) 
= (12,0). 标 出 点 (0,3) 和 (12,0)， 然 后 用 直线 将 它们 连接 起 来 . 如 图 1-1 表示 у= 
-Erra tE. 见 例 13，14 及 问题 1.10~1.12. 
























































例 13 HFAA eny Mr, yz) 的 直线 ， 斜率 计算 如 下 : 


А У2 y 
т = 0 = 22—21 (а р) 


Ёл r-r 


对 图 1-1, 过 点 (0,3) 和 (12,0) 的 直线 





且 垂 直 截 距 为 (0,3) . 
14 ARRESE 
у= mz + b (m,b 为 常数 ) 
解 ” 这 条 直线 的 斜率 和 截 距 可 直接 从 方程 中 得 到 ， 对 于 这 样 的 方程 ，zr 是 直线 


的 斜率 ,(0,2) 是 y 截 距 ， 如 问题 1.10，( - 之 ,0) 是 z RE. 从 例 12 的 方程 中 立即 得 
到 直线 的 斜 素 为 - 十，y ЙИ (0,3), z ҖЕ (12,0). 


习题 解答 
指数 
1.1 用 指数 法 则 简化 下 列 各 式 ， 


(a) gtx? 


4 
Ж F at= ytt5= 9 
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(b) zx? 


(с) z a’ 


解 є 
(d) 22. 12 
в == 
[rie r! 

9 
(e) 25 
W == 

4 
(1) 27 
W F 

3 
(g) = 
Ñ F 

3 
h) . = 
(h) 广 
Шок 
(i) (2) 
H == 
G) (z)? 
解 

1 

k s 
(k) >: 


多 项 式 


1.2 ”运算 下 列 多 项 式 ， 
(a) Зху + Sry (Ъ) 
(d) 2655: +58212; 


- +(- 
Tr 





EE 


(rr a) 


= (ИМ) Е) = у = х5] 

















(2%) 2= 5+0 2-6-8 L 
x 
1.1 5,0-5 - 1 
=: = + a -{ ) 5 一 
rs y? 出 Ty (ту)? 
(а 
y y 


13.z2— 28 yz2 (с) 36r’ y? — 252 у 
(е) 16х?у?а° – 37z2 y gS 





Ж EF (э) Bey, (b -15yz2, (c) 1llxz2y5, (4) B47r1.r2, (е) 2127535 
1.3 多 项 式 的 加 或 减 . 注意 : 回 项 相 加 前 ， 减 式 的 括 叶 中 每 项 的 符号 要 改变 . 
(а) (34r ~8y)+ (13r + 12у) 








W EF (342 – 8у) + (132 +12у)=47х +4у 

(b) (262 - 19у) - (17= – 50у) 

E => (262 - 19у) – (172 ~ 50у) = 9= + 31у 
(с) (522-82 23) – (222+72) 

W т (Sx -8r – 23) – (252+ 77) – 3х2 = 152 - 23 
(d) (1322 +352) ~ (422+17= — 49) 

Ж ғ (1322 + 352) - (422+ 175-49) =922 +18: +49 





1.4 ATAZA. И—В ВО 4 I. ЕЗ ИШИ. 
(а) (2=+9)(3= — 8) 


Ш ғ (2х + 9)(3х 8) = 622-162 +272 ~ 72 =622+ 11272 
w 过 
(b) (6z-4y)(3z-5y) 
í м 
Ж == (É -Ayx —5y) =1вх1-30лу-12лу +2052 = 181? — 42 zy + 2052 
(c) (3 一 7)? 
= м 
& t= (Эт -77= (3х- TX3x- 7) =922 -91z-21z+49= 9z2_ 42 + 49 
чы” _ a 


(4) {х-у)(т-у) 





~ 
E u= у) = 
解 方程 
1.5 通过 移动 未 知 变 基 到 左 映 ,其 他 项 移 到 右 端 ， 然 后 经 简化 解 出 方 束 . 
а (а) 5r +6 =9= – 10 (b) 26- 2z =$r – 44 
эт +6 = г – 10 26 — 2х =z ~ 44 
Эг -9z =- 10-6 -2x – Bz = - 44 – 26 
-dx =— 16 -10r = - 70 
z =å 了 =7 
(c) 932 +4)—2r —11+ 5(4z - 1) (d) 2-16 = +14 
3 +4) – 22 =1t + 5(4х - 1) 
27r +36-2у =11+20т-5 = 16 =+ 14 
27r — 2r — Жұ =11—-5-36 
Ж Ж =lt+16 
5r = - 30 3 12 
т =—-@6 


用 最 大 公分 母 (LLCD)， 这 里 为 12, SEL E p B 


2-{4-&)=з0.12 








4х - z =360 
т = 120 
(e) — + Ale [0 -4 
tf r=4 z 
s 23 7 
т к+4 + 


用 LCR TRAH 
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5{т+4)+3х =7(r+4) 
8+ + 2Ü =7х +28 





т = 8 
1.6 ”用 二 次 公式 解 下 列 二 次 方程 ， 
解 097 (a) 5r:+237+12-0 
用 (1.1), 并 将 a=5, b=23, :=12 代 入 得 
-btb da 


r = 
2а 
3 (232 - 405012) _ -23+ v529 - 240 
ü 2(5) Е 10 
_ — 23 + y 289 —- 23 + I7 


10 10 


_=23-+ 17 __ _ =23-17 __ 
rz р 2706 z= 0 


(b) Зг^—41г +26=0 


222040 + /(— 422 4(3)(26) 41 + 1681 — 312 
= 2(3) i 6 














41+ y 1369 _ 41 + 3⁄7 
Е 6 Е 6 





TO g 
函数 


1.7 (а) Ж(хт)=т1+4х-5, 计算 fM F3). 
Ж E 将 少数 中 的 > HRE, 1% 
РО) = (2) + 4(2)-5=7 
将 函数 中 的 = 用 -3 代替 ， 得 
70-3) = (32 +4(-3)- 5 = – 8 
(b) /(z)=2z`-5z°+8z-20, K (5) (4). 
解 ғ 165) = 265)? -– 5(5)#+ 8(5) – 20=145 
А-4) = 2(- 4): — 50-4) + 8(— 4) - 20 = – 260 
1.8 在 下 图 (图 1-2) 中 , My RE EARDERE, ЯН Р АУРА 6, 
哪 一 个 不 是 . 
МО F 如 果 对 每 个 z， 有 且 仅 有 一 个 对 应 的 y， 则 图 为 函数 的 图 像 . 如 果 垂 线 穿 过 图 像 超 过 一 个 
点 ， 则 这 个 图 像 不 是 画 数 的 图 像 . 应 用 这 个 被 称 为 重 线 法 的 法 则 ， 可 看 出 (a), (b) 和 (qd) 蚌 函数 图 像 ; 
(с), (e) 和 (人 不 是 函数 图 像 . 
1.9 下 列 哪 些 方程 是 函数 ， 为 什么 ? 
Ж EF a) у= -2z+? 
电子 对 每 个 x 有 人 惟一 的 y 与 之 对 应 , 则 у= -2х+7 Ж—1®. 例如 ,如 果 =l, 
у= -2(1)+7=5. 此 图 像 类 似 丁 图 1-2 的 (8). 











b) ysa 
六 = 等 从 于 y= 上 +Vz .出 于 对 每 个 正 的 变 基 zx， 有 两 个 у 5238, ЕЖА. mm, 
у2=9, у= +3. 此 网 类 似 于 图 1-2 (с), 对 称 轴 平行 于 x 轴 的 抛物 线 不 是 函数 ， 


2 











с) у= 4 
у=л* EARR ЖЫ z. SEO у 与 之 对 应 . 例如 ,二 = -5, y=25. 当 z=5 了 时 ，y=25 
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图 1-2 


也 是 正确 的 , 请 数 的 定义 简单 地 表示 为 每 个 r, 有 惟一 的 y 与 之 对 应 ， 而 不 是 每 个 y, 有 惟一 的 
т 相对 应 , 这 个 图 类 似 王 图 1-2 的 (d). 对 称 轴 平行 于 у 轴 欧 抛物线 是 一 个 曾 数 ， 

d) у= -z2+6zr+15 
у= -х°*+6у +15 是 一 个 函数 . 对 每 个 z, НЕ y. 此 图 类 似 于 图 1-2 КЫ). 

e) z?*+y2=64 
z + 2=64 表示 一 个 函数 , ШЖ х0, y2=64, M у= +/8. 这 个 图 像 是 -- 个 圆 ， 类 似 于 图 1-2 
(е). 加 不 能 通过 三 线 测试 . 

Í) r=4 
z=4 表 示 函 数 . >=4 的 图 像 是 一 个 垂 线 . RERE, с-а, 有 许多 y Ге У. ERST 
E 1-2 的 (f). 


El, {ЖЕ 


1.10 Ж ХАМТ у= тл +5 的 参数 中 找 x UE. 
Ж s> у= mz + b. 





设 у=0, Ü meth 


И, А x RER > 0). 


1.11 和 帮 下 列 方程 的 图 像 ， 并 指出 相应 的 裁 距 和 和 斜率 ， 
(a) Зу+15х=30 (b) 2y-6r=12 (c) 8y-2z+16=0 (d) бу+ 
3r-18=0 | 
Жоке 作 方程 的 图 像 ， 首先 将 y HÍ + 2, Үл. Ini] 14 中 的 斜率 和 其 个 戴 距 能 从 方程 
中 直接 得 到 ， 对 应 所 提供 的 三 个 末 件 ， FERRARA. ME 1.3, HS 2.1~2.10. 


(a) 3y+15r= 30 (b) 2y— 6x= 12 
3y=~ 15e + 30 2у= 6r +12 
y=-5r + 10 у= 3 +6 

ФЕ ш = - 5 斜率 ss = 3 
> 截 距 :(0,10) y RE: (0,6) 


z 截 距 :(2,0) х В. (- 2,0) 


10“ 


PUEA Ea 

















(0,10) Е 
) J | 十 二 
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m =—5 т 


















































































































































图 1-3 
(c) 8B8y—2r+16=0 (4) бу+3х-1]8=0 
Ву =2r - 16 бу =- Jr + 18 
y= Tr 2 y =- 才 z+3 
Wm = + HAm =- L 
y RIE: (0, – 2) у RE: (0,3) 
т ЖЕ; (8,0) г Ж; (6,0) 
1.12 (а) (4,12), (8,2); (b) (—1, 15), (3, 6); (с) (2，~ 3)，(5,18) 找 出 线性 函数 的 


Ф т. 
N БР (a) 将 它们 分 别 代入 例 13 中 的 公式 ,得 


У27У1 2-12 -19 











L 
5-а 78-47 4 2723 
-2-6215 _-9 3L 
(b) ” 3-(-D лз ^а 
_18-‹—3)_21_ 
te) m= 5-2 3 7 


1.13 (Ha) КҖ у=2у?, (b) 有 理 函 数 ,=27z 的 图 像 . 



































W EF MI 1-4. 
(а) + f(z)=222= у 点 
-2| }(-2)=2{-2)?%=в | (-2,8) 
-1] Ж-1)=2(-1)#=2 | (-1,2) 
0 f(0)=200):= 0 (0,0) 
1 Жї) =2(1)#=2 (1.2) 
2 f(2)=2(2)2= 8 (2,8) 
5 3| ID=) =B (3,18) 
Ы. z f(z)=2/z= y 点 
ord | 1 
47-4) 200-4) = z |0455) 
-2| fe-2)=2/(-2)=-1 |{-2,-1) 
-1| f£(-1)=2/(-1)= -2 (-1,-2) 
121 Ау Д 
20 10—20 kia 4 ( 2” 4) 
> ADTA (957.4) 
1 РК) =2/1=2 (1,2) 
2 #2) =2/2 = 1 (2,1) 
-5 由 2. 
4 ҚА) = 2/4= > (4. 5 ) 























































































































第 二 宰 ”图形 和 方程 的 经 济 应 用 


2.1 等 成 本 线 


等 成 本 线 表示 能 用 给 定金 钱 购买 的 两 种 生产 投入 或 要 素 的 不 同 组 合 ， 一 般 的 公式 是 
РЕК + PIL =E, £H, K І 是 资本 和 劳动 ，Pk 和 Pi 是 它们 相应 的 价格 , E 表示 总 经 费 投 
А. 在 等 成 本 分 析 中 ,每 个 价格 和 经 费 在 开始 时 为 常数 , 仅 投 入 的 不 同 组 合 是 介 许 变化 的 . 把 
一 个 变 基 用 其 他 项 表示 ,可 以 描绘 出 这 个 函数 的 图 形 ， 见 例 1 及 同 题 2.5 和 2.6. 

例 1 ЖЕ. ` 
РЕК + РИ, = Е 
РЕК =E -PL 


д “ЕРЕ у= mz + b {ЖЕ И, ХШ, 
b= Е/Рк=® ЁШ, m=- Р/Р, = 9. 它 的 图 
形 是 图 2-1 中 的 实 线 . 

从 方程 和 图 形 中 ,任何 参数 变化 的 影响 是 容易 辨 
АШ. ЧЕМ E 增 大 到 瑟 "， 垂 直 截 臣 增加 ， 并 且 等 
成 本 线 向 右 ( 箭 头 线 ) 平 行 移动 到 虚线 . 由 于 和 斜率 依赖 
于 相对 价格 (一 Px/ Pi )， 并 且 价 格 不 受 经 费 的 影响 ， 
所 以 斜率 不 受 经 费 变化 的 影响 , 当 P. 变化 时 ， 直 线 
的 斜率 将 发 生变 化 , НЕВЕ КА. Р, Zie, We 
率 和 垂直 截 距 都 变化 ， 兄 问题 2.5 和 2.6. 











2.2 供给 和 需求 分 析 


在 供给 和 和 需求 分 析 中 ， 当 Ө, = Q; 时 ,产生 均 窗 . 通过 使 供给 和 需求 函数 相等 ,可 以 决 
定 均 窒 价格 和 数量 . 见 例 2 和 问题 2.1~2.4 及 2.11~2.16. 


例 2 给 定 ! О,=-5+3Р Он=10-2Р 
Кер Q, = 9, 
求解 P -5+3Р=10—2Р 
5Р=15 P=3 
代 P 了 =3 到 每 个 方程 


О, =-5+3P=-5+3(3)=4= Q, 
2.3 收入 决定 模型 


收入 决定 模型 一 般 表示 在 四 个 经 济 部 门 中 收入 的 均衡 水 平 ， 如 
Y=C+I+G+{X-Z2) 
这 里 ，Y= 收 入 ，C= 消费 ，I= 投 资 , X=- 出口, Z= 进口 . 将 信息 代入 这 个 问题 ， 收入 均衡 
水 平 是 容易 求解 的 . 汇总 右边 的 变量 ,使 方程 能 在 二 维 空间 作出 图 形 . 见 例 3 和 问题 2.7 一 
2.10% 2.17~2.22. 
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例 3 ”假设 一 个 简单 的 二 部 门 经 济 , Y= C+I, C= Co+Y, HI= 1o. 进一步 假设 Co=85， 
b=0.9, 1/=55. 收入 均衡 水 平 在 (1) 一 般 参 数 ，(2) 峡 于 参数 特 珠 值 时 吉 以 被 计算 ， 
E оте 1. 均 衡 方程 是 








Y =C+I1 
ЖА С Жї 
Y = Ca t bY + I 
解 了 
Y- bY =Ci + lo 
(1- b)Y = С + L, 
Cot l 
Y = 1 та 
这 种 形式 的 解 称 为 简化 型 . 简化 型 (或 解 方 程 ) 表 示 内 生变 量 (这 里 是 уурулар 
量 (Co, 10) 和 和 参数 (8 H TAR. 
2. 通 过 代 参 数 的 数值 到 原 方程 (a) 或 简化 型 (j 中 ， 可 以 计算 出 特殊 的 收入 均衡 水 平 ， 
(a) Y = Co + bY + lh =85 + 0.9Y + 55 Со+ D 85 + 55 
(b) Y= T U, =» 
Y —0.9Y =140 
0.1 Y =140 -140 _ 1400 


0.1 
Ү =1400 


1/(1— PERRE PRA B 6 30 383. 它 度 甚 在 收入 均衡 水 平 上 每 美元 自控 
花 站 的 倍数 影响 . 因为 ， 在 收入 决定 模型 中 ,5 = МРС, 乘 数 =1/( - МРС). 


Ж “为 使 收入 决定 模型 容易 运算 ， 小 数 可 以 转化 为 分 数 ， 例如 0 1 = 1,0.9=39, 
1 


_ 1 _ l акл 
0.5= z’ 0.2= с. ФАР, 
2.4 IS-LM 分 析 


IS 日 程 表 是 一 个 表示 所 有 符合 商品 市 场 均 衡 的 利率 和 收入 水 平 的 不 同 组 合 的 点 的 轨迹 
LM 日 程 表 是 一 个 表示 所 符合 货币 市 场 均衡 的 利率 和 收入 水 干 的 不 同 组 台 的 点 的 轨 半 .1S. 
LM 分 析 试 图 找到 使 商品 市 场 和 货币 市 场 都 处 于 均衡 状态 的 收入 和 利率 水 平 ， 这 可 通过 解 方 
程 组 的 方法 来 完成 . 不 像 2.3 节 中 的 简单 收入 决定 模型 ，IS_LM 分 析 明 确 处理 利 率 ,， 并 且 将 
结果 与 模型 相 结合 . 见 例 4, 问题 2.23 和 2.24. 
例 4 对 简单 的 二 部 门 经 济 ， 当 了 = C+ 了 ,商品 市 场 是 均衡 的 . 当 货 币 供给 (M.) 等 于 货币 
需求 ( Ms) 时 ,货币 市 场 是 均衡 的 ， 它们 家 次 由 货币 的 预备 交易 需求 (M, ) 和 特殊 需求 
(CM-) 组 成 . 假设 一 个 二 部 门 经 济 ,，C = 48 +0.8Y, [= 98- 75i, M, = 250, М, = 
0.3Y, М„=52—150+4. 
Й ez 当 了 = C+T， 商品 均衡 (1S) 存 在 .代入 方程 
Y =48 + 0.8Y +98 — 75; 
Y -0.8Y = 146 – 75; 
0.2Ү +75: ~ 146 = 0 (2.1) 
当 M,= M, + M,, 货币 均衡 (1.M) 存 在 . 代入 方程 
250 = 0.3Y + 52 – 150; 


























0.3Y — 150; – 198 = 0 (2.2) 
在 每 个 市 场 中 ， 能 够 找到 联 立 均衡 条 件 ， 解 联 立方 程 (2. 1) 和 (2 2) 
0.2Y +75; - 146 = 0 (2.1) 


0.3Y — 150; - 198 = 0 (2.2) 


©. ЗЕ ЗПР 





(2.1)2 加 上 (2.3) 与 (2,2) 的 差 , #15 了 





0.4Ү + 150; - 292 =0 
0.3Y — 150; – 198 = 0 (2.3) 
0.7Y - 490 =0 
Y = 700 
Ќ Y =700 到 (2.1) 或 (2.2), 得 i 

0.2Ү + 75: — 146 =0 

0.2(700) + 75; — 146 =0 

140 + 75: – 146 =0 

75: =6 

і = = 0.08 





当 Y =700,; = 0.08, 商品 市 场 和 货币 市 场 将 是 联 立 均衡 的 . 在 这 时 ，C = 48 + 
0.8(700) = 608, 1=98— 75(0.08) =92, М,=0.3(700) = 210, М, = 52 — 150(0.08) 
=40, C + [ =608+ 92 = 700, М, + M, =210+40=250= M,. 


习题 解答 
图 形 


21 一 个 完全 需求 函数 是 方程 
Qa = – 30P +0.05Y +2P,+4T 

ЖШ, P 是 商品 的 价格 ，Y 是 收入 ，P, 是 一 个 相对 商品 价格 (一 个 代用 品 )，T 是 爱好 
能 给 出 这 个 函数 的 图 形 吗 ? 
解 s 由 于 完全 需求 函数 包含 五 个 不 同 的 变 最 ,因此 无 法 描绘 出 函数 的 图 形 ， 然而， 在 通常 的 需 
求 分 析 中 ， 除 价格 以 外 的 其 他 独立 变量 都 假设 为 常数 ， 以 便 价 格 变 化 在 需求 基 上 的 影响 能 在 其 他 因 
素 影 响 之 外 单独 测 出 ， 如果 其 他 的 变量 (了 , 忆 .,T) 是 常数 ， 则 可 以 描绘 号 这 个 函数 的 图 形 . 

2.2 (а) У = 5000, Р, =25, T = 30 给 出 问题 2. 1 Н ЖЕ ИЕ. {b) 在 (a) 中 措 给 
的 这 个 典型 的 需求 函数 显示 出 什么 ?(c) 如 果 商 品 的 价 络 从 5 变 到 6， 图 形 如 何 变化 ? 
(dd) 如果 其 他 变量 发 生变 化 , 将 有 什么 情况 发 生 ? 例如 ， 收 入 增加 到 7400? 
Ж КЕ (а) 在 问题 2.1 中, 增加 方程 新 的 数据 ,函数 的 图 形 是 容易 面 的 ME 2.2. 

Qu = 一 30P+0.05Y + 2Р„+4Т =- 30P + 0.05(5000) + 2(25) + 4(30) = -30P + 420 


(b) 《 双 中 所 给 的 需求 函数 显示 在 不 同 价格 下 所 需 商品 的 不 同 数量 ,这 里 假定 收 和 水平 .爱好 和 箭 代 
商品 价格 (这 里 是 5000，30，25) 是 不 变 的 ， 











(с) 如 果 除 了 商品 的 价格 ， 其 他 量 都 不 变 ， 旭 图 
像 保 持 不 变 ， 因 为 图 像 表 示 在 所 有 可 能 的 价 
格 下 需求 的 不 同 数 节 , 商品 价格 的 宰 化 引起 
点 沿 曲线 移动 ， 称 为 需求 量 的 变化 . 当 价 格 从 
5 变 到 6， 需 求 就 只 270[ 420 - 30(5)] 降 到 
240[420 -30(6)]， 沿 曲线 从 A ДЖЕ B 
点 . 

(d) ШЫ -个 其 他 变 基 变化 . ШАН, 
这 称 为 需求 变化 ,因为 它 产生 一 个 全 新 的 需 
求 落 数 (曲线 ) 来 反映 这 种 条 件 变 化 ， 如果 收 

图 2.2 入 增加 到 7400， 新 的 需求 函数 蛮 成 





第 二 章 MEM AEK EM 





Q. T- 30P + 0.05(7400) + 2(25) + 430) — 30P + 540 
图 像 为 图 2-2 中 的 虚线 . 

23 在 经 济 学 的 供给 需求 分 析 中 ， 独 立 变 量 (价格 ) 习 惯 上 放 在 垂直 轴 上 , 非 独立 变 基 ( 数 
量 ) 被 放 在 水 平 轴 上 . (а) 根据 习惯 的 方式 , 画 出 问题 2. 2 的 需求 函数 图 像 . (b) 如 果 
价格 从 5 变 到 6, 二 收入 增加 到 ?400， 观 察 有 什么 情况 发 生 ， 

N 7 (a) 根据 通常 的 经 济 习 惯 ， 做 反 丽 数 ,， 即 在 嵌 函 数 中 ， 将 独立 变量 用 非 独立 变量 袁 示 , 可 
ЕЖ Q. = 420 - 3UP HER. PREE Q, 的 函数 , 四 此， 函数 Qs =- 420 - 30P HRA 


数 为 P -14- qp Qa. 图 像 为 图 2-3 中 的 实 线 
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图 2-3 


(b) WE РА 5 6, Qi 从 270 降 到 240, 


1 1 
Р = 14- 278и Р = 14- 0 
_14_ 1 _ 1 
5 =14- 560 6 = 14- 2094 
i _ 1 
30 з = 9 30 е = 8 
© = 270 Qy = 240 


图 2-3 中 , H A 到 B 表示 这 个 变化 . 
如 果 Y= 7400， 对 问题 2. 2(d，Qu = 540 - 30P， 反 函数 为 了 =18 - LQ, 图 像 是 图 2-3 
中 的 虚线 . 
2.4 ”描绘 需求 函数 
Qa =—4P +0.01Y - 5P, + 10T 
(a) 妆 Y=8000，P, =8, 人 =4.(b) 相 关 商 品 是 什么 类 型 的 商品 ? (c) 如 果 下 增加 到 s, 
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2.5 


表示 对 商品 有 较 大 的 喜好 ， 有 什么 情 沈 发 生 ? (а) 按 经 济 中 的 习惯 ，P 放 在 直 轴 上 ，Q 
ЕКЕН Е, ARER. 
W EF (а) а= v 4Р+ 0.018000) – 5(8) +1004) = -4P +80 
ARER 2. 4fa) 中 的 实 线 . 
(b) 相关 商品 有 一 个 氏 的 系数 , 这 意味 着 相关 商品 价 列 的 增加 将 导致 丸 商 品 需 求 的 减少 .由 定义 ， 
相关 商品 是 :个 补充 商品 . 
(c) 如果 工 =8， 表示 较 大 的 喜好 , 将 有 一 个 全 新 的 需求 . 
Q. => АР+0.01(8000) 518) + 10(8) = – 4P +120 
见 图 2-4(a) 的 虚线 . 


(d) ЗООР ВЕНЕ. ВЕРО, 的 函数 ，Qu = 840- 4P 的 反 函数 是 P- 20 -二 Qs, 其 图 人 
为 图 2-4(b) 的 实 线 ，Qu = 120 - 4P ВНЕР + 30 --1- Qu 图像 为 图 2.4(b) 中 的 虚线 . 


个 人 将 $120 花 在 两 种 价格 分 别 为 $3 和 $5 的 商品 (X,Y) 上 . (a) 茄 出 能 在 预算 
《3) 内 购买 两 种 商品 的 所 有 不 同 组 合 的 预算 线 . (b) 如 时 预算 降低 25 美 分 ，(c) 如 果 太 
的 价格 加 倍 ，(d) ЖЖ Y 的 价格 降 到 4， 原来 的 预算 线 如 何 变化 ? 
8 FE (ә) HARD MARE 
РуХ + PyY = В 
如 果 Ру = 3, Ру=5, В= 120, ЗХ +5Ү- 120 
АТЕНЕ ЕЕ, # Y 为 X 的 函数 ， 


Y=24- x 














其 图 像 是 图 2- 5(a} 中 的 实 线 ， 
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O T 20 30 40 50 X 10 20 30 40 30 X O 0 0040 0 X 
(а) 减少 预算 也 ) 增加 A б)3 W> A 
图 2-5 


(b) 如 果 预 算 降低 25 美 分 ,新 的 天 算是 90[120 - 十 (120) =90]. 产 的 预算 线 方程 是 
ЗХ + 5Y =90 
Ү=18- +X 
图 像 是 图 2-5(a) 中 的 虚线 . KENA ФЕДИ ЖЕЕ ТИЯ. 
(e) MR Px MÈ, 原 方程 变 为 
6X + 5Y = 120 


Y =24- $x 
垂直 截 距 保持 不 变 , BAREET, H 30 3EBE T. 见 图 2-5(b) 中 的 上 起 线 .对 于 较 高 的 X 的 价 
格 ， 给 定 预算 购买 较 少 的 x. 


(4) 如 果 现 在 Py=4, 








3X +4Y =120 


第 s ЖНА ЕНУШ -17- 





3 
Y =30- 4% 


当 Py Ф, ЗАО А Е. 图 2- 5(c) 中 的 虚线 所 示 . 

2.6 煤 (C) 或 煤气 (G) 能 用 来 生产 钢 . 煤 的 成 本 是 100, 煤气 的 成 本 是 500. (a) 对 于 初始 经 
Э(Е )1000, (b) 经 费 增 加 50 美 分 ，(c} 如果 煤气 的 价格 减少 20 美 分 ，(d) 煤 的 价格 上 
涨 25 美 分 ， 画 出 购买 煤 和 煤气 的 不 同 组 人 台 的 等 成 本 线 . 从 应 方程 开始 . 


R Еғ (2) P.C + раб — Е 














100С + 500 — 10000 
С= 100-56; 
其 图 像 是 图 2-6(a) 中 的 实 线 . 
(b) ”经费 增加 50 ЖОР, 产生 新 的 支出 15 000[10 000+ 0.5(10 000)), 新 方程 是 
100C + 500G = 15000 
C = 150- 5G 
其 图 像 为 图 2.6(a )rB6 e 28. 

















| 
Y ' + 


10 20 30 40 50 С 
(с) 增加 Р, 





(а) 增加 预算 (b) 减少 产 


图 2-6 


(с) 如 果 煤 气 价格 下 降 20 美 分 , 新 的 价格 是 400[500 -0.2(500)]， 新 的 方程 是 
100C + 400G = 10000 
C = 100 -4G 
共 网 像 为 网 2.6(b) 中 的 虚线 ， 
(d) ЖШ ЕВ 25 美 分 到 新 的 价格 125[100 + 0.25(100)] 
125C + 500G = 10000 
C = 80) - 4G 
其 图 像 为 图 2-6{c}) 中 的 虚线 . 
收 人 决定 模型 中 的 图 僚 
2.7 给 定 : Y=C+I, C=50+0.8Y, I = 50. (a) 消费 函数 的 图 像 (b) 总 需求 网 数 ,C + 
T 的 图 像 . (c) 从 图 像 中 找 出 均衡 的 收入 水 平 ， 


解 ке) 由 于 消费 是 需求 的 函数 ， ЕВО Е, КАЕРИ Е, 见 图 2.7， 当 总 


需求 的 其 他 成 分 ,如 T.G Mx- Z 加 入 模型 中 ， CEECEE. 从 消费 函数 的 线性 形式 
中 很 容易 确定 三 直 截 库 是 50, 斜率 ( MPC 或 A CA Y)E 0.8. 

在 模型 中 ,投资 是 自由 投资 . 这 意 球 着 投资 独立 下 收入 对 收入 的 变化 没有 反应 . 常数 的 图 像 
大 一 茶水 平 直线 当 与 线性 函数 相 加 时 ， 它 使 原来 的 函数 平行 移动 党 数值 的 大 小 . 在 习 2_7 中 ， 
自 此 投资 使 总 需求 函数 由 初始 函数 向 上 平移 50. 

为 了 从 图 你 中 得 到 均衡 的 收入 水 平 ， 共 原 点 画 一 条 44" 的 虚线 ， 如 果 每 个 轴 上 有 相同 的 尽 度 ， 
45 线 的 斜率 为 1， 这 意味 着 当 这 条 线 离 开 原点 ， 每 单位 水 平移 动 TA OR 一 单位 的 一 直 移 动 
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随 之 ， 当 总 


КОШ ЕЗ БУЗ РЕКА КЕ К). 从 图 2-7 清楚 地 


RAHA KPE 500, КАСС +1) 与 45* 线 相交 于 500. 
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25. (a) BHARRA, ЗЕ 


50, G= Go 








C+I+G, C=25+0.75Y, I= 1, 


: Y= 


给 


2.8 


且 显 示 它 的 个 别 的 成 分 .(b) 找 册 均衡 的 收入 水 平 ，(c) 不 画 每 个 组 成 部 分 ， 如 何 直接 


Hi КА? 
解 EF (a) 


ЖЕ 2-8. 


БРА = 400. 
(с) 特务 个 成 分 相 加 ,直接 画 测 总 需求 函数 ,总 和 


(b) 


Agg.D — CA I+ G = 25 + 0.75Y + 50 + 25 = 100+ 0.75 Y 


直接 描绘 出 的 总 需求 函数 的 图 像 与 C. 1, G 的 各 个 图 像 的 总 和 的 图 像 完全 一 致 








100 





笔 付 清 的 附加 税 (独立 于 收入 ) 如 何 影响 收入 决定 模型 的 参数 (1) 


用 实 线 ，(2) 用 虚线 次 一 地 画 出 两 个 系统 . 


2.9 用 -一 个 图 像 去 显示 整 


Yd =Y - T 


Y =C+I 


Y =С+] 


1) 


，19 - 


50 
Ү. 


110-+0.6ҮУ 
Æ —0.6(50)—- -30. 213836 


—100+0,6Ү4 +40 


=140+0.6(Y- Т) 
=140+0.6(Y - 50) 


总 和 Ад. D - C+ 
县 


的 效果 ,这 


2) 


[ЖЯ Рет Ег BJ 
їй 


:& 
40 


第 一 个 方程 系统 没有 和 问题; 第 一 个 系统 要 求 C 首先 从 着 数 Ya 转换 到 


C = 100 + 0.6 yd 


第 


Г, 
100+ 0.6 +40 


—140+0.6Ү 


i00 + 0.6Y 
1) ËM Agg. D = C+ 1 


Iy = 40) 


受 影响 (注意 图 2-9 中 的 两 茶 平 行 线 }. 由 于 税 的 结果 ,收入 从 350 RER 275. 


一 次 总 付 税 在 总 需求 函数 的 重 直 截 距 上 有 — MPC(T) 的 
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W EF 1) A Agg. D =C+I 2) 总 和 Agg. 中 =C+I 
—85+0.75Ү +30 =85 +0.75 Ya +30 
=115+0.75Y =115+0.75(Ү-Т) 


=115+0.75( Y -—20-0.2Y) 
=115+0.75Y- 15-0.15Y 
=100+ 0.67 
在 模型 中 的 比 便 税 的 总 和 影响 直线 , 或 者 说 MPC 的 斜率 . MRH, HRA о 75 下 降 到 0.6. 由 
于 这 个 包含 一 次 总 付 税 20 HRAN, ERQE TE T ETR, 均衡 收入 水 平 从 460 FER 





250. % 2-10. 
在 供给 和 需求 分 析 中 的 方程 
2.11 ЖТТ, ЖШ {ЕНЕ : 
(а) Q,=-20+3P (b) Q,=-45+8P 
Qa =220 -5P Q. =125 -2P 
(c) Q,+32-7P=0 (d) 13P-Q,=27 
Q, -128+ 9P=0 Qa +4Р -24= 0 
当 Q, = Q, 时 ,每 个 市 场 都 是 均衡 的 . 
Ж üm (2) QQ (b) Q=aQs 
-20+3P =220-5P -45+ 8P = 125 -- 2P 
BP = 240 10P =170 
Р =30 P =17 
Q, =- 20 + 3P =- 20 + 3(30) Q4 = 125 - 2P = 125 - 2(17) 
©. =70 = Qi Qu =91 = Q, 
(c) Q, =7Р - 32 (d) Q, = -27 + 13Р 
Qa = 128 – 9P ` б =24 – 4р 
ТР – 32 = 128 -9P -27+ 13Р =24- 4P 
16Р =160 17Р = 51 
Р =10 Р =} 
Q, =7Р - 32 = 7010) – 32 Qu = 24 4P = 24 — 4(3) 
Q, =38 = Q, Q, =12 = Q, 
2.12 给 定 下 列 牛肉 (B) 和 猪肉 (P) 这 两 个 相关 市 场 的 联 立 方程 组 ， 用 代入 法 , 找 出 每 个 市 
场 的 均衡 条 件 . 
1) Өв = 82— ЗР, + Pp 2) Qar = 92 + 2Рь - 4P, 
Qa =— 5 + 15Р, Ош = — 6 + 32Р 
解 F 在 每 个 市 场 中 , 均衡 需要 Q, = Qu- 
1) Qua = Ов 2) Q> = 0, 
-5+ 15Pa =82 - 3Ps + Pp -6+32Pp = 92 + 2P, - 4Pp 
18Pa — Pp = 87 36Pp — 2PH = 98 
改变 这 个 问题 成 两 个 方程 和 两 个 米 知 数 . 
18Pe - Pp =87 (2.4) 
—2Ps + 36Pp =98 (2.5) 


在 (2.4)} 中 解 出 Pp 得 


Pp = ]8P -87 
将 此 式 代 和 (2.3) 得 


= 2Ps + 36(18Рр – 87) =98 ~ 2Pp + 648Ps - 3132 – 98 


POE HEA PREDSA EA 


' 21 - 





646 Ph 一 3230 Pa =5 
将 Pa 5 代入 (2.5) 或 (2.4)， 
~ 2(5) + 36Р. = 98 
36Pp = 108 Pp=3 
最 后 , 将 Pa 和 Py 的 值 代入 每 个 市 场 的 供给 或 天 求 函数 中 ， 


1) Qa = 82 3Ps + Pp = 82 – 3(5) + (3) 2)Qap =92 + 2Рв ~ 4Рр = 92 + 2(5) — 4(3) 
Qa =T = Qu Qar =90 = Qp 
用 消 元 法 ， 找 出 两 种 互补 商品 , 裤子 (S) 和 夹克 (J) 的 均衡 价格 和 均衡 数量 . 
1) Qu =410-5Ps-2P; 2) Qu=295- P. -3Р; 
Qs = - 60+3Р; Qu = -120+2P, 
Жо те 在 均衡 时 ， 
1) Qs = Qs 2) Qu = Qu 
410 - 5Ps — 2P; =- 60 + ЗР. 295 - Ps -3P = – 120 + 2P, 
470 — BPs - 2P; =0 415 - Ps - 5P; =Ü 
剩 下 两 个 方程 
470 - 8Ps — 2P;=0 (2.6) 
415— Ps- 5P; = Ü (2.7) 


(2.7) B 得 到 (2.8)， 从 (2.8) 中 三 去 (2.6) 以 消 掉 Ps， 解 出 Р}. 
3320 - 8P; 40Р; =0 
= (3470 — 8Ps -2P =0) 








2850 - 38р; =Ü (2.8) 
Р, =75 
将 P,=75 КА (2.6), 
470 — 8Ps - 2(75) = 0 
320 - BP; Р; + 40 
最 后 , 将 P=75 和 Р = 得 代入 每 个 市 场 的 Qu 和 已， 
1) Qas = 410 — 5P; – 2P; = 410 – 5(40) - 2(75) 
Qus = 60 = Qg 
2) Qar = 295 - Ps ~ ЗР; = 295 – 40 — 3(75) 
Qg =30 = Q; 
供给 和 需求 条 件 也 能 用 二 次 型 表示 . 找 均衡 价格 和 均衡 数量 , 给 出 需求 函数 
Р + 9? +30 ~ 20 = 0 (2.9) 
供给 函数 
P -3Q°+10Q = 5 (2.10) 





E == ВРУТ t S rE у 4 ЖИЙ, 所 有 可 以 用 代入 法 或 消 元 法 . 用 代入 法 ,从 
(2.10) 中 , Р 表示 为 Q 的 函数 . 
P- 3Q2 + 10Q = 5 
Р =3Q:- 10Q + 5 
将 P-3Q2- 10Q + S fÉ A (2.9), 
(3Q2-10Q + 5) + Q? + 3Q - 20 =й 
402-79-15 =0 
由 二 次 公式 ,Qi, Q.=(- 5+ / (Б -4ас)/(24), 这 里 ， a= 4, Бс - 7. = -15, Qi =3, Q, = 
- 1.25. 由 于 价格 和 数量 都 不 能 是 负数 , 所 以 Q= 3, 将 Q=3 代 入 (2.9) 或 (2.10), ЖЕР. 
P+(32+3(3)-20=0 P=2 


2. 巧 ”用 消 元 法 找 均衡 价格 和 均衡 数量 ， 当 需求 函数 是 


3P + QR? + 5Q — 102 = 0 (2.11) 


“22+ 
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供给 晒 数 是 
P -20° +39 +71 = 
Ë кё (2.12) 乘 以 3 得 到 [2.13)， 用 (2.11) 减 去 (2.13) 消 去 P. 
3P + Q2 + 5Q - 102 < 0 
-GP - 69+ 9Q + 213 = 0) 
792 – 40 – 315 =0 

















Н ЖААСА 2.14) Q, 并 且 代 结果 Q =7 902.12) (2.101)%, Р. 


Р —2(7)2+ 307) + 71 = 0 Р =б 





(2.12) 


(2.13) 


供给 和 需求 分 析 也 可 用 于 两 个 市 场 以 上 的 市 场 . Rin E= 35486 В E 





和 均衡 数量 . 
Qa =23-5Р, +Р,+Р; Qi= 一 8+6PI 
Ог =15 + P, -3Р,+2Р, Q= - 11 ! 3P, 
Qua =19+Ру+2Р, –4Р, Qa = – 57 3Р; 
М ЕР Била ТЕ 
Qa = 0, Әз = © 


23 - 5P; + Ps + Ps =-8- 6P, 
31- 11P,+ P, + Ps =0 





Qa = ©» 
19+ Р; + 2P; -4P =-5+3Р, 
24 + Ру + 2P; -7P =Ü 
剩 下 拥有 三 个 未 知 数 的 二 个 方程 : 
3- Pj +t Р + Ру = 0 
26+ Ру - 6р, + 2р; = ü 
41Р +2Р,- 7Ps = 0 
先 清 去 其 中 一 个 变量 (这 里 为 Pi), (2.14) 1012 得 到 
62 – 22Р; + 2р, + 2р, = 0 
Jož FEB 02016) 
62 - 22р, +2р,+2р, -0 
- (24+ Ру +2р, -7Р,) =й 
38 - 23Р, +9P, =0 





(2.16) 213 
72 + 3P, + 6P; — 21Р, = 0 





将 这 个 结果 与 (2.15) 相 加 、 





26+ P,-6P;+2P, =0 
72 + 3P, + 6P, - 21Р; = Ü 
98 + 4P) ~ 19Р; =0 





现在 有 两 个 方程 (2.17), (2.18) 和 两 个 夫 知 数 ，(2.17) 乘 以 19 加 上 (2.18) 乘 以 9 清 去 Ру. 


722 - 437P; + ТІР; = Ü 
882 + 36P,- 171P, =0 
1604 - 401Р, = 
Pi =4 
代 Pi=4 到 (2.18), 求 解 P. 
98 + (4) – 19P3 = Ü 
19P3=114 P,= 6 
将 PI =4, Ру=6 fÜ A (2.14). (2.15) 或 (2.16) 中 ， 解 出 P, 


15+ P,- 3P, +2ру =- 11 - 3Р, 
26 + P, — 6Р + 2P] =Ü 


(2.14) 
(2.15) 
(2.16) 


702.17) 


(2.18) 


第 二 童 ”图 形 和 方程 的 经 济 应 用 


. 23 ， 














31 - 11(4) + Р, + (6) = 0 Р; = 7 


在 收入 决定 模型 中 的 方程 


2.17 $8, Y=C+I+G, C=Co+t bY, I= L, С=С, 这 里 Co=135,5=0.8, 1=75, 
Со= 30. (a) 找 出 均衡 收入 水 平 的 简化 型 方程 . (hb) (1) 直 接地 (2) 用 均衡 型 解 均衡 收 
AKF. | 
W Fa) 由 2.3 节 

Y=C+I+G 
= Сү+5Ү + [a + Ga 
Y -bY = Cy + Is + Go 
(1- b)Y =C + L + б 


_ Coa + Io + Go 
Е 1-5 
(b) 1) Y =C+I+G=135+0,8Y + 75 + 30 2) _ Cu t la + Go 
Y - 0.8У =240 1-5 
0.2Y =240 = 135 + 75 + 30 


1-0.8 
=5(240) = 1200 


Y =1200 
2.18 Ш C=89+0.8Y, Io =24 i, ЖЕНКА Y= C + I. 


y = Get 5C89 + 24) = 565 


解 Er 由 问题 (2.17)， 当 上 =0.8 时 , 36 FT1/0 — ь)] 8 S MOD. 尽管 用 其 他 的 方法 也 可 
以 , 但 简化 型 解 方 程 较 快 . 
2.19 《a) 当 投资 不 是 自由 的 而 是 收入 的 疯 数 时 ， 找 出 下 列 收 入 决定 模型 的 简化 型 (bb) 找 出 
简化 妆 入 水 平 (Y.) 的 数值 ，(c) 说 明 乘 子 有 什么 变化 . 
Y=C+I C=CtbY I=Io+aY 
Ж, С„=65, 1,=70, b=0.6, a =0.2. 


# е (2 Y=C+I (b) Y=C+I 
=C. + 5bY+ ау =65+0.6Y+70+0.2Y 
Y-bY-aY=C + D Y -0.6Y -0.2Y =65 + 70 
(1l-b-a)Y =С,+ h 0.2Ү =135 
一 -a 


(с) 当 投 资 是 收入 的 请 数 而 不 再 是 自由 的 ,生子 从 1/(1 ~5) 变 到 17(1-5 -ea)， 由 于 分 式 的 分 母 
减少 , 商 增 大 ,所 有 季 子 的 信 增 大 ， 在 此 疝 是 中 代入 参数 值得 到 





. 270 
2.20 У-Н, 并 且 消 费 为 税 后 收入 { Y3) 的 函数 时 ， 找 出 (al 简化 型 , (b) 
Y, НИЯ, (с) ERTELEK. 
 Y=C+I C=C+bYd T= Yi=Y_r 
这 里 ，Co= 100，8 =0.6，1=40, Т= 50. 
都 ке) Y=C+1=C+bYd+h=C+b(Y-T)+ =C tEY -bT h 
Y-bY=C0+t Iy = PT 
Y=- bT 
(b) Y =100 + 0.6Yd + 40 = 140 + 0.6( Y — T) 
=140+0.6(Y ~ 50) = 140 + 0.6Y — 30 


，24 ， 
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Y-0.6Y - 110 
0.4Y = 110 
Y =275 
100 + 40 — 0.6(50) _ 110 
пў == = 
ч ү 1-0.6 0.4 
=275 


ЖЕСЕ RE 2.9 中 给 出 . 
(с) Жа) ФЯ], 模型 考虑 总 付 税 时 ， REHA 1/(1-ь). 仅 外 生变 量 的 总 和 减少 -5bT. АМА 
HÆR, 如 Gi Xo Zo 的 组 合 也 不 影响 乘 子 的 值 . 
如 果 比 例 收 入 税 合 进 模型 中 ， 找 出 (a) 简化 型 ，(b) Y, 的 数值 , (ec) 在 乘 子 上 的 影响 . 


Y=C+l С = Co + bYd T= Tot+rY Yd= Y-T 
这 里 , [= I, =30, Co=85, Ь=0,75,1=0.2, Т=20. 
W Е (a) Y=C+I= Cat БУЯ т D 


=Со+ К Ү-Т)+ = Cy + (ҮТ - tY) + 1, 
=Ü + bY — bTa НҮ +1, 

Y —bY + MY = Co + In- РТ 

(1-—b + bY =C,+ la- ФТ 


Coth- oT 
_ Co + do = bT 
Y= 1. b+ 


(b) 当 找 到 简化 型 , 将 加 快 求解 . 但 有 时 没有 简化 型 , РОТА НИЕ ОЕ. 
Y = С- I =85+0.75Yd + 30 = 115+0.75(Y - T) 
= 115 +0.75(Y ~ 20 — 0.2Y) =115 +0.75Ү - 15 ~ 0.15Y 
Y -0.75Y + 0.15 Y =100 
0.4Y =100 
Y =250 
Pt FPS ЗНО i EP EE 2.10 中 给 出 . 
(с) Ж#ТА1/Л(1-%)Ж ЕП] 1-0-0). 由 于 它 使 分 母 增 大 , 分 式 缩小 ， MURTAD: 


1 1 1 
1-6 1-0.75 0.257 


1 1 _ 1 ЕЕ! 
1-ё+ы 1-0.75+ 0.75(0.2)  1-0.75+0.15 0.4 


如 果 外 国 部 门 加 入 到 模型 中 ,并 且 有 正 的 边际 进口 倾向 (=)， 找 出 (ay 简化 型 ，(b) 简 
化 收入 水 平 ，《c) 在 乘 子 上 的 影响 ， 

Y=C+I+G+(X-Z) CDC=Co+rpr Z= Za +zY 
这 里 , r= =90, G= Go=65, X= X, =80, Co =70, Za =40, b=0.9, z=0.15. 
Ж ёғ (а 





4 





2.5 


Y=C+I+G*(X-Z)=ÜCo r bY + l+ Git Xa - Zo - zY 
Ү- РҮ + =Y =Co+ lo + Got Xa- Zo 
(1- b+ z)Y = С + L + Got Xi- Zo 


Cu + I + Go + Xa- Zo 
7 1- В+ 





Ү 


(b) 利用 上 而 的 简化 型 ， 


70 + 90+ 65+ 80—40 _ 265 
1-0.9+0.15 0.25 


(с) ВЫЕ ТТДС BILA WAI Y OBP AUA. 它 使 分 母 增 大 ， 分 式 缩小 . 





Y= = 1060 








1 
1 { 1 
; =4 


+z 1-0.9+0.15 0.25 


第 一 章 ”图 形 和 方程 的 经 济 应 用 





IS-LM 方程 


2.23 给 定 : C=102+0.7Y, I=150-100;, М,=0.25Ү, М, =124 - 200;. 当 经 济 均衡 
BT, B (a) 均衡 收入 水 平和 均衡 利率 ，(b) С, I, M, #l M, 的 水 平 . 


É (з) 商品 市 场 均衡 (IS) 存 在 , 当 
| Y=C+I 
= 102 + 0.7Y + 150 — 100; 
Y - 0.7Y =252— 100: 
0.3Y + 100; - 252 = 0 


货币 均衡 存在 ， 当 
M. = M, + M, 
300 =0.25Y + 124 - 200; 
0.25Ү — 200; – 176 = 0 
在 每 个 市 场 中 联 立 方程 
0.3Y +100i — 252 = 0 (2.19) 
0.25Y - 2001 ~ 176 = 0 (2.20) 


(2.20) E 2 381202,19), 消去 :， 
0.6Y + 20D; — 504 = 0 
0.25Y — 200; - 176 —0 
0.85Ү = 680 
Y = 800 





将 了 = 800 4А. (2.19) (2.20): 
0.25Y - 200; – 176 =0 
0.25(800) - 200: - 176 =0 
- 200; = – 24 
r = 0.12 
(b) Ж Ү= 800, :=0.12 i, 
С = 102 + 0.71800) — 662 М, = 0.25(800) = 200 
I = 150 — 1000. 12) = 138 M, = 124 – 200(0.12) = 100 
并 且 
C+I=Y M,+ М, = M, 


662 + 138 = 900 200 + 100 = 300 
2.24 ”在 均衡 状态 时 ， 找 出 (a) 均衡 收入 水 平和 均衡 利率 ，(b) C, T, M, MM, 的 水 平 ， 当 
C=89+0.6Y T=120-150 М, = 275 M,=0.1Y M, = 240 - 250; 
解 ёғ (a) HFIS: 


Y =89 + 0.6Y + 120 ~ 190: 
Y — 0.6Y = 209 ~ 150: 
0.4 Y + E50 — 209 — 0 





对 于 LM: 
M, = M, + М, 
275 =0.1Y + 240 – 250; 
0.1Y — 250; — 35 = 0 
АКЕ 
0.4Ү + 150: ~ 209 = 0 (2.21) 
О.1У – 250: – 35 = 0 (2.22) 


(2.21)0982 4 31102.22), 消去 YY， 
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0.4У + 150; — 209 = 0 
0.4Y — 1000; — 140—0 
1150: =69 

i =0.06 





将 i=0.06 A (2.21) (2.22). 
0.4 Y + 150(0.06) — 209 =0 
0.4Y = 200 
Y =500 
(b) 在 了 Y=500，i=0.06 时 ， 
C = 89 + 0.6(500) = 389 M, = 0.1(500) = 50 
I = 120 - 150(0.06) = 11 М, = 240 — 250(0.06) = 225 


C+I=Y M, + M, = М, 
389 + 111 = 500 50 + 225 = 275 


Er 导数 和 被 分 法 则 


3.1 极限 


如 果 对 所 有 z, 4 х B.B ir Fa, 但 不 等 于 a 时 ， 一 个 函数 了 的 函数 值 f(x) 趋 近 到 
一 个 ,而 且 仅 一 个 有 限 数 工 ， 则 工 定义 为 当 z ETa 于 (x) 的 极限 ， 记 为 
limf (я) = L 
假设 а, f(z) 和 lim,-.g (x) 都 存在 , 极限 的 法 则 如 下 ,， 例 2, 问题 3.1 一 3.4 给 出 了 
说 明 . 


_ 


Пе (а= Ж) 

lima” = а" (п = 一 个 正 整 数 ) 
mz) = timf(z) (= АЮ) 
Лав f(z) + a(z)]=lim (z) + аа (а) 
'lim[ flx) g(z)2 =lmf/(z)'limg(z) 


л + WW N 


с 


Ла f(z) а (е) 1 за) ъа (ж) [limg(z)#0] 


~] 


iml С)" =| limf] Ca >0) 
例 1 (а) 从 图 3-1 的 f(z) 图 像 可 以 看 出 , 34 r 从 每 一 边 趋 近 3 H, у(х) ИНЖ Т2. 这 
意味 着 , 当 «йн 3 时 ，/(z) 的 极限 为 2， 可 以 写成 
limf(z) = 2 
在 图 3-1 中 , Эй 趋 近 于 7 时 ,函数 f(z) 的 图 像 上 有 一 个 开 图 ,表明 在 这 一 点 上 
有 一 个 凰 口 ， 也 即 函 数 在 这 一 点 上 没有 定义 ,但 f(z) 的 什 趋 近 于 4. 




















z 
ЕТ -_ 
ип 


图 3-1 图 3-2 























































因为 当 = 趋 近 于 一 个 数 ,函数 ИНОЕ x 趋 近 的 那个 数 的 值 ， 所 以 这 个 
极限 存在 ， 并 且 可 写成 
timlar) =4 

(b) 在 图 3-2 中 , 当 z 从 左边 趋 近 于 4( 比 4 小 ), 写成 x 一 4-，g{x) 趋 近 于 3, 称 为 
ЖШ ЕН; 当 z 从 右边 趋 近 于 4( 比 4 大 ). 写成 zx 一 4+，g(z) 趋 近 于 4, HFH M 
两 边 趋 近 于 4，g(z) 没 有 趋 近 于 单独 一 个 教 , 则 它 的 极限 不 存在 . 

例 2 极限 除了 用 图 像 还 可 用 上 面 列举 的 极限 法 则 得 到 . 
(a) lim9 =9 {法则 1) 
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(b) limx’=(6) =36 (法 则 2) 
(с) Him2z =2 пх°=2(3)*= 54 (法 则 2 和 法 则 3) 
р 4 . 
(d) limt x + 32) = lime +3 limr GEN 4) 
={2)#+3(2) =22 
{е) ат {x +8)(z —5)]=lim(z+8)+lim(z— 5) GENS) 


=(4+8)'(4-5)= -12 
3.2 连续 


连续 函数 是 一 个 没有 裂口 的 曲线 . 它 能 被 一 笔画 出 . 一 个 函数 在 x = a ОЕШ, 如果， 
l. f(x) 在 z=a AEX, BE += x 处 存在 
2.iimftx) 存 在, H 
3.limf(z) = fla) 
所 有 多 项 式 函 数 是 连续 的 , PER Y AE X B t, ИПЛЕ ГЕ, ЖШ DG ED Е. 
见 问题 3.5. 
例 3 -笔画 出 一 个 连续 函数 ， 图 像 上 药 开 医 ， 意味 着 在 画 数 上 有 一 个 缺口 ,很 明显 ， 在 图 
3-3(а)+#, В f(x ) 在 x =4 不 连续 ; 在 图 3-3{b) 中 ，g(z) 在 =5 不 连续 ,但 
lim -sgfz) 存 在 . 














































































































3.3 曲线 函数 的 斜率 


曲线 函数 的 斜率 不 是 常数 ,其 在 曲线 的 不 同 点 是 不 同 的 . 在 几何 上 ， 曲 线 函 数 在 给 定点 
的 斜率 是 用 这 个 函数 在 这 点 切线 的 斜率 来 测度 的 .切线 是 一 条 与 曲线 仅 交 于 一 点 的 直线 , HH 
线 函 数 在 不 同 点 的 斜率 的 测度 需要 分 离 出 切线 , 如 图 3-4(8). 

切线 的 斜率 可 从 一 族 割 线 中 得 到 , R S 是 一 条 交 曲 线 于 两 点 的 直线 ， 见 图 3-4(b), 这 
里 


射 率 S = У — Y1 


їз T “1 
Ë zz= zi+azr， у= (1+ Ах), ЖНА ЖЕШНЕН NER: 
‚ fee + Ах) flr) _ f(zi + Az) = /(ху) 
斜率 S = (ri tAr) - ху Е Ат 
ШЖ z; 和 x, 间 的 距 高 越 来 越 小 , 即 д0, ДЇЇ РЕ HARE, ЭЕ Н ЖЖ ЫРШ. 


如 果 当 Ar—0 时 , 割 线 的 斜率 的 极限 存在 , 则 这 个 家 腿 就 为 切线 的 斜率 T, 也 是 函数 在 这 点 
的 斜率 . 写成 
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切线 了 

ШЕ 
z 

/ 
Y= Дх АХ) 
x 

ži AX XI Xt AX 
(а) (b) 
93-4 
А 一 
= т 


Ж 在 许多 教科 书 中 , ЧА EE Ar， 得 到 
斜率 了 = lim fert 2, -f(xy (3.1а) 


例 4 计算 一 个 曲线 函数 ， 如 /(х)=2х^ 的 斜率 ，(1) 用 代数 式 (3.1) 或 (3. 1ay， 并 且 分 别 代 
А ху+А (8 тА) ху, (2) 简化 函数 ，(3) 在 函数 的 简化 形式 中 , ВЕ 
R. 由 {3.1) 








RET = lim + Az) Кл) 
Ат) Ах 


解 85 (1) 对 于 函数 F(z)=2x2， 代 入 数据 . 
ВЕТ = lim 202-0007 222 








(2) 简化 结果 . > 
SÆT = lim =? + 2z(Az)1 (&z)2]- 23 
= lim 人 (Se) ЖА 
约 去 A x. 


斜率 T = Jim(4z +2Ах} 
(3) 求 简 化 式 的 极限 ， 





RET = 4z 
Ж 斜率 的 值 依赖 于 所 选 的 z ME. 在 z=1, 斜率 T=4(1)=4; 在 +=2, HET- 
4(2) =8. 
3.4 导数 
给 定 一 个 函数 (z), f 在 z 处 的 导数 ， 写 成 广 (x) 或 dy/dr， 定义 为 
Fla) = im feta Cf) (шуру) (3.2) 


或 由 (3.1a) 
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F (z IRE“ f XT z 的 导数 "或 "(x)". 
一 个 函数 的 导数 (z), ЗО Р, BRRR f(x) 在 给 定点 的 射 率 或 瞬时 变化 率 的 
测度 . 


3.5 可 微 性 和 连续 性 


一 个 函数 在 一 点 是 可 微 的 ， 如 果 在 这 点 的 函数 导数 存在 . 若 函 数 在 一 点 可 微 ， 则 函数 (1 ) 
在 这 点 连续 ,并 且 (2) 在 这 点 有 惟一 切线 . 在 图 3-5 中 ，f(z) 在 点 a 和 < 不 可 微 ,因为 ,在 这 
些 点 上 ,函数 存在 缺口 . 在 不 连续 点 上 ， 导 数 不 存 在 . 


























然而 ， 只 有 连续 不 能 保证 (不 是 充分 条 件 ) 可 微 ,在 图 3-5 H, frt b 点 连续 , BE b 
点 不 可 徽 ,， 因 为， 在 急 转 点 或 结 点 , 称 为 尖 点 ， 有 无 数 条 切线 (无 惟一 的 切线 ) 
3.6 导数 符号 
一 个 函数 的 导数 能 写成 许多 不 同形 式 , ШЖ у = f(z)， 导 数 能 表示 成 
, d 
f) y Z Ф Ару ж Difa 
ШЖ y=#(z), 则 导数 可 写 为 


бб у Š Š AUO ж DIOD) 


如 果 计 算 y= f(z) 的 导数 在 z =o 的 信 ， 其 符号 有 Саз |. 
例 5 如 果 y=5x?+?x+12, 则 阔 数 的 导数 可 写 为 
s (522 +72 + 12) 或 D. (5z? + 72 + 12) 
ШЖ x = /8; 3， 导数 可 表示 为 
z dz "EEE 或 р,0/8:-3) 
见 问题 3.6~3.8. 
3.7 微分 法 则 


微分 法 是 求 一 个 函数 导数 的 过 程 . 它 就 是 对 给 定 的 函数 用 一 些 基 本 法 则 或 公式 . 在 讲 一 
个 函数 (如 у= F(z)) 的 微分 法 时 ， 对 其 他 的 函数 ， 如 (л), hlz), 并 且 这 些 函 数 是 > 的 非 


特殊 函数 ， 其 法 则 完全 适用 下 列 是 微分 法 法 则 , 例 解 见 问题 3.6 一 3.21 法 则 的 证 明 在 问题 
3.24—3.26 中. 


3.7.1 ЛЖАН 
MERR A(z) = ( 是 常数 ?的 导数 是 零 . 
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设 /(z)= А, f(r)=0 
16 15 (2) 8, Р(х) = 0 
É f(z)= 一 6， /'(х)=0 


3.7.2 M bk R RU Ri 


线性 函数 (х) = mz th 的 导数 等 于 x НЕЙ п. АЕА ЛУ EE 
系数 ， 此 时 常数 的 导数 是 零 . 


设 {(х)=тт+Ь, f'(z)= m 
例 7 W f(z)=3x+2, /'(х}=3 

设 /(z)=5- T>, f(z)= - + 

设 /(х)=12х, f (z)=12 

3.7.3 FARR 


ЖЕ f(z) kelk 是 一 个 常数 ，n 是 任意 实数 ) 的 导数 等 于 常数 RUMM n ЖШ 
Ёп 一 1 1358. 


E р(х) = kz" Р(х) = Виза") 
в (2) =42°, #'(х)=4+3+х%7% = 12х? 
设 f(z)= 52, f(z)=5-22:z2"l1=10z 
W (=) = zš, /'(х)=1+4+х*°°%=4% 
ELAR 3.7. 


3.7.4 БАЁ 


设 SCz) 和 A(z) 是 可 微 函数 ， 则 两 个 函数 的 和 f(x) = glz)+h(z) 的 导数 等 于 这 两 个 
网 数 导数 的 和 ， 类 似 地 ,两 个 函数 差 的 导数 等 于 这 两 个 落 数 导数 的 差 . 
É =) = р(х) +А(=), f(z=)= р(х) +А' (т) 


о Ж (=) = 1255 -4=*, f (=) =60=*-16=? 
É (2) =9:2+25- 3, (х) =18= +2 
见 问 题 3.8. 法 则 的 证 明 见 问题 3.24. 
3.7.5 # f=ik gl 


设 g(z) 和 (z) 是 两 个 可 微 函 数 ， 则 乘积 f(x) = (с) .itz) 的 导数 等 于 第 一 个 函数 乘 
以 第 二 个 表 数 的 导数 加 上 第 二 个 函数 乘 以 第 一 个 牙 数 的 导数 , 设 F(z)= р(х): hfz)， 
f (a) = glz} h(xr)+h(r) g' (z) (3.3) 
例 10 给 定 Az)=3z42z-5), Ë g(z)=3zxzt, һҺ(х)=2х-5. 求 各 函数 的 导数 g(x) = 
122°, А'(х)=2. 将 这 些 代 入 药 法 公式 (3.3) 得 
f (z) = 3х*{(2) + (2х -5)(12z3) 
简化 代数 式 得 
fF (x) = 6х* + 24: – 60x? = 30z4 -60z3 
网 问 题 3.9~3.11; 法 则 的 证 明 见 问题 3.25. 


3.7.6 ЖИ 


设 gftz) 和 站 (z) 都 是 可 微 函 数 , ЕНА (2) 0, ШИ] Рх) = g(x )/h(z) 的 导数 等 于 分 
母 肝 以 分 子 的 导数 碱 去 分 子 腾 以 分 母 的 导数 ， 然 后 其 痉 除 以 分 母 的 平方 . É 了 tz)=g(z)/ 
hiz), 


. 32. сеа а 





h(x) g(x) ~ gla): Аа) 
f(r)= ROP (3.4) 





例 11 设 


5r? 


Кх) = qr +3 
这 里 ，g(z)= 52°, A(z)=4zt+3， 我 们 知道 gz)=15z2， А (х) =4, 将 这 些 代 入 
商 的 求 导 公 式 (3.4)， 





{4r + 3)X15z2) — 5z2(4) 
(Ат + 3) 





(z) = 


化 简 
(z) = 60х? + 4522 – 202? _ 4055 + 45z2 _ 5х°(8лх + 9) 
(4х + 3)2 (Ах + 3)? (Ах +3)? 


见 问题 3.12 和 3.13. 法 则 的 证 明 见 问题 3.26. 





3.7.7 一 般 化 的 杖 函数 的 导数 


设 а(х) Я, n 是 任意 实数 ， 则 一 个 函数 蜂 ( f(x)= [g(x)1") 的 导数 等 于 x Ж 
以 gtx) 的 一 1 KR, 再 苹 以 这 个 函数 的 导数 g(xz), 设 с) а(х), 
Ela) = nlg(r)]" ll. gla) (3.5) 
例 12 AE у(х)=(х?+6)°, (х) = r +6. R д(х)®— КЕТЕН ЖОЛ А (3.548 
Fix} = Sir? + 6)". 3:7 
化 简 
Flr) = 5(z? + 6)*-+3ху? = 15520: + 63! 
Ж 一 般 化 的 旺旺 数 法 则 从 下 面 的 链 式 法 则 中 推出 . 见 问题 3.14 和 3.15. 


5.7.8 链 式 法 则 


一 个 复合 通 数 ， 也 称 函 数 的 函数 ， 在 这 里 ， y Жи H Ж, Ж < B < 的 函数 ， 即 y 
Fu), а= (х), 则 y= flg(z)], y 8 F z ВР КЕТ а ЗЕ 6 
函数 对 x 的 导数 ; 


,dr 
一 d (3.6) 


见 问题 3.16 和 3.17. 
例 13 FERA у= (5z2+3)4. 8 =u, и=522+3, W| dy/du =4и?, du/dr=10x. 将 
它们 代入 链 式 法 则 (3.6)， 
Hia = 4и. 10z = 40zu° 
热 后 ,将 u 摘 成 Szz + 3， 便 导数 用 一 个 变量 表示 
dy L 40z(5z2 +3)? 
dz 
对 于 更 复杂 的 孙 数 ,可 用 基本 法 则 的 不 同 组 合 . 见 问 题 3,18 和 3.19. 


3.8 高 阶 导数 


正 像 一 阶 导数 是 浏 度 原 函数 的 斜率 和 变化 率 ， 二 阶 导 数 产 (z) 是 测度 一 阶 导数 的 斜率 和 
变化 率 . 三 阶 导数 7*(z) 是 测度 二 阶 导数 的 斜率 和 变化 率 ， 等 等 . 高 阶 导 数 是 由 低 阶 导 数 应 
用 微分 法 则 得 到 的 ， 如 例 14 中 的 例子 及 问题 3,20 和 3.21. 

例 14 设 y= f(z), 二 阶 导数 的 符号 通常 为 r, dy/dr’, y О?у; 三 阶 导 数 为 /7(х), 
d'y/dz2, у” D3y; 四 阶 导数 为 fO. dy/drt, уж D'y: 等 等 . 
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+ 33 ， 








高 阶 导 数 是 从 前 一 阶 导 数 通过 微分 法 则 得 到 , 因此， 如果 rz)=2z4+Szr3 十 
3x7, 则 














f(r) =8r? + 1522 + 6z 

f(x) =24х* + 30 +6 

0х) =48х + 30 

Р(х) = 48 Р(х) = 0 
见 问题 3.20 和 3.21. 


3.9 МЕИ 


经 济 学 导 引 经 常 处 理 显 函 数 ， 即 非 独立 变量 在 等 式 的 左 端 ， 独 立 变 基 在 等 式 右 端 . 然而， 

在 高 级 经 济 学 中 ,常见 的 是 隐 范 数 ， 即 次 量 和 常数 都 在 等 式 的 左 端 的 函数 . 一 些 体 函数 很 容 
务 通过 将 非 独立 变 基 解 为 独立 变量 的 函数 而 变 成 显 函 数 ， 而 有 些 则 不 能 ， 对 于 那些 不 能 变 成 
TARKKA, КЕЖЕ НЕЕ ЕЕ. 见 例 16 和 问题 3.22,3.23， 4.25 Ж 4.26; BL 
5.10 节 和 问题 $.20, 5.21,6.51 和 6.52. 
例 15 显 函 数 和 隐 函 数 的 例子 ， 

TAN: у=4хт у=х*+бл—-7 > 

RER: 8z+5y-21=0 3z2-8xy-5y-49=0 35z3y -106=0 
例 16 设 3z -7y%5 -86=0， 导数 dy/dzr 经 过 两 步 隐 冰 数 微分 法 得 到 

1) 方程 两 边 对 x RKF, 此 时 ， у 1 HAR, 


dar 7y5 86) = L (0) (3.7) 








d y ty d d -4 
dr OE) -gr OI?) a (86) = 0) 





MB, (3:4) =0022, - (86) =0, 1100) =0. -ETAR REEN, 
din; 
Ago 得 到 
4 _ d 
a 7°) =7.5. у? 1, £O) = 35у* 2 
代 式 到 (3.7)， 
122° – 35у z =0 (3.8) 
2) (3.8) Ҥ# dy/dx: 


d 
_ 35у* 12 =- 121 
х 





与 第 五 章 例 16 的 结果 进行 比较 . 


习题 解答 
极限 和 连续 
3.1 ”用 极限 法 则 求 下 列 函 数 的 极限 ， 


(a) liml x (x +4)] 


M ¿= [жт + 4)] = lima- нта + 4) 
2 z= 2—2 


+ 34 - 


3.2 


3.3 
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=(2)2:(2+4)=8-6=48 








Зх?-5х 
(b) lim т+б 
біт(322- 5х) 
3ri— Sr _ 一 
E т> ИҢ к+6  lm(z+@) 
_ 3(4)2- 5(4) _ 48-20 
T 4+6 ` 10 
=2.8 


(с) lim Убх +1 
Ж к lim М 6z2+1=lim(6z2+ D! 
= Шш(6? + Dp? 


=[6(2) +1] = (49)? = + 


求 下 列 多 项 式 和 有 理 函 数 的 极限 . 
(a) lim(5z° 一 由 和 +9) 





《法 则 5) 


(Д 6) 


(法 则 7) 


ЕШ ке 由 极限 的 性 质 可 以 证 明 对 于 多 项 式 和 有 理 函 数 ， 有 f(z), fla), 因此 , 求 这 个 极限 可 


以 表单 地 计算 在 a HERRE. 
lim(5xš —4х+9) = 5(3)2 – 4(3) +9 = 42 


(b) lim (3° +7х— 12) 














и F Jin (3z +72 -12)=3(-4)} +- 4)-12=8 
. Фх°-2т-8Ё 
(e) lim 5х2 +6 
4z? -27-8 = 46) -2(6) -8 _ 124_ 2 
# = lim 5:2 +6 506)+6 186 3 
求 下 列 有 理 函数 的 极限 ， 如 果 分 母 的 极限 等 于 替 ， 则 法 则 6 及 上 面 对 有 理 函 数 的 一 般 
法 则 都 不 适用 . 
(a) lim 4 


ж Е ЗЕН, 则 法 则 6 就 不 适用 了 , ЗИНО > 趋 近 于 7 时 函数 的 极限 ， 


而 通过 因 式 分 解 及 约 分 ， 分 母 零 的 问题 可 以 消除 ， 所 以 这 个 函数 的 极限 可 被 求 出 . 








Him 2—7. — = lm I-77 
х2-49 r+tTNHr 7) 
_ 1_ _ l 
r+7™ 14 
. z- 
(b) Jim -2 
-7 了 
ыш Еее Четтетүү 
.1 
,+7 
极限 木 存 在 ， 
2 
022-25-24 
© р 


ЕЕЕ 4 国 此 分 解 因 式 ， 
四 天 -2 和 4 一 lim +H- 6) _ а(х + 4) = 10 


2—6 一 т—б х - 6 


3.4 ЖТИ. 注意 无 穷 的 作用 ， 


(a) Ба 2 (290) 
A T+ 
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8 ЖУ 正 像 在 图 1-.3(a) 中 看 到 的 ,， 当 从 的 右 端 趋 于 0fz 一 0 ) 时 ，Ffzr) 趋 近 于 正 无 穷 ; 而 当 
xr J. 0 25888 F 0(z—0 O, f(z)8S iF p h 3. 如 果 概 限 既 趋 于 正 无 穿 ， 也 赵 于 负 无 穷 , 则 其 


极限 不 存在 , 写成 
im = = со lm 2 =- æ 极限 不 存在 
7 时 T к=” z 
(b) іт lim 2 
x=— T т m Д 


Ж БЕ 正 像 在 图 1-3(b) 中 看 到 的 ， 当 т 趋 于 co 时 ， РС) ЮТ 0; 3 r ËF- oo h$, f( z b 85 
0， 则 极限 在 每 种 捕 沈 下 都 存在 ， 写 成 





4122—21 
ОЕР 当 z 一 co 时 ， 分 子 和 分 母 都 为 无 穷 , 使 问题 不 确定 . 在 这 种 情况 下 的 一 个 妈 理 方法 是 函数 


中 的 每 一 项 部 除 以 x 的 最 高 次 吞 . 这 里 ， 所 有 项 除 zz 得 
im 322.7 om 3 0/5) 3-0 3 
se 4122-21 ie d (21/22 4-0 4 
3.5 通过 判定 在 给 定 的 点 ，3,2 节 所 列 的 条 件 ;(1) F(z) 有 定义 ; (2)limf ( (х); (3) бт 
Кх) = fla) т, 指出 下 列 函 数 是 否 连 续 ， 
W IF (a) /(z)=Sx=2—8z+93Ezr=3 
(1) f(3)=5(3)2-8(3)+9=30, 
(2) jim(Sz — 8х +9) =5(322 — 8(3) + 9 = 30, 
(3) limf(z)=30= (3), f(x) 是 连续 的 . 





z 
(b) f(r) = 在 


CD уа) 07200410400, 


(2) lim „23241. 40, 
(3) limf(z)= 40= /(4), 六 xz) 是 连续 的 . 
-在 = 3 








(e) f(z)= * 





由 于 分 得 等 于 零 所 以 х) Е т=з 处 没有 定义 , 因此， 尽管 函数 在 > = 3 处 极限 存 
E, 但 在 x = аита. 见 第 2,3 步 . 





|! -3 1 1 
2 m 一- =-1-. 
(2) im 5 22-9 = lim Cr 3) — ШЗ 6` 


(3) BEmf(z)= T f(3) -所 以 х) хез ЖИ. 


导数 符号 和 简单 导数 
3.6 求 下 列 函 数 的 导数 ， 并 用 不 同 的 应 数 符 旦 宪 示 . 
И sm (2) a) (b) у=-12 
У(х)=0(Ж ЕЙ) ы. 
2 
(с) у=5х +12 (dj) х) =9=-6 
y = 5( 线 性 函数 法 则 } f=9 


3.7 ШЖ ЖАЛИ, ТАЕ SS. 继续 用 不 同 的 符号， 
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解 上 (а) у=8х? (b) /(z=)= -6. 
4.0825) = 2422 f= 一 30zt 

(с) Z/(z)=5x 2 
f(z)=5S(-2).zl U -107 = — 5 


-4 


(9) 


= -Ür 


y 
CERT = 49:21797 00 3627836 
dx х 


E 
(e) y= т 


D(a ')=7(-1)47%= -7r s- 


(Ü /(z)=18/x=18xz12 
df gl 1 |а 9.109, 














dx 2 Wa: 
3.8 ”用 和 和 、 差 法 则 求 下 列 画 数 的 导数 . 左 端 的 非 独立 变量 视 为 y， 厂 端的 独立 变量 视 作 г. 
Й F(a Е-—82+5;—6 (b) C=4 -9r +28: -68 
ЧЕ 1б +5 С' = 12: -1Bt +28 
(0) p=6q5- 34 (d) q=7p'*+15p 23 
АЎ 304% -99 D,(7p1+ 15р ?)=28p -45p + 
FREDI 
3.9 设 y>=f(z)=5z43z -7)，(a) 用 乘法 法 则 求 导 数 ，(b) 先 化 简 函 数 ， 然 后 求 导 数 ，(e) 
比较 两 个 导数 ， 


Ж Е (2) 乘法 的 求 导 法 则 如 (3.3) 


(ж) = р(х) А (ж) + h(z=) ` р (ут) 
Ж g(z)=5<x*, А(а) = 3т-7, MJ g (х1) = 20°, (х) =3. 因此 ,代入 乘法 导数 公 


式 得 
у = Flr) = 5х%(3) + (3z - 7) (20253) 
化 简 为 
y = 152 + 60хл* — 140r? = 7Sz4 — 140,9 
(b) 代数 整理 І 
у = 5232 ~ 7) = 15205 – 35r’ 
求 导数 


y = 75х*% — 140x? 
(е) (8 和 (b) 中 函数 的 导数 是 一 样 的 ,对 乘积 函 炒 可 以 用 其 中 的 任 -方法 来 求 ,但 是 当 函 数 很 复杂 
时 , 乘法 法 则 将 是 更 有 将 的 . 其 他 的 方法 可 以 用 来 验证 管 案 . 
3.10 再 解答 问题 3.9， 给 定 у= у(х) = (об +8)(z°+11). 
M F(a) 设 g(xz)= zt+8, h(z)=z°+11, 则 g(x)=8x', h(x)=6x5， 代入 (3.3)， 
у= Р(х) = (zŠ + 8)(6z) + (zŠ + Р1}(8:') 
= 6х1 + 4815 + 8.13 + 882° = 14218 + 8827 + 4825 
(b) 首先 进行 乘法 运算 简化 函数 ， 
у =(х#+Ё){х°+ П) = z“ + 1lzŠ + 855 + 88 
则 
y = 1421 + 88у' + 48r? 


(с) 导数 是 相同 的 . 
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用 羔 法 法 则 求 下 列 函 数 的 导数 . 注意 ; 在 这 里 ， 居 有 意 选 择 简单 的 问题 ， 在 本 书 的 其 























3.11 
他 节 里 ,学 生 们 将 能 看 到 各 法 则 的 运用 . 在 求 导 前 ， 对 项 数 进 行 代数 运算 常 是 容易 和 
合适 的 ,但 对 问题 用 各 种 法 则 晤 终 将 帮助 学 生 更 熟练 地 掌握 这 些 法 则 ， 
WW EF (3) у=<(447—-3)(2у°) 
5 = (402 – 334102) + 2r(&zr) = 4025 – Wart + 1626 = 5656 - 30rt 
(b) у= 75932-12) 
和 = 7a (6x) + (3r2 一 12)(632z8) = 42r" + 189r — 75бт* = 231x" — 7561? 
L 
(c) у= (224+ 5327-8) 
> = (204 + 51525) + (325-8) (822) = 3025 +75r* +241? -64r = 54r? + 75zt - 64r? 
x 
(9) z=(3-12403)(5 + 42%) 
Ча (3- 12/2)(241°) + (5 + 45)( – 36:2) = 72:5 — 28828 - 1802 — 14425 = - 432:5 + 7215 — 18022 
商 的 法 则 
3.12 Ü 
_ 102% — 6x7 
7 2х 
(a И НИИ ЕЖЕ. (b) 用 除法 简化 函数 ， 然 后 求 导数 . (с) 比较 两 个 导数 ， 
解 EF (a) 由 (3.4)， 商 的 导数 公式 为 
_ h(z)- p (z) - х): hk (хт 
7005 СР 
ZE, (=) = 105 6х7, h(z)= PB<). 分 别 求 导数 
g' (=) = 80х'— 42% (z) = 2 
ЖА 
‚ _ 2208027 - 42205) – (105% - 627)(2) 
> (2) 
160т® ~ 84.27 – 200% + 12r? 4028 -7277 
Е 4х? Е 42? 
= 3526 — 1825 
(b 首先 用 除法 简化 函数 ， 
у= 102" бх? _ 557318 
у’ = 3525 – 1845 
(с) 如果 直接 求 导 ， 导 数 是 样 的 ， 但 是 当 函 数 在 复杂 程度 上 提高 时 ， 商 的 求 导 法 则 更 重要 . 第 二 
种 方法 也 用 来 检验 管 案 ， 
3.13 ”用 裔 的 求 导 法 则 求 下 列 函 数 的 导数 .在 这 里 ， 对 给 定 的 函数 继续 用 这 一 法 则 . 当 所 有 


的 法 则 都 掌握 了 以 后 ,再 考虑 首先 简化 通 数 ， 然 后 选择 最 简单 的 法 则 ， 


Ж EF (2) у= 32—242 
х 
RE, р(х) = 3:427, А(х)= 4х7, WJ g (хт)=24т'-28у°, 
В (2) = 1222, 代入 商 的 导数 公式 
y= 4: (24x7 _ 28z5) ~ {3х° — 4z°)(12xz2) 











(4z3y2 
96210 — 1127? — 36:10 + 48:2? 60219 6429 4413 
1625 7 léz? 4 
4:5 
O) y= (z) 


. 37. 
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ЧЕ. 增加 限制 性 条 件 是 因为 ， 当 x = 二 时， 分 母 等 二 零 ,函数 没有 定义 .) 
1-3х}(20х*) – 4120-3) _ 20r+- 60z5 + 12z5 _ 20z 1 – 48:5 























dz (1 — 3r)? Е (1- 32)? (1 ~ 3z)? 
_ 15z2 
(0 yi 
dy _ (2z2 + 7z — 3)(30с) ~ 15r (4z + 7) 
dr (222 + 7z -37 
= 6022 + 210z? -的 z — 602° - 105z _ 10522 ~ 90> 
(22? + 7r – 3)? (22? + 7z – 3)? 
_бх-7 a 
(а) у= ре (23) 
Яу _ (8z —5)(6)- (бл -7)(8) _ 48= ~ 30 — 482 +56 _ — 26 
dz (8> - 5)? (8л - 5)? (Bz — 5)? 
(е) _Sz2-9>+8 
> z2+1 
dy _ (2 + 1){10х — 9) — (5x? — 9r + 8)(2х) 
dæ (z? + 1)? 
_10х*°-9т® + 10r —9 - 1022 + 1822 — lér 9z2-6z-9 
(22 + 1)? (х2 +1)? 
-HFAA EN 


3.14 у= (52 +8)2. (а) 用 一 般 蚕 函数 求 导 法 则 求 导数 ;(b) 首先 对 函数 进行 平方 展开 ， 
然后 求 导数 ; (с) 比较 两 者 答案 . 
解 кюе) 由 一 般 敌 落 数 求 导 法 则 (3.5), 着 f(x) = [gtz]]， 
f (z) = о п[д(х®)]"71+ (т) 
这 里 ， \х)=5х +8, '(х)=5, ЖН n=2. 代入 这 些 量 到 一 般 短 函数 求 导 法 则 ， 
y = 2(5r +8)1.5= 10052 +8) = 50r+80 
(b) 首先 将 函数 平方 展开 ， 然 后 求 导数 


у =(5х + 8)(5х + 8) = 25zx2 + 80x + 64 
y =50х + 80 
(с) 这 两 个 导数 相同 . 但 当 ял 的 值 比较 大 ,或 为 负 信和, 分 数 时 ， 一 般 智 函 数 法 则 将 更 快艇 实际. 
3.15 用 一 般 敌 函数 求 导 法 则 求 下 列 函 数 的 导数 ， 
(а) y=(6<x3+9) 
W EF 这 里 , g(x)=6r3+9, Z(z)=18z2, A n=4. 代入 一 般 敌 函数 导数 公式 
у = 4(6? + 91. 18, 
= 461? + 9)! . 182? = 72z2(6z2 +9) 
(b) у= (252-55 +7)? 
# = у'=3(22®-5х +ТИ+(4х-5) 
=(12z--15)(2z2- 5z +7} 


(o) Y 7234132 +3 


И кє 首 先 将 此 函数 转换 成 等 价 形式 
y = (7z=3+ ]3zrz + 3)" 
RA. ЖЕЕ, 
у =- 1(7z) + 13z + 3)72. (21z2 + 13) 
=- (21z2 + 13)(7z3 + 13л +3)! 


— (2122 + 13) 


TIt + 13: + 332 
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(d) y= J34- 6r? 
E ty Ж: а к Ез dy. 
у = (34 - 6z2)12 
у = + (34 - 6r’) 12. (— 12r) 


= бт 


=- 6r{34 - 6л?) 172 = -天 一 二 一 
34 - 6х? 
(е) у= = 
У 423+94 
Ж > 进行 等 价 转换 ， 然 后 求 导 数 ， 
у = (4z3 + 94) 12 
y == (dz) +94) 22. (1222) = — 6220453 + 94) 3⁄2 


— őr? ~ бх? 


(ro Vn X 943 





链 式 法 则 


3.16 ”对 下 列 每 个 函数 ,用 链 式 法 则 求 导数 dy/dx . 你 自己 用 一 般 每 函数 法 则 检验 每 个 管 
Ж. 注意 到 ， 一 般 冠 函数 法 则 恰 是 一 个 特殊 的 链 式 法 则 . 
(a) у= (3:*+5)6 


Ж == В у= цё, ы=3т*+5, WI dy/du =би?, 并 有 da /dz =12x2, 由 链 式 法 则 {3.6). 


dy _ dy du 
ах ”da dz 
代入 ,得 ЕТ, 
кы 


HE, и=3Зт64 +5, 再 次 代入 ,得 
ë = 72z3(3z4 + 3)5 
(b) у=(7х+9)° 
解 EF 15 у= 2, w=7r+9, MJ дуган =2u, биг = 了 7 了， 代入 链 式 法 则 得 ， 


dy 


У Q 2u:7= 14 
Je u7 H 


ME те +9 Pju. 


А Чу = 14(7х +9) = 98x + 126 
dr 


(c) у=(4х°—1)' 
WN к 设 y=w w=4z;-1, 则 dy/du = 7иб, du/dz=20z*, H 
dy 
— = тиб. Wat = 1402215 
dz 
Кои=4х°9-1 


4 
Z = 140z4(4z5 — 1) 
dr 


3.17 ”再 解答 问题 3.16, 给 定 : 
(а) у=(т?+3х-1)° 
О EF ysu, u= r2+3z-1, Hj dy/du = 5u, du/dz – 22 +3. 代入 (3.6) 得 ， 


d 
这 = 5142г + 3) = (105 + 15) 
йг 
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但 w= z+3r 一 1, HE, 


Чу _ (10у + 15) (х2 + 3х —1)* 
Яғ 


(b) у= ~ 3{х2-82+7)* 
W EF у= 3а, = 7-82 +7. | dy/du = – 124°, da /dz =2z — 8, Н, 


Фу =-124%(2т ~ 8) = (- 24r + 96) u? 
т 


={- 24x + 96)(z2 — Br +7)? 
法 则 的 组 合 . 


3.18 ”用 各 法 则 的 组 合 求 下 列 函 数 的 导数 . 不 事先 简化 原始 函数 ， 以 方便 各 法 则 的 实施 ， 


_3х(2х-1) 
(a) у= m 
5х 一 之 


Ж # hinh Q, RT B T BS SS. 因此 ， 需 槛 乘法 及 商 的 法 则 . ЖШ 


(3.4)? 的 商 的 法 则 
‚_ Аа) а(х) — g(z)- (z) 
У [h (z) 
ХШ, g(z)=3z(2z--1),h(z)=5z=-2 B (z)=5. 则 对 g(z) 用 (3,3) 的 索 法 法 则 得 
\хт}=3х.+2+{2у-1)-3= 122-3 














将 此 式 代入 商 的 公式 中 
‚ _ (5х—2)(12®-3)-[3х(2д-1)]-5 

” (5х –2)2 

代数 简化 
‚ _ 604°— 15z ~ 24z + 6 — 302° + 152 _ 3022 -24x +6 
У = (бк - 2)? (5х – 2)? 
Ж чы 
2z= 1 3z 

у=, 2 或 ?号 -xz 一) 

然后 用 包 会 商 的 乘法 法 则 来 检验 答案 . 


(b) у=3л(4х-5)° 

M F 此 函数 为 两 个 函数 的 乘积 ， 其 中 一 个 函 教 是 畦 函数 . 这 需要 用 乘法 法 则 及 每 函数 
ЖӨЖ), AHRR., 

y = р(х) h'(r) + htr): g (x) 
这 里 

g(z) = 3x hir) = {4z -5) H ұ(х) = 3 
НЕЕ КЮЕ kh (r) 
h'(z) = 24r -5) + 4 = Bt4r - 5) = 32r- 40 

将 相应 的 值 代 入 乘法 公式 中 

у = Зх (Gla - 40) + {dr - 5)? .3 
进行 代数 简化 

y = 96r? -120r + 3(162° ~ 40у + 25) = 144>2 – 240z + 75 


Sz+1 


(с) y=(3z 47у] 


Ж к> 这 是 包 合 商 的 函数 荚 法 , ЖИЕ ДЕЕ 03k РЕШ, SAREEN 


y = g(z=)-h'(z)+AÀ(z)-` g (z) 
这 里 


5т +1 
2х +7 





g[z) =3х—4 h(xzr) = 
用 商 的 求 导 法 则 求 h (z) 


Н к(т)=3 


第 三 章 ”导数 和 微分 法 如 





вж) = (7 二 IIS) - (Sr + 1)(2) 3 _ 








(2x + 7) Т (2 +7) 
将 相应 的 结果 代入 乘法 公式 中 
А 33 Sr+l 99z - 132 15r+3 
у (3xz 4 (25 +7) 22+7'° rT 2r+7 
995 - 132 + (15= + 3)(2z +7) 20:2 +2102 - 111 
Е (2r +7)? Е (2z + 73 
可 以 设 y= (3z 一 4){5x +1)/(2х +7), 然后 用 乘法 及 南 的 求 导 法 刚 来 检验 车 案 . 
_ (8z — 5)° 
000 ›= бу 


W F 先 用 商 的 法 则 ,这 里 
g(z) = (Sr-S  Мсу=7гт+4_ А(т)=7 
用 器 通 数 的 求 导 法 则 求 z (x) 
g (m) = 3M(8z - 5)? 8 = 24(Вт — 5)2 
将 这 些 结果 代入 商 的 求 导 法 则 中 
Tr +4) 24(8z — 5) 一 (Sr — 52. 7 
(Tx + 4° 


_ (168z + 96)(8z — 5)2 — HBe — 5) 
(72 +4)? 


y = 





Ё у= (8х —5)(72+4) 2, ЖЕЕ ЖЮК ГЮН. 


АЕТ 











А Зх +4 а (32+ 4 
У = 21082-12). 4[3е +4) 
然后 用 商 的 求 导 法 则 
3 [3 +4) _ (Оа + 5)(3) - (3r +4)(2) 7 
dz\ 2z +5/ (22 + 5)?  (2x + 5}? 


将 结果 代入 (3.9) 


= 2| 站 +4]. 7 _ (32 +4) _ 42zx + 56 
了 2r+5 (2z+5) (2z+5) (2л + 53 


W у=(3х+4)%(2т+5)7?, 用 咯 法 法 则 及 商 次 知 函 数 求 导 法 则 可 检验 答案 . 
3.19 用 必要 的 求 导 法 则 求 下 列 函 数 的 导数 
(а) y={(5r -1)(3r+4) 


解 к> 用 乘法 法 则 及 筹 函 数 求 导 法 则 得 





2 = (Sr -1)[3(3z + 4)2(3)] + (3r + 4)5(5) 
代数 简化 得 


d 
42 = (5л - 1)(9) (3x + 4) + 5(3z + 4): = (45x — 9)(3z + 4)2 + 5(3= + 4)? 


‹ 2. )( ) 


5л 
Ж T ARARE 
y = 521091? — 2)(7) + (zt+3)(18z)] = (9zz -2)(7z + 3)(5) 


(5:7 
代数 简化 得 


У = 520632? — 14 + 126х5— 54z) – 56323 +271214, - 6) 
25r? 








_ 630т° + 13522 + 30 
25х* 


(3.9) 


. 41 : 


- 42. 
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y 315175 (2r + 5)° 
代数 简化 得 А 
3(3r 0)2 17 51f37 - 1) 
> (22+ 5) (0115) (225) 
高 阶 导数 
3.20 X FIRK, (1) 求 一 阶 导数 ，(2》 REE x =2 时 的 值 ， 并 分 别 用 不 同 的 二 “ 阶 导 数 表 
示 法 表示 . 
(a) y=7x3` i 522+ 12 
@ z (1) Э 2212 10x (2) 在 z= aa 2. 42(2) +10 
dy У 400 +10 = 94 
dz 2 
(b) Д(х)=т°+3х%+ x 
解 EF (1) f(z)=6+z°+12z2+1 (2) #Ez=2 n. (2) = 3002436022 
[Г (т) 30r +3627 = 624 
(с) у= (22+3) (822-6) 
# ШР (1) Dy = (26 +3)(16=) + (822 -6)(2) (2) 在 x=2 点 ,Diy = 96(2) +48 
=32т° + 482 +16? -12 = 240 
=4822+ 483 — 12 
Р? у= 96r +48 
(dj А2) = (24-3) (5-2) 
E B= (2) W rs234, f =42(2)95-24(2}° -18(2) 
=3xr6 一 gr2+4r6 一 8r3 = 1212 
=7:% 853—9: 
Р = 421-242? -18= 
(е) у= 22 


15+ +23 
{Зу +1 j 
E F ШИ НАКЕ ЕНШ 8 


Gr + 122(5)- (5r + 23)[2(3у + 1)(3)] 
7 (3r + 1) 


(с) у= 





代数 简 作 得 
и Bet 1)? - (15у +23)(18z + 6) _ —135т2—-414т_ .123 
> (32 + 1) (3z +1) 





4r 
Dr-l 


Ñ ü= 用 乘法 及 商 的 法 则 得 
D. = (6z D D , 4х (6) 





(dj у= (6х +1) 








1)? Өт - 1 
代数 简化 得 
— Сб 1 3008 36r) 24r _ 21622 - 48r -4 
(9r - 1) gr-1 (9r- ty 
3z 一 1 


(е) Ут 2r +5, 
# Бе НЕЛЕ З 
3| 32 = 112(2х + 5)(3) - (a — 1)(2) 








1-3=х 
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‚—,_{1-32)(5)-54{ 3) осон „^— 30-9002) 
Ш (L y- ИТЕРЕ: (2) r=? y [1-з3(2)}* 
_S-1rtilsc OO O S, _— 150 
(13222 (13у (- 51 
r З (0) - 51201 ~ 30)(-3)] _ 6. 
> (1-3) 25 
225(-6+182) 30-90, ___30 
{(1-3х)* {1 -3r) (1 3r) 
2 
(б x= le 
r-i 
o. 10014) 7r (1) _ e H 
Ж FA) y- ы T (2) asza y - ту 
C lrt- 14a -7° 712-14 -i4 
(r -1): {х-1)? 
„_{т-1)М(14х-14)-(74°- 14х)[2(т-1)(1)] 
y - 4 
(к- 1) 
(r? 2r+1)(14z: 14) - Ort- ldr) Qa- 2) 
(r-l) 
_ 14-1) 14 
(1 (у 1)? 
(g) flr)=(8z 一 4 和 
ЖО EF (1) =3(8x -4X2(8) (2) fE z=2 65, £ = 384[8(2) - 4) 
=24(8: - 4) = 4608 
#'=2(24)(В4 - 4168) 
—384(8r - 4) 
(h) у=(5х%-7т?°)° 
ШЖ F 1) Dy =2(5+z2: 7+2(15z2- 14) = 15055 - 350234 19672 
Dy = 7502 ~ 1400.2? + 58822 
2) 在 c=2 9, D2y- 750(2)* — 1400(2)5 + 588(2)?- 3152 
3.21 ”对 下 列 函 数 ，(1) 求 逐次 导数 ，(2) 求 它们 在 + =3 时 的 值 . 
(а) у=хт'+3г°+9хт—7 
解 ЕР (1) у -—3у°-бу+9 (2) 在 z=3 点 ， у —3(322 603) 4 9—54 
y 6r+6 y =6(3) +6=24 
y" - 6 у= 6 
Hp =o 
(b) y=(4x-7)(9xz+12) 
# T) y = (Az-.7(9)- (ge +25(4) (2) 在 z=3 点 ，y =72(3)-55=161 
=3бл -63+36z 十 8= 72: - 55 у= 72 
у= 72 у= 0 
x =0 


(с) у= (5- r) 
Б EO) р, =4(5-r)(-1)= -4(5- ғ): (2) 在 r=3 点 , 卫 ,- - 4(5-3)3= -32 





Di=- 12(5- х) -1)=12(5- r) Di = 12(5 - 3)? = 48 

DÌ =24(5-х)( -1) Г? =24(3) ~- 120— -48 
= -24(5 r)=24z- 120 р =24 

D =24 р -0 

р%—<0 


ДЕДЕ. фанд 
3.22 ЖАК ЛЕН ЕИ dy/dx. 


44° 
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(a) dr — y)=97 

# к> 两 按 同 时 对 z 求 导 
d d d 
dard -Eo = 8097) 


这 里 ， 且 {4x 小 =8z， 0.097) =0, 因为 y 是 x HAR, ТОРКО КИВ 


一 ЕЕ 
г | 0 
a dyl _ 
=з) = -sz 
gy _ 8z 
dx зу? 


(b) 355 – 6у + 526 = 243 
8 F 两 边 同 时 对 > 求 时 
d азу 有 бус us, l 
OD - (бу) + gpr) = 站 {243) 
‚| ду s| dy s _ 
15у ЕЕ (2) + 302 =0 
解 出 dy/dr 


` 


(1555 — 55| => =- 3025 


= 


ти 
dy _ = 30zŠ 
dr 15x* ~ 24у? 


(c) 2x t+7x!+8y5=136 
R c yy) = 二 (136) 
dr dz dr `°” dz 
8х3 +2141 +40) ду) =0 
dz 


ЕЗ = = (82++2122) 
dx 


dy _ -(8z? +21>2) 
dx 40у* 


ТЕГЛА Н, НАЧАВ К FO рн ЖОР ЕК. 
(a) х“у°=89 

Ж ғғ Llata) = AL (89) 

ИЖЕ Б ЖЕЕ SR AJ ЖУЗЕ ШИВ 





ПА С 6.4, ау d 
r j zÜ +y. rT) = (89) 
zt 6y 4 + уб. 413-0 
dz 
解 出 dy/d= 
¿s dy _ 
бу" 


~ 4ж?уб 


Чу = 40у _ -2y 
ах бху? 3х 


(b) 25+ 52у + 6у2 = 87 


d d 
t> Аузу +6 = 9 
ж 4:024 + Say +6”) = (87) 


(3.10) 
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Ж, 求 5zy 的 导数 需要 用 乘法 法 则 


dy | ] Е _ 
ы). (5) |+ 12y z) 0 





бх? + [sz ` 
解 出 dy/dx 
(5z + у) йу | = 一 6zr2 — 5y 
йт 


dy _—-(бх°+5у) 
dr _ 5т+12у 





(с) 7z + 3z2y+9xy2 = 496 
ду 1 d 
# + два? [3 Z) + узо Ja [oaz 2 


т 





куә) = 0 
3 al dy 2 dy 2 
282° + 37 +9r“"y+ iry +9у = 0) 
dz dr 
dyi 
(35 + 18:5) z] = —28у% ~ 9riy — 9y? 


dy _~ (28r + 9z2y + 952) 


ат Зх? + 18zy 
(4) (5›—21)%=бух° 
E x 2065 -21)9]= (65у 
用 短 函 数 求 导 法 则 得 
3(5y — 21)2 .5 Чу = 30:* 
dz 








15(5y — 21| 42) = 30:4 
dz 
dy .30zt 
dr 15(5y- 212 
(e) (2х%+7у)?= xŠ 
解 к 


4,53 2.0, 5 
az (22 + Ty = Ja) 
2(2z3 + 7y) ， (э + 7у) = Sx 


5т* 


(4x? + 14у) 5 + 1 ЗУ | | 
Чу! 


d 
241° + 28zi| dx) + 84г?у + o8y| | = 5% 


s a 
d 
{28x7 + 98у) ч” 5,4 _ 2425 ~ 84225 
dx 
dy _ 5z° – 241° — 84:25 


dr 28x? + 98у 
也 见 间 题 4.24, 4.25, 5.20, 5.21, 6.5140 6.52. 





微分 法 则 的 推导 


3.24 


给 定 f(r)=g(z)+h(r), 这 里 ger) АС) елее, 证 明 加 法 法 则 (су = 
g (xr)+h' (z). 


证 EF 由 (3.2)，F(z) 的 导数 为 
fz) = jim fz + Ar) (z) 
代入 f(z)=g(z)+AUz), 


Fle) = im ШЕСЕ + Az) + h (zt Az)] = [g(z) + h (z)] 
Ar Ат 





. 45. 
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3.25 


调整 各 项 得 

i gir + Ах) - glr) + (z + Az) - hir) 
im 

ar Ах 





РС) = 

分 成 两 项 ， 并 求 极限 得 
С ао 605-00) к) , hlz tar) - h(x) 
FD = was 





girt Ar) — g( z) 1 Ах t Ar) - Ағ) 
` Ar +m, Ar 


=g (r) + А'(х) 
给 定 fx)=g(z)h(z), 这 里 ECz) 和 天 (zz) 都 存在 ,证 明 乘法 法 则 为 (2) = 
g(z)h (z=)+ h(z)g (z). 
W EF Р) lim HAHAE Ан) 
代入 (т) = д(х)А(т) 
Fiz) lim “С Ах). hiz + Ал) ele) ' h(z) 
MR z(z+ À х) (z) 
f (7) = lim КАА tAr) elet Ал) + (л t Az)h(z) = g(z)h(2) 











分 别提 出 g(z + A z) h(x) 得 
Fla) = lim 802 + Ах)[А(х + Az) – ea: + АО) абс + Ar) —р(х)] 











= lim 


ze+Azj[i(rztaz)- h(z)] р Ваа + Ar) g(z)] 
Ак Аг 





Ат. Ara 
К ‚у Ме + Ах) - А2). ~ Rir + Ат) — р(х) 
Е ип (= + Ат) Em, Ах | imple) | йш, Ат 


=g(r)-h'(r) + (z) ` т (хт) 


给 定 f(z)=g(z)/h(z), ZE g (z) А (z Е. В hlz) 0, 证 明 商 的 法 则 
为 


f(z) = А(х) "р (я) – д(х}+А'(хт} 
[h (z)]° 


证 ЕЕ EM Ок) = gir) hi Н Н g(r)= /(т)А(х} 
glr) = f(z)- hlr) 





然后 用 乘法 法 则 求 p(x) 的 导数 


g (r) = f(z)' h'(z)+ hlr) F (z) 
ЖШ f (z) 


hta) fl(z)=g' (z) - (т). h (x) 


_ zle) - (z): hlz) 
f (z) = (2) 





Юа т) УСЕ 8 
р(х). (хт) 


hix) 
hir) 


g(r) 一 
fiz) = 





分 子 和 分 母 同 乘 以 hirt., 


—_ЁС=)°'(т)-к{(х):А'(х) 
г) [h(z)]Ë 
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4.1 Жр 


如 此 函数 f(x) 在 Fa, Fa)] 的 邻 域 内 的 图 形 随 着 x Меш ЖЕ ЕЛГЕ), Ш 了 
(х) ға ЖО) ЕТ : 阶 导 数 度量 两 数 的 变化 座 和 斜率 ,所 以 ,在 *= ae 处 的 -- 阶 导 
BE AERE GE а 点 增加 ; 导数 为 负 , 意味 着 函数 在 a 点 减少 . Вр 

f'(a)2>0: f(x fE >= a 增加 
/(а)<0: К) z =a 减少 


у у 
і l 
i I 
I t 
1 t 
1 1 
Ü a x 

















М, 4-1. 


3 Ü a y 
斜率 > 0 Ж < 0 
在 x = a жй # x = gq 为 减 函数 
(а) tb) 
Ё 4-1 


在 整个 定义 域内 增加 (减少 ) 的 函数 称 为 单调 丽 数 ， 也 称 它 单调 地 增加 (减少 )， 见 问题 
4.1-4.3. 


4.2 Mt 


HTAR /(z) 及 x = o， 如 果 其 位 于 [a, f(a)] 的 某 一 个 邻 域内 的 图 形 全 部 位于 切线 之 


У Г; 

1 
| 
| 
| 

A 1 
a 


1 
1 
1 
1 
1 
0 а 
(а) fay >й (b fa) <0 


x Ü x 
Ра) > 0 fm>0 
在 x-a нщ 
J Уу 
pe | 
1 1 
1 1 
І 1 
! I 
Ü a X 0 а x 
(е) (d ау <0 
£ x-a ЖЩ 0 
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УШ f(x) 在 xz=a ЕШ . Ша, f(a)] 的 一 个 邻 域内 消 数 的 图 形 全 部 位 于 切线 之 上 ， 
M) хә) х =a 为 凸 的 . 在 .c=& 的 二 阶 导数 为 正 , 意味 着 函数 在 x =a 是 凸 的 ;在 rz=a 的 
二 阶 导数 为 负 ,， 则 意味 着 函数 在 a 点 是 四 的 . 一 阶 导 数 的 符号 与 凸 岂 性 无 关 . 即 

f'la)2>0; ffz) 在 zx=a 四 的 

f'(a)<0: 了 f(z) 在 x=a [ЇЇ] 
简单 地 ， 见 图 4.2 及 问题 4.1 一 4.4， 

如 果 对 定义 域内 的 所 有 >z, 都 有 产 (x}>0, ЩЩ f(x) 是 严格 凸 的 , 如 果 对 定义 域内 的 所 

A х, # f'(=)<0, H| f(r) ER. 


4.3 极 值 


当 函 数 在 某 点 达到 极 大 值 或 极 小 值 时 , 该 点 称 为 极 信 点 ,此 时 ， 函数 处 于 严格 相对 “ 平 
я”, В, ЛЙ, ЖИ. 如 果 一 个 函数 在 a 处 既 不 增加 ， 也 不 减少 ， 则 函数 在 a 处 
的 一 阶 导数 为 零 或 不 在 在. 称 定义 域 中 这 样 的 点 为 驻 点 . 

为 了 大 数学 上 区 分 极 大 值 与 极 小 入, 采用 二 阶 导数 进行 检测 . 设 (а) =0, 

1. 如 果 (а) 20, 意味 着 函数 为 四 的 ， 并 且 醒 数 的 图 形 完 全 位 于 x =a 处 切线 之 上 , 则 
ARE x =a 达到 极 小 值 . 

2. WR 广 (a)<0， 意 味 着 函数 为 四 函数 ， 函 数 的 图 形 全 部 位 于 x =a 处 切线 之 下 , ME 
数 在 r= a 处 达到 极 大 值 . 

3. ШЖ 产 (e)=0， 则 结果 不 确定 . 

对 于 处 处 可 微 或 光滑 函数 来 说 ， 求 其 驻 点 ， 只 需 考察 (x)=0 的 情况 即 可 , 即 有 

fF{a)=0 Fla)>0. Рх) х= а REA 
ба) =0 Р 7(а)<0; Кх) т=а 取 极 大 值 
见 图 4-3 及 问题 4.5 和 4.6. 


< 不 


t 
I 
! 


x a x 


Га) = 0 f'iay= 0 
T'a) > 0 Га) <0 
E r-a ЖЛЕ 在 х=а REAME 
(a) (b) 
图 4-3 


4.4 拐点 


损 点 是 图 形 上 的 一 点 ， 在 此 点 ， 函 数 穿 过 其 切线 并 由 М5, 或 恰好 相反 ,只 有 当 二 
阶 导数 等 于 零 或 不 存在 , SETARE, 一 阶 导数 的 符号 与 拐点 无 关 . 总 之 , 对 于 在 a ЖИЕ 
А, ЙЕ. 

1. Fr(a)=0, 或 不 存在 . 

2. 在 zx=a 处 ,凸凹 性 发 生 改 变 . 

3. ВЕУ з= а 处 的 切线 相交 . 
RE 4-4, REA 4.6 A 4.10). 
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y У y ú 

t 1 | 

i i | | 

1 I 1 I 

! ! 

a x a x g x а x 
ftay=0 t ay=0 FROR а) >0 
/Чау=б /"(а)=0 "d= OR 

(а) (b) (O td) 

在 x=a ЖН 
@ 4-4 


4.5 函数 的 最 优化 


最 优化 是 指 求解 讽 数 的 极 大 值 或 航 小 值 的 过 程 . 仅 用 在 4.3 至 4.4 节 中 的 过 程 ， 我 们 完 
全 可 以 完成 上 述 过 程 ， 而 不 必 借 用 图 形 . ИШТ: 对 一 个 给 定 的 可 微 函 数 ， 
1. 求 一 阶 导数 , 并 令 其 为 零 , PHRA. 这 便 是 所 谓 的 一 阶 条 件 ， 即 必要 条 件 . 该 步 求 出 
了 所 有 的 使 站 数 既 不 增 , 也 不 减 的 点 . 它们 是 极 值 嫌 疑点 . 
2. 求 二 阶 导数 , 计算 其 在 驻 点 的 值 ， 并 判定 符号 .如果 在 驻 点 a tk, 
flaco BRE a 处 为 凹 的 ， 从 而 取 极 大 值 
flla)>0, 天数 在 a 处 为 凸 的 ， 从 而 取 极 小 值 
f(a)=0, 结果 不 确定 ， 见 4.6 节 
假设 一 阶 条 件 已 满足 ， 这 一 步 称 为 二 阶 导数 检测 ， 或 简称 为 二 阶 条 件 . 它 是 充分 条 件 ， 
ШЖ 


B KE 极 小 值 
f(a)=0 f(a)=0 
fF{a}<o Fla)>0 


ЕЖЕ, у (т), 则 极 大 和 值 ( 极 小 值 ) 惟 一 , 称 其 为 全 局 最 大 信 ( 景 小 
А). 1 及 问题 4.7 一 4.9， 
例 1 у(х)=2х°—30х? +126. + 59. 
# тз) REA: RNF, OESTE, RR. 
/'(х) = 6z2 — 60z + 126 = 0 
6(z= —3)(z — 7) = O 
r=3 >#=7 驻 点 
(b) 检验 西 止 性 : 求 二 阶 导数 ， 并 计算 其 在 驻 点 处 的 值 ， 然 后 判断 其 值 的 符号 , 以 此 
区 分 极 大 值 与 极 小 值 . 
/'\х)=12х-60 
(3)=12(3)-60= -24<0 Ш, 极 大 值 
fF(7)=12(7)-60=24>0 #0, ME 
函数 在 x = 3 处 达到 极 太 值 ， 在 x =7 处 达到 极 小 值 ， 


4.6 最 优化 的 高 阶 导数 检验 


ШЖ у (а) =0( 如 图 4-4(a) ~ (4)), 二 阶 导数 检验 无 法 得 到 确切 的 结论 . 在 这 种 情况 下 ， 
通过 对 高 阶 导 数 的 检验 ,不 用 图 形 , 间 样 可 以 得 到 结论 . 
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1. 如 果 在 驻 点 处 首次 出 现 高 阶 导 数值 不 为 索 ， 旦 导数 的 阶 数 是 奇数 (3 阶 ,5 阶 等 等 )， 则 
霄 数 达 到 拐点 . MUME 4.6(by.4.6(d) 和 4.7fc). 

2. 如 果 在 一 驴 点 a 处 首次 出 现 高 阶 导数 值 不 为 尘 ， 且 导数 的 阶 数 是 偶数 ， 则 函数 在 а 
JERE 如 果 导 数值 为 负 ， ЖИЕ, 取 相 对 极 大 值 ; ИЖЕ {Н ЖЕ, 则 函数 为 
凸 的 ， 取 相对 极 小 值 . 见 问题 4.6(a),4.6(c) ,4.7(d) 及 4.9(6),4.9(d). 


4.7 边际 的 概念 


经 济 学 中 , 廊 际 成 本 定义 为 : -单位 额外 产 出 所 引起 的 总 成 本 的 改变 其， 边际 收益 定义 
为 一 单位 的 额外 销售 其 所 引起 的 总 收益 的 改变 量 , 由 于 总 成 本 (TC) 和 总 收益 (TR}) 都 是 产 出 
其 水 六 (Q) 的 函数 ,边际 万 本 (MC) 和 边际 收益 (MR) 都 可 从 数学 角度 ， 由 它们 各 自 总 函数 的 
导数 来 表示 ， 即 

ШЖ TC = TC(Q), 1 MC=dTC/dQ 

MÈ TR = TR(Q), N| MR = dMR/dQ 
总 之 ,任何 经 济 函 数 的 边际 慨 念 都 可 以 用 总 是 数 欧 导 数 来 表示 ， 见 例 2, P| 3 和 问题 4, 10~- 
4,16. 
例 2 1. WE TR=75Q- Q2, МЕ =dTR/dQ=75-8Q 

2. ША TC = Q2+7Q +23, W MC = dTC/dQ =2Q +7 

例 3 已 知 需求 函数 王 = 30 -2@Q， 先 求 出 总 收益 函数 ， 然 后 求 其 关于 Q 的 导数 , 便 得 到 了 边 


























nir. ЕП 
TR = PQ = (30 - 2Q)Q = 30Q - 20? 
| 
_- dTR _ xa _ 
MR = 40 30-40 


ШЖ Q = 4, MR =30-4(4)= 14; 如 时 Q=5, МЕ =30-4(5)=10. 
4.8 经 济 函 数 的 最 优 


经 济 学 家 经 常 被 要 求 帮助 一 个 企业 ， ERRI , 产 出 水 平和 生产 率 尽 本 能 地 大 ; 而 使 其 
成 本 ,污染 程度 ,稀缺 自然 资源 的 利用 近 可 能 地 小 有 有 前面 技 术 的 帮助 ， 这 些 是 完全 可 以 做 的 
到 的 . 见 例 4， 问题 4.17 和 4.13 的 说 明 . 
Ва 已 知 一 个 企业 的 总 收益 水 平 是 R = 40000 - 33Q?， 总 成 本 昂 数 是 C — 2Q3 -3Q2+ 
4009 + 500, H Q >0, ЖЕ МИНИН т. 
解 Sa) 建立 利润 函 数 ;r= К-С. 
z =4000Q - 339? - (2Q? - 3Q2 + 4000 + 500) 
=-2Q5 — 3Q2 + 3600Q - 500 
(0) 求 一 阶 导数 ， 并 令 其 为 零 , ,求解 QQ， 以 确定 驻 点 ， 
z = - 60°? – 606) + 3600 
=—6(0° + 100 – 600) 
=-6(9 + 30)(Q — 20) = 0 
09 =-30 Q=2 驻 点 
(c) 求 二 阶 导 数 ,， 求 其 在 驻 点 处 的 值 . 会 去 负 的 驻 点 ， 因为 产量 为 负 ， 没有 经 济 意 义 . 
然后 ， 检 验 凸 止 性 ,以 进一步 斑 定 此 函数 取得 极 大 值 ， 
л” =-126)-60 
x (20) =- 12(20) — 60 =- 300 < 0 凸 的 , 极 大 值 
3 Q =20 时 , 利润 达到 最 大 
л (20) =- 10(20)*— 30(20)2 + 3600(20) — 500 = 39000 
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4.9 总 的 .边际 的 ,平均 的 概念 之 间 的 关系 


一 种 投入 要 素 ( 不 妨 设 资本 ) 的 总 产品 (TP) 有 曲线 基 由 生产 晴 数 导出 的 ， 今 其 他 的 投入 和 要 
素 ( 劳 动 和 土地 ) 保 持 不 变 ， 而 产 出 随 着 该 种 投入 (资本 ) 的 变化 而 变化 . 在 例 $ h, 我们 用 部 
秋 的 方法 很 容易 画 出 表明 总 产品 .边际 产品 和 平均 产品 之 问 的 图 形 曲 线 . 
例 5 Ej M TP=90K2- К°, Е ра .平均 产品 和 边际 产品 之 间 的 关系 . 
Жо er | ВСИ, Жн. 
TP = 180К - ЗК? = 0 
3K(60 - К) = 0 
K-0 K=6 #5 





验证 二 阶 条 件 





ТР” = 180- K 
TP (0) =180 > 0 Eh, E 
TP (60) = 一 180 < 0 M, AB 


T = 180 - 6K =0 
K =30 
K <30 TF>0 т 
K >30 TP <0 H 
H TE K =30 处 TP =0 AGUERE, 则 在 K =30 HE, 
2. 求 资本 的 平均 产品 АРк, 并 使 其 极 大 化 . 


ТР 
АР, =- = 9К К? 
АР; =90 ~ 2K = 

К = 45 驻 点 


APx = ~2 HMH, ЖЇН 
3. 求 资本 的 边际 产品 МР, 并 使 其 极 大 化 .MP = Тр = 189K —5К?. 
МРк =180-6К =0 


nunna 


ч 
"а 





























[ HHH 
| 

L 十 十 十 全 -| 
š 
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K=30 HĀ 
MP% =-6<0 凹 的 ， 极 大 值 

4. 描绘 图 形 ， 见 图 4-5. 

注意 到 , (а) 当 TP 为 廿 ,并 以 递增 的 速度 增加 时 ，MPk ЕЯ, У TP 达到 拐点 时 , MPr 
取得 极 大 值 ; 当 TP 为 凹 ， 并 以 递减 的 速度 上 升 时 ，MPx 为 下 降 的 ; (b) 当 МР, 为 正 
的 时 ，TP ЕЖ, У MPxk = 0 FF, TP 达到 极 大 值 ， 当 MPk 为 负 时 ，TP ТЕ; (с) ЖЧ 
原点 的 直线 与 TP 曲线 相 切 ， 即 МР, = APk 时 ，AP 取得 极 大 值 ;(d) 当 АР. ЕЯ 
时 ，MPk > APk， 当 МРк = APk 时 ;APk 取得 极 大 值 . 当 MPk < APk 时 ，APk FEE; 
(е) 当 TP ГЇ, МР, 为 负 值 ， 见 问题 4.26. 


习题 解答 


Жи ЖАПЫ, ТЕПЛЕ 


4.1 


见 图 4-6 中 的 曲线 , 指出 哪些 图 形 满足 ; (1) 对 所 有 的 x 是 上 升 的 ; (2) 对 所 有 z 是 下 
КЕН]; (3} 对 所 有 z 是 凸 的 ; (4) 对 所 有 x 是 凹 的 ; (5) 有 和 极 值 点 ; (6) 有 拐点 . 

W F) (а), (4), 对 所 有 之 增加 ; 

(2) (b), (D: 对 所 有 x 减少 ; 

(3) (b). (с): 对 所 有 xz 是 凸 的 ; 

(4) (d),(e); 对 所 有 x ЖШ}; 

(5) ehle: ЭЖ {Ич 

(6) (а),(®: 83554. 











































































































































































































图 4-6 
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4.2 


4.5 


4.4 


极 值 


4.5 


见 图 4-7 中 的 曲线 ， 指 出 哪些 图 形 满足 :(1) 对 所 有 z， 一 阶 导 数 为 正 ; (2) 对 所 有 z, 
一 芥 导 数 为 负 ; (3) 对 所 有 >， 二 阶 导数 为 正 ， (4) 对 所 有 z. 二 阶 导数 为 负 : (5) 一 阶 
导数 等 于 零 或 在 某 点 无 定义 ; (6) 二 阶 导 数 等 于 零 或 在 某 点 无 定义 . 
Ж 87 (1) (а), (b), (h): НАЕ ЕА: 
(2) (4), (0), (6), 图 形 从 左 至 右 是 下 降 的 ; 
(3) (0), (е), (f: 图 形 是 凸 的 ; 
(4) (a), (с), (D: HEEP: 
(5) (с), (e): 图 形 达 到 一 个 稳定 状态 (在 极 值 点 ); 
(6) (0), (0): ВЕНИ. 
检验 下 列 函 数 在 z =4 处 是 上 天 的 ,下降 的 , 平稳 的 . 
(а) у=3т?°-14х +5 
Ё = у= 6х - 4 
y (4)=6(4) - 14=10>0 BELIM 

(b) у= 22-722+62-2 
Ж z у= 322-145 +6 

у (4) = 364)? –14(4) +6- -2<0 函数 是 上 升 的 
(c) y=x!-6z)+4>z2-13 
# == y =4x)`-18=r2+8x 

y (4)=4(4)-18(42+804)=0 函数 是 稳定 的 
RI FIARE z =3 点 处 是 凸 的 或 凹 的 ， 
(а) у= -2r)+4z`+9x-15 
W = y = 6z2+8r+9 

y = —12хт+8 
w (3)= 一 12(3)+8= -28<0 [Шр 


R к> y =2(5х®-8)(10т)=20х(5х1-В)=100х5- 1607 
y = 300.2 – 160 
у"(3) = 3003) 160= 254020 Ё 


用 (1) REA, (2} 决 定 在 驻 点 处 函数 是 否 是 相对 极 大 或 极 小 的 步骤， 求 下 列 函 数 的 极 
ti 


(а) fir)=— 7z? +126z-23 
E >п) 求 一 阶 导数 ， 令 其 等 于 零 ,求解 zx， 以 确定 驻 点 ， 
Рх) =- 14z + 126 = 0 
r=9 W: 

(2) 求 二 阶 导 数 , ИНИҢЕ ДЕНИН, 检验 凸 凹 性 去 区 分 相对 极 大 和 极 小 . 

f'(z=)=-14 

Ft9) = - 14 ША, ЖР 
(b) 05) = 35 –- 3622 + 1355 –13 


М ЕР (1) f (z)=9z2-72z+135=0 


=9(:2-8= +15)={ 
=9(z-3)(z-5)=0 
r=3 z=5 驻 点 
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4.6 


{2) fix) -184-72 
F =18(3)— 72 =-18< 0 ПП, RRA 
(S) =18(5)- 72 = 18 > 0 凸 的 ， 由 对 极 小 
(c) У(т})=2х%—-1бу?9+32у7 +5 





解 Ez (1) f(z)=8z)-48224+64z=0 1 
—=&8zr(<z2-— 62 + 8)=: Ü 
=&х(т—2)(4 4) = (0 
r=Ü т=2 x=4 驻 点 
(2) (т) =24*^-%@у +64 
FiO =24(0)5°-96(0) + 64 = 64 > 0 DAI, ЖН Л 
ГО) = 24002) - 96(2) +64 = – 32 < 0 Ші, ЮНЕ K 
РС =24(4)2 - 96(4) +64 = 64 > 0 А, WERTE А 
FARR, (ORES, (2) ТЕТЕ Ж, ШИШЕК, ЖДИ s. 
(а) у= - (х ~ 8)* 
E єп) 求 一 阶 导 数 , 令 其 等 了 零 , Жл, MERER. 
y =-4(х -8P - Q 
-г- 8 = (0 
r = 8 89 








A 


20, - p 
у) --12(8-82 = 0 无 法 判别 


如 果 二 阶 导 数 无 法 判别 , 继续 求 更 识 阶 的 导数 ， 并 求 其 在 驻 点 的 值 ， 直 到 某 个 高 阶 导数 的 秆 不 为 零 


М. 
y” =-24(z - 8) 
y(8) =-24(8 -- 8) = 0 无 法 判别 
y) = -24 
у0(8) = ~ 24 < 0 


正如 4.6 节约 解释 ,首次 不 为 零 的 高 阶 导数 的 阶 数 为 偶数 ， 风 у ARE ЫШТЕ ИЩ, M y ЖШ 


H, y 取 极 六 值 . 见 图 4.8(a)、 
(b) y=(5- zy 


Ж EF (I) у= 3(5-2)2(-1)= {5- r) -0 
了 =5 HE 
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(2) у =6(5 – z) 
f(S) =6(5—5) = 0 无 法 判别 
继续 求 更 高 阶 导数 及 其 在 斑点 处 的 值 ， 寻 找 首次 不 为 零 的 高 阶 导数 
у = 一 
у7(5) =-6 
正如 4.6 节 所 讲 ， 由 于 首次 不 为 零 的 高 阶 导数 的 阶 数 为 奇数 ， 则 y 在 拐点 处 ,而 非 极 值 点 . 见 图 4-8. 
(c) у= -2(x-6)f 


E ЕР (1) у = –12(=-6)?=0 
r=6 Ж 
(2) y =— 60(z – 6)* 
(6) = - 6000) = 0 ЖЖ 
Ж, A 
у= 一 240( 工 一 的 3 y7(6)=0 无 法 判别 
у= —720(х-6)? у{9(6) =0 无 法 判别 
y” = — 1440(z — 6) y)(6)=0 无 法 判别 
yt) = — 1440 у(6) = -1440<0 
HTEDK4E ЫШ АО ОЕК, A y RERE. 由 于 ›'®(6)<о, у ЖШ, ИЕНА 
KË. 
(d) y=(4-— x) 
И we (u у'=5(4-х)%-1)= -5(4-z)t=0 
z=4 A 
(2) у =20(4 — z) 


y (4) =20(0)3 = 0 元 法 判别 
继续 求 三 阶 及 更 高 阶 导 数 ， 有 
y" = -60(4— х)? y (4)=0 :无 法 判别 
y= 120(= -6) yq4)=0 无 法 判别 
уб = -1440 у!(4) = –120<0 
由 于 首次 非 零 的 高 阶 导数 的 阶 数 为 奇数 , 则 上 =4 为， 拐点. 





优化 


4.7 ТУЖ, (1) REA, (DA A tE, 确定 极 值 ,(3) 检 验 拐点 , (4) 求 函数 在 驻 点 
及 将 点 处 的 值 . 
(а) Р(х) = r3-18zx2+96x-80 


э 


# ao) Р(х) =3r" -36r + 96=й 
` 3(z-4)(z-8)=0 
ж=4 r=ģ 驻 点 
(2) f'(z=) =60= – 36 
ГО) =6(4) -36 =- 12 < 0 四 的 ， 极 大 值 
(8) =6(8) —36 = 12 > 0 zB), W JE 


(3) Fic) = 60x - 36 = Ü 

х= 6 
由 于 (6) = 0, HOEWE х= 4 f х 8 сЕ ЯЧИ, MER 2), И, т=6 XBA. 
(4) 





РСА) = (4) – 18(4)2+96(4) – 80=80 (4,80) ЖЕ 

f(6)= (6) – 18(6)2+96(6) – 80—64 (6,64) BE 

f(8)= (8)? —18(8)2+96(8) -80=48 (8,48) 极 小 值 点 
(b) (х) = – х5 +622 + 152-32 








+ 56 ` 


4.8 
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W tF (1) Fr)= - За? +125 +15=0 
- зх + 002-5) =0 
х= - | t= 驻 点 
(2) J (xz) =- 6z + 12 
РО 1) =-6(- 0 +12 = 1820 mü, W IME 
(S) = 605) +12 = 18<0 ртн), RAE 


(3) Р(х) = - бх + 2 = 0 
х= 2 т = 2 195 
(4) Jo-1)=-40 (-1,40) ЖАМАА 
ТОО) = 14 (2,14) FA 
f(5) = 68 (5,68) Ж ATB 
(c) х) = (25-7) 
Ж Е (1) flr)= 322 -7)(2)= 6(2= ~ 7) = 0 
х= 3.5 驻 点 
{2) Р(х) =12(2r — 7)(2) = 24(2= - 7) 


了 (3.5) =24[2(3.5) - 7) = Ü 无 法 判别 
继续 求 更 高 阶 的 导数 
f=48 
(3.5) =48 > 0 
(3) 正如 4.6 节 所 讲 ， 直 于 首次 不 为 零 的 高 阶 导数 的 阶 数 为 奇数 ，r* = 3.5 为 函数 的 拐点 . 由 于 拐点 
在 惟一 的 驻 点 处 ， 所 以 此 函数 没有 极 民 点 . 
(4) fG.5Sy=0 (3.5,0) HA 
检验 =3.5 左 删 (* =3) 和 右 侧 (z =4)ШТИШЕ, 有 
FO) =24[2(3) - 7] =— 24 < 0 Ч 


РС) = 24[2(3) - 7] = 24> 0 И 
(d) f(z)=(x+2) 
Ж Еғ (1) f(z)=4(z+2y'=0 
х=-2 ĦA 
(2) (z) =12(х +12)? 


£(-2)=12(- 2+2) = 0 无 法 判别 
HEE, EM 4.6 节 所 讲 ， 有 
F(x) =24(z +2) 
F- 2) =24(-2+2)=0 无 法 判别 
Р(х) =24 
{P -2)=24>0 BMA 
由 于 首次 不 为 零 的 高 阶 导数 的 阶 数 为 侦 歼 ， 且 导数 值 大 于 0 所 以 flH z- -2 RE. 
(3) RAHMA. 
(4) J(-2)=0 (0-2,0) 极 小 值 点 
通过 以 下 两 个 步骤 , 求 下 列 二 次 或 三 次 函数 的 最 优 值 .(1) 求 函数 最 优 值 的 驻 点 ，(2] 
判断 二 阶 条 件 ， 并 区 分 极 大 信和 和 极 小 入， 
(а) у=7х? + 112х—54 
Ж кп) 求 一 阶 导 数 ， 令 其 为 零 ， 并 求解 r 以 确定 驻 点 ， 
у = 14т +112 = 0 
т=—=8 驻 点 
(2) 求 二 阶 导 数 ， 并 求 其 在 驻 点 处 的 值 , 检验 符号 以 判断 极 慎 . 
у =14 
y (- 8) =14 > 0 (YB, BË 
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RE, ШТ у 为 异 太 于 0 的 常数 ，y 是 严格 凸 的 ， 所 以 可 以 得 到 结论 ,在 z= -8 处 取 全 局 最 小 值 . 


(b) у= 一 9xz2+72r 一 13 
Ж BE5 (1) y = -18z+72=0 
х=4 驻 点 
(2) y =- 18 
Ра) =-18< 0 四 的 , АЕ 

WE, HT y 为 恒 小 于 0 的 常数 ，y 是 严格 四 的 ， 所 以 可 以 得 到 结论 ,y 在 x =4 处 取 全 局 最 大 值 ， 
(c) у=х+-6х?*—135т +4 
Ж о ке (l) у= 322 - 125 - 135= 0 

=3(z2- 42—45) 

=3(х+5)(х—9) 

z2=5 x=9 HA 


{2) y =6r – 12 
yE 5) =6(- 5)- 12 =- 42 < 0 mi, 极 大 值 
2 (9) =6(9})-12=42>0 у, 极 小 值 
(4) у= ~ 255+ 1522 +845 —25 
Ж кєп) у= =r? + 392 + 84= 0 


= -6(x +2) -7) = 0 
х= -2 х=7 HA 
(2) y =- 122 +30 . 
F(-2) =- 12(- 2) +30 = 54 > 0 EB), 极 小 值 
ГО) =-12(7) +20 =-54<0 ШП, 8 A48 
用 问题 4.8 中 相同 的 步骤 ， 求 王 列 高 阶 多 项 式 函 数 的 最 优 值 . 
(а) y=xrt-8r’-80xr?+15 
Ж кє (1) у = 423-242? -160z=0 
=4х(х+4)(х—-10)=0 
т= 0 z=-4 х=10 HEAR 
(2) 
y = 12z2 ~ 482 - 160 
y (- 4) =12(—-4)2-48(-4)-160-2242>0 й, 极 小 什 
y (0) =12(0)2 ~ 48(0) — 160 =- 160 < 0 0, 极 大 什 
y (10) = 12(10)? — 48(10) – 160 = 560 > 0 凸 的 ， 极 小 值 
(b) y=- 3х4 — 202° +14452 + 17 


Ж (01) D =- 1205-6022 + 2882 = 0 


= -12z=(x- 3)(х +8) 
х= 0 T=3 x= 一 8 驻 点 





(2) y =- 36z2 — 120x + 288 
yC- 8) =- 36(— 8) — 120(— 8) + 288 = — 1056 < 0 Мау, ХЕ 
y (0) =- 36(0)2 – 12000) + 288 = 288 > Ü її, 极 小 值 


У' (3) = – 36(3)? — 120(3) + 288 = – 396 < 0 Шр}, 19 
(с) у=—(х+13)* 
Ж EF (1) y = —4(z +13)3= 0 
T+13=0 х= -13 Жш 
(2) y = ~ 12(z + 1332 
y(- 13) = 一 12(- D +132 D 无 法 判别 
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用 4.6 节 反问 题 4.6 所 术 ， 有 
y =-24(х + 13) 
vy 13) =—24(0) = 0 无 法 判别 
у” = — 24 
у#(—-1з3) =-24<0 máy, 极 大 值 
(d) у= (9- 4х }* 
Ж 上 (1) y =4(9-4х)2(-4) = – 16(9- 4х) =0 


9-42 = 0 2=2 2 驻 点 
{2) y” =- 48(9 — 4r)2(- 4) 
y{24]=19x0)=0 无 法 判别 
y" =384(9 - 4д)(— 4) = – 1536(9 - 4=) 


>l 24) = – 1536(0) = 0 无 法 判别 


уќ? =6144 


[21] =6144 > 0 т. 极 小 什 


边际 ,平均 和 总 的 概念 
4.10 ” 求 下 列 总 函数 的 (1) 边 际 函 数 , (2) 平 均 函 数 ， 并 分 别 求 出 在 Q@=3 种 Q+5 АН. 


























(а) TC=3Q2+7Q +12 . 
. _dTC- -TEL 12 
MEF |) MC= е 6Q +7 2) АС Q 39+7+ 9 
Æ 9-3, МС=6(3)+7=25 Ж Q=3, AC=3(3)+7+ 12-20 
# Q =5, МС= 6(5)+7=37 在 口 -5， AC=3(5) +7+ l- 24.4 
注 ; 当 求 平均 函数 时 , 务必 将 常数 项 除 以 Q . 
(b) я= 92-130 +78 
бл уу A 28 
W гї) do=2Q-13 2) AC= = Q-13T Q 
-3 d, Б = - 78 _ 
Ж Q =3, 40 = 2(3)137= 7 Ж Q=3, Ат=3 13+ 75 =16 
dx _ 8 
在 人 =5， 40 2(5)13= –3 E Q =5, Ах=5-15+ 3 7.6 
(с) TR=12Q -Q7 
Ж Fi) MR= 8 =12-20 2) Ав= IR =12—0 
在 Q@=3, MR=12-2(3)=6 ' 在 Q=3, AR=12—3=9 
在 =5, MR=12-2(5)=2 在 日 =5, AR=12-5=7 
(dj ТС=35+50-20°+20° 
R є 1) мс= 10-5-40+60 2) AC= С =” -29+ Q 
E Q=3, МС=5- (3) +6(3)'=47 Æ Q=3,AC= 5 +5-2(3)+2(3)928.67 


E Q=5, МС=5—4(5) + 6(5)? = 135 35 


E О=5,АС=5ү + 5-2(5)+2(3)1 = 52 
41 ЖУРА НЭС АИ ЗН (МЕ) Ж, HRE Q =4 5 Q =10 ИЙ. 
(a) P=Q2+2Q+1 
E ке 对 已 知 的 供给 函数 ， 先 求 出 总 支出 {TE) 函 数 ， 再 求 TE 关于 Q 的 导数 ,得 到 ME. 
TE = PQ = (01+20+1)0 = Q?) +20Q2 + Q 
JTE 


-SiS 2 
МЕ = de = 305°+46 +1 
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E О =3, МЕ= 3(4)? + 4(3)+1=65. Æ Q=10, МЕ = 3(10) + 4(1й)+1=341 
(b Р= 0? +0.50 +3 
E EF TE = РО =(0°+0.50 +300 =0%+0.50?°+30 
МЕ = 392+ Q +3 
É Q=4,ME=3(42+4+3=55. # Q= 10, МЕ-3(10)2+10+3= 313 
求 与 下 列 需 求 丽 数 相关 联 的 边际 收益 (MR ) 范 数 ， 并 求 在 Q = 4 ЯП Q =10 处 的 值 . 
(а) Q=36-2P (b) 44-4P-Q=0 
R F Р-18-0.50 Р=11-0.250 
ТК = (18-0.50)9 = 189 -0.5Q° TR=(11-0.25Q)Q = 110 0.259 
MR- 8-1-0 MR= Е. 110.509 
E 0 = 4, МЕ=18-4= 14 E 9 =4, МЕ=11-0.5(4) =9 
ТЕ 0 = 10, МЕ = 18-10 = 8 Ж = 10, МВ= 11 ~0.5(10) =6 
对 下 列 消费 函数 ,利用 导数 求 边际 消费 倾向 MPC= аС/аУ. 
(a) C=C+ bY (b) C=1500+0.75 Y 
R sz (2) мрс- 9С, (b) MPC= 96 =0.75 





dY 
已 知 C=1200+0.8Yd, 其 中 Yd=Y-T, T=100, 利用 导数 , 求 MPC. 


解 F 当 C= (YQ) 时 , ERY CAY), 再 求 导数 ， 则 有 


C = 1200 + 0.8(Ү – 100) = 1120 — 0,8Y 


ас _ 
МРС = ДУ = 0.8 
注 , ШЛА BARRERAE МРС(ЕЕЗЕ-БО КИН. 


CH C=2000+0.9Yd, 其 中 Yd=Y-T, T=300+0.2Y, 利用 导数 , Ж МРС. 
* EF С= 2000 +0.9(Ү - 300- 0.2Y)=2000+0.9Y -270 -0.18Y =1730 +0.72 Y 








_ dC _ 
dY 


在 收入 决定 模型 中 引入 比例 税 不 会 影响 MPC 的 值 ， 从 而 不 会 影响 乘 子 的 值 . 
对 下 列 平均 成 本 函数 ， 求 边际 成 本 函数 . 


Ж ЕР (а) АС=1.59+4+ Š 
已 知 平均 成 本 曾 数 , 先 求 出 总 成 本 函数 ， RFE, 得 到 边际 成 本 阔 数 如 下 ， 


MPC 0.72 


1 
TC = (AC)Q = (5Q+4+ 人 地 )Q = 1.5Q2+4Q+ 46 


МС = — = 3Q + 4 


(Ь) АС= 180,5 зо+202 


Q 
тс=(М?!+з-зо+20?)о = 160 + 50—30? + 203 


_ dC _,_ ? 
MC = Ча > 5 6Q + 6Q 


优化 经 济 函 数 


4.17 ЖЧ КЛР ЖКУ] aqe TR 和 总 利润 x ОАЕ. (ORE. (2655 — 


条 件 ，(3) 计算 TR 和 x 的 最 大 值 . 
Ж ЕР (2) TR-32Q- Q 
(1) TR =32-2Q=0 

О=16 E84 


H- 
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ТЕ =-2<0 Mi, 极 太 和 值 
TR = 32(16) – {16} = 256 
注意 到 : 当 二 阶 导数 在 整个 定义 域 中 均 为 负 值 时 ， 见 (2), 我 们 可 以 得 到 函数 为 严格 叫 的 , 并 达到 金 
АЕ, а ліне. 
(by xz =-Q2:+11Q-24 
Ñ EF (1) == - Q:+11Q-24 
Q=5.5 ш 
(2}.х=—2<0_ ША, 极 大 值 
(3) x =—({(5.5)7°+11(5.5)-24=6.25 


(с) x = -L 0-50? +20000 - 326 


Ж (1) 
= =- Q? - 100 + 2000 =0 (4.1) 
- 1(Q2 + 10Q – 2000) =0 (4.2) 
(Q + 50)XQ — 40) =0 
Q=-50 Q=40 斑点 
(2) m= -20-10 
п"(40) = -2(40)-10= -90<0 9, RAE 
m'(-50)= —2(50) --10=902>0 т, 极 小 值 
由 于 负 的 驻 点 省 有 经 济 意义 ， 所 以 被 忽略 . 
(3) æ = -+(40)3-S(40)2 +2000(40) - 326 一 50.340.67 
Ж 在 第 二 步 检验 二 阶 条 件 时 , 总 在 负数 因子 被 忽略 之 前 ， 对 - ' 阶 导数 原 式 (4.1) 求 二 阶 导 数 . 如 
果 先 去 掉 负 因子 ， 再 由 (4.2} 求 二 阶 导 数 ， 则 会 得 到 相反 的 二 界 导 数 条 件 ， 即 函数 在 已 = - 50 处 取 
ИЖ ХЕ, 而 在 Q = 40 处 取得 最 小 值 . 自己 验证 . | 
(d) z =—-6%-60?°+14400—545 
Ж a) r = – 302-120 + 1440=0 
-=3(0—20)5(О +24) =0 
А 0=20 Q=- 24 FA 
(2) п" = ~ 69-12 
r (20)= -6(20)-12= -132<0 М, 极 大 值 
z = – (20)2 - 6(20)2 + 1440(20) — 545 = 17855 
根据 下 列 总 成 本 函数 TC， 求 (1) 平均 成 本 函数 АС, (2)AC 取得 最 小 的 驻 点 ，(3) 平 均 
成 本 的 最 小 值 . 
Ж IF (2) TC=Q-5Q2+60Q 


` 3_ 2 
(1) АС= 17-8 = +600 -qz SQ L 60 


(2) AC =2Q-5=0 Q=25 

АС =2>0 і, 极 小 值 
(3) AC(2.5)=(2.5)2-—5(2.5)+60= 53.75 
E 当 二 阶 导数 在 整个 定义 域 上 均 为 正 时 ， 见 前 面 的 (2)， 我 们 也 可 以 得 到 结论 : 函数 为 严格 凸 的 ， 
且 取 得 极 小 值 . 
(h) ТО=60#°-210?°+ 5000 
(1) ac= 40+ 500 








=Q -21Q +500 
(2) АС=20-21=0 Q=10.5 

Ac =2>0 й, 极 小 值 
(3) AC= (10.5)? – 21(10.5) + 500 = 389.75 
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已 知 下 列 不 同 企业 的 总 收益 和 总 成 本 函数 ,用 如 下 方法 求 出 企业 最 大利 泣 . 


(1) 建 立 利润 函 数 z =TR-TC，(2) 求 关于 利润 x 的 些 点 ， 并 检验 二 阶 茶 件 ，(3) 计 


я К. 
(а) ТЕ=1 4009-6902 ТС=1 500 +800 
W EF (1) x -1400-602- (1 500+ 809) 
= – 602+ 1320 – 1500 
(2) m= - 129 +1 320=0 
О=10 HA 
m= –12<0 MH, А 
(3) я= = 6(t10)7+1 3200110) - 1500=71000 
(b) ТК=1 400Q-7.5Q:  TC=Q?°-6Q?+140Q +750 
ЖО EF (1) л=14000-7.50°-(О°+1400 +750) 
=- Q'-1.5Q2+1260Q – 750 
(2) я =3Q -3Q+1260=0 
= -3(92+ 0 – 420) =0 
= 300 +21)(0- 20) = 0 
= -21 9-0 ЕХ 
对 (4.3) 求 二 阶 导 教 , 正如 问题 4.170 rB ЕЕ, Ж ЙИЛИ. 
m -6Q-3 
л"(20) = -6(20)-3=-123<0 Ш, К 
(3) x= ~ (2022 1.502032 +1 260(20) – 750-15 850 
(с) ТЕ=4 3509 - 1392 ТС= 0? – 5.502 +1500 +675 
解 ЕР (1) x =4 3509-1309 - (03-5.50+1500 +675) 
=- 9° -7.592 +42006 -675 
(2) m= 302-150 +4 200-0 
= -3(Q2+5Q - 1400) = 
= -3(0 + 40) (0 - 35)=0 
Q=-4 Q=3 Ж 
m= -6Q – 15 
л'(35)= -6(35) -15= —225<0 MK, 极 大 值 
(3) x = - (35) —7.5(35)2+4 20035) — 675 = 94262.50 
(d) TR=5900Q-10Q2 TC=2Q3-4Q2+140Q +845 
# 0 (1) х = 5 9009 -109°- (205-402 +1400) +845) 
=-20%-60°+5 7600 – 845 
(2) == –692-120 +5 760=0 
= -6(Q2+2Q – 960) =0 
= -6(9 +32)(0 - 30) =0 
0 = -32 0=30 H 
m= - 120-12 
m (30)= ~ 12(30) ~ 12= -372<0 MH, Eki 
(3) я = – 2030) – 6030) + 5 760030) – 845-112 555 


1 


证 明 : 对 于 利润 最 大 的 产 出 水 平 ， 边 际 成 本 (MC) 等 于 边际 收益 CMR) ， 


HÉ sP х = TR— TC 
ЯАХ, 


(4.3) 


. 62 ° 
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ТЕ _dTÇ . 
do dQ 
MR = MÜ Q.E.D 


4.21 做 设 一 厂商 可 以 对 一 产品 的 国内 与 国外 市 场 采取 差别 定价 ， 其 需求 函数 分 别 为 


Q, = 21 -0.1Pi (4.4) 

Q, = 50 — 0.4 P; (4.5) 
总 成 本 TC=2000+ 10Q&, HP, Q= Q tQ: 为 使 利润 最 大 ， 厂商 如 何 定价 ? (a) 
有 差别 的 市 场 , (b) 没 有 差别 的 市 场 . (3)} 比 较 两 种 情况 下 的 利润 . | 
ЖШ Üm 00) 在 价格 歧视 下 ,厂商 为 追求 钊 淘 最 大 ， 一定 会 在 每 个 市 场 上 , 使 MC МЕ. 所 以 ， 
MC= MR, = МЕ,, AF TC=2 000+ 100 





MC= у= 10 
因此 MC 在 任何 产量 水 平 上 相等 ,在 国内 市 场 上 ， | 
Q i=21-0.1P, 
则 P,=21-10Q, 
ТК, = (210 -10Q,)Q I =210Q - 10Q} 
-dR J. 
E ` MR, = iQ, =210 —20Q, 
33 MR, = MC 时 ， 
210-200, = 10 Q, = 10 
当 Q. = 10 时 ， 
Р, = 210 — 10{10) = 110 
在 国外 市 场 上 ， 0,=50-0.4Р, 
因此 Р»=125-2.56), 
МЕ; = (125—2,56@,) 0›= 1250, -2.5Q} 
dTR 
WJ МЕ, = do, 125-50 
є MR, = МСЕ, 125-50,=10 Q.=23 
当 Q, = 23 8, P,=125-2.5(23) =67.5 


价 榜 歧 视 的 厂商 在 具有 较 高 需求 弹性 的 国外 市 场 上 开 尾 价 ， 而 在 需求 故 性 相对 较 低 的 国内 市 场 开 
高 价 { Pi=110). 
(b) 如 果 厂 商 不 能 进行 差别 定价 ，P = P:， 将 (4.4} 和 (14.5) 的 两 个 需求 函数 简单 地 王 加 ， 有 
Q = Qi +Q, =2[ — (.1P +50 — 0.4P = 71 – 0.5р 
因此 Р=142-20 
TR = (142 - 2Q) Q = 1420-20? 


A 
_ ЧТЕ _ _ 
MR = do = 142-40 
34 MR = МС 时 ， 142-49=10 Q=33 
x Q = 33 时， Р = 142 – 2033) = 76 


当 没 有 价格 野 视 发 生 时 ， 价格 下 降 到 介 于 国内 市 场 高 价 与 国外 市 场 惰 价 之 间 的 菜 -~ 位置. 注意 . 销 
售 数量 仍然 保持 不 变 ; 在 P=76 BF, О,=13.4, ,=19.6, Q =33. 
(с) 在 价格 歧视 情况 下 ， 
TR = TR; + TR; = РО, + P,Q; = 110(10) + 67.5(23) = 2652.50 
ТС= 2000 +100, 其 中 , Q = Q, + Q, 
TC + 2000 + 10(10 + 23) = 2330 
BI х=ТЕ—ТС= 2652.50 -2330 = 322.50 
在 没有 价格 歧视 情况 下 ， 





TR= PQ = 76(33) = 2508 
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由 于 成 本 并 不 随 有 无 歧 祝 而 变化 ， 所 以 了 C=2330, 这 样 ，x = 2508 一 2330=178, 可 见 有 价格 歧视 时 
的 利润 比 无 价格 歧视 时 的 利润 要 高 . 
面临 两 个 不 同 的 需求 函数 
Q, = 24 — 0.2Р; Q: = 10 ~ 0,05P; 
而 TC=35+40Q,， 在 (a) 有 价格 歧视 ，(b) 无 价格 歧视 两 种 情况 下 ,企业 分 别 开 什么 样 
的 价 ? 
Ж Е (a 由 于 Qi1=24-0.2Pi. 
P, =120— 50; 
TR, =(120-50,)©, = 1200-50 
MR, = 120 – 100, 
当 MC= МЕ, = MR; 时 ,企业 达到 了 最 大 利润 . 
ТС = 35 + 400 
МС = 40 
当 MC= МВ, HJ, 40 = 1200, Q =8 
当 Q, > 8 时. P, =120 -5(8) = 80 
在 第 二 个 市 场 上 , 由 于 9,=10-0.05Р;, 
P, = 200 - 200; 
ТЕ; = (200 – 20Q;)Q; = 200Q; - 200? 
MR, = 200 — 40Q; 
当 MC = MR. Bf, 40=200~40Q; Q;=4 
当 Q; = 4 Е, P; =200 – 20(4) = 120 
(b) 如 果 厂 商 不 进行 价格 歧视 ，P, = P; = P， 则 将 两 个 需求 函数 合并 ， 有 
Q=Q,+ 0›=24-0.2Р+10-0,05Р=34—0,25Р 
Д) 
Р =136 - 40 
ТЕ = (126 - 49) 9 = 1360 - 40? 
MR = 136 - 80 
在 利润 量 大 时 ， 有 MC= MR 
40=136 б=12 
# Q=12 时， Р =136 -4{12)=88 
用 MR= MC, (a) ЖЖК х, ОКВ ИЕ, Ш 
TR=1400Q -7.5Q? ТС= 092-602 +1400 +750 
Ж EF (a) MR= ТЕ 1400-1150, МС= ТС = 30-120 + 140 
等 式 MR = МС, 1400 - 159 =3Q2 —12Q + 140 
移 项 , 整理 得 
30 + 30-1260 =0 
3(Q + 21X{Q - 20) =0 
Q=-2 Q=2 #4 
(b) TR'= -15, T =6Q-12 


由 于 x= TR- TC, 上 且 以 最 天 化 = 为 目标 ， 则 务必 从 TRPRE TC, 否则 会 颠倒 二 阶 条 件 ， 并 选择 
错误 的 驻 点 . 





т'=ТК°-ТС” 
=-15-6Q+12=-6Q-3 
r” =-6(20)- 3 = – 123 < 0 H, 的 极 大 值 
与 问题 4.19(b) 的 结果 进行 比较 ， 


边际 技术 兰 代 率 


4.24 ”等 基线 描述 了 用 于 生产 一 特定 产 出 量 Q 的 投入 K 51. 的 不 同 组 合 . 对 产 出 水 平 Q = 


+ 63° 
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2144 的 等 产量 线 为 
16K U4L3/4= 2144 


{a} 利 用 3.9 节 中 的 隐 范 数 微 分 法 求 等 产 基 线 的 射 率 dK/dL ,在 经 济 学 上 称 其 为 边际 
技术 替代 率 (MRTS), (b) K£ K =256, L = 108 ОИУ Ж {К Ж. 


М GE (a) КЕНТ й, 等 产量 线 方程 两边 对 工 求 导数 ， 
d. зау d 
аг EKL oy (2144) 
H K жг Н, HERZEN, 有 
16 K: a L314 рэ 了 CILGKY9| _ S (2144) 


3 


из 3 aaj [уз a. 1 рос ЧК) 
16K L |+ |1. 4. TR 


dE) =’ 


ки 10а + 4К 341 за dK =0 
i dL 





解 出 dK/dL, 


dK_- 2R! 4 -3K 
dL 46 за 304 7 L 





(b) = K=256. L =108 Bf, 





,dK 230256). _ : 
METS = dL 108 7.11 


这 意味 着 ; 如 果 增 加 -个 相当 小 单位 的 工 ， 为 保持 在 原来 的 等 最 线 上 ,就 必须 减少 7.11 个 相当 小 
单位 的 天， 参见 问题 6.51. 
4.25 ”等 产量 线 方 程 为 





25K%5 L? = 5400 
(а) MRTS, (b)3K £ K =243, L=181 处 的 MRTS 的 值 . 
S EZ (a) 将 兵 祝 为 上 的 函数 ， 并 利用 乘法 法 则 求 dK/dL, 即 为 MRTS. 


2 3 ,15 dK 
3522 r 3⁄5 2⁄6, aa, к-К _ 
25 K 5 L +I, 25 5 К JE 0 


1003/7 2/5 + 15К зз К =й 





解 出 dK /dL 


АК _ —10К®'°р YS әк 
а 15K -25312353 3L 


(b) 4 K=243, L =181 Rf, 





= MRT5 





dK 20243). 
МЕТ5= а. 730186 = 


这 意味 着 :为 保持 在 原来 的 等 产量 线 上 ， 增 加 一 相当 小 单位 的 L, MIRI 0.805 个 相当 小 单位 的 
К. 见 问 题 6.52. 


ке Ер: НЕЕ 


0.895 


426 ”已 知 总 成 本 函数 C= Q - 180° + 750Q， 利 用 微 积分 知识 描述 出 总 成 本 ЖЕНИ. 
边际 成 本 三 者 关系 的 图 形 . 


E т) 对 总 成 本 函数 , 求 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 
C =3Q° – 36Q + 750 


С” =6Q – 36 
检验 (1) 四 四 性 , (2) 指 点 ， 
1) 对 Q<5, c < P] 
对 Q >6, C > Ч 
2) 60 — 36 =0 


е =6 


第 四 章 。 导数 在 数学 种 经 济 学 中 的 应 用 









































































































































C(6) = (6) — 1806]2 + 750(6) = 4068 
由 于 ССО) Q= 6 А ЯА, (6, 4068) 53 8. 
(b 求 平均 函数 AC БНН. 


АС = 15 = Q? - 180 + 750 


АС =2Q 18 9-9 HE 
АС =2 > 0 тй, 极 小 值 
(с) 同样 求 边际 成 本 雨 数 ， 
МС =C = 30° - 360 + 750 
MC =6Q -36=0 Q=6 驻 点 
MC =6> 0 гу, МЕ J 48 
(4) 描绘 图 4.9, 注意 到 (1) 当 TC PI. 并 以 递减 的 速度 上 升 对 , MC 下 降 ; тс, FLOARE 
度 上 升 时 , MC 工 升 ; 当 TC 处 于 拐点 处 ， 凸 如 性 改变 时 , MC 达到 根 小 值 . (2) 在 MC< AC 的 整个 区 
域内 ,AC К; 在 MC= AC 时 , AC 达到 最 小 年 ; 当 MC>AC 时 ，AC ЕЎ. 


第 五 章光 元 函数 的 微 积分 


5.1 多 元 函数 和 偏 导 数 


在 第 四 章 中 仅 就 形 如 у = F(x) 的 一 元 自 变量 函数 的 导数 进行 了 研究 . 然而, 许多 经 济 活 
АМЕ ЕКЙ. с = РО, y) 被 定义 为 二 元 函数 ,如 果 对 f 的 定义 域内 每 一 有 序 的 实数 
Wr у ЕВН f 的 值 域 中 的 一 个 z 值 .习惯 上 称 x SURE z 和 HATH. 

为 了 度量 单个 自 变量 (x 或 y) 的 变化 对 因 变 量 的 影响 , 引进 偏 导数 .x 关于 x 的 篇 导数 度 
KORY y 保持 不 变 时 z 关于 zx 的 肯 时 变化 率 , 记 作 3z/3x,3f/3x, flr у), Р. х,а ЭБ 
于 。 的 偏 导数 是 指 当 z 保持 不 变 时 > 关于 y 的 饶 时 变化 率 . 记 作 3z/3y,3f/3y, f,(z, y), fy 
或 x,. 用 数学 表达 加 下 ， 





az _, /\хт+Ахт,у)- /(х,у) 
im 








2 дщ Ar (5.la) 
3z _ n fizy t Ay) - f(z,y) 
ay = lim Ay (5.1Ь) 


关于 单 变量 的 偏 微分 与 将 另 一 变量 视 为 不 变 时 的 常 微分 一 样 , ЖЛ ЕЕ Ж ЖЕШ. Ж. 
1, 例 2 和 问题 5,1,5.23. 
例 1 求 包 元 函数 *= 3z2y 的 偏 导数 . 
N ra 在 对 z 求 导 时 ,将 y 视 为 常数 , 同系 数 一 样 对 待 ， 
z = [32] + у? 
对 х 求 导数 ,y 保持 不 变 ， 


д а 
эт = zr = [3y]. 405) = [3y] 22 


ПКНВ ВИРА НЕ 


де 
дж 


(b) 在 对 > 求 导 时 , 将 z 视 为 常数 ,同系 数 一 样 对 待 ;于 是 同 前 一 样 求 导数 ， 
z = [3:2] y 


= z, = бгу? 


s = z, = [322]: DO?) = [3z2] ' 3y = 9т^у? 
例 2 求 ==Sz? - 3:22 +75} 的 偏 导数 . 

Ж каз) 在 对 z 求 导 时 ,在 心里 将 y 当 作 常数 一 样 看 待 : 

z = 5a? — [3у*]х? + [7у°] 
жле и ШЖ Ж ОНЕУ HEI R S E hi, 这 是 因为 常数 
的 导数 为 零 . 
92 Sa) - [321 ©?) + ©ту] = 1542 (3221 22 + 0 
= 152° —бху* 

(b) у Жи, Ж z 的 项 , AAA: 

ра = 153] 一 [3.22152 + Ty? 


E 


25 = 05:2] - Ba EOD + 8759) 





=0 — [327]. 2y + 35у‘ =- бху + 35у* 


Жиш ёл ИНИН 


. 6? + 





见 问 题 5.1. 
5.2 ARAW 


偏 导数 遵循 3.7 节 中 的 微分 基本 法 则 . 下面 给 出 几 个 重要 的 规则 , 并 用 例 3.81 5 加 以 说 
НЯ, 在 问题 5.2 和 5.3 中 得 到 应 用 ,在 问题 5.23 中 证 明 ， 


5.2.1 来 法 法 则 
给 定 ж=р(т.,у)*А(®, у), 
= (ту) ЗЕ talay) E (5.2а) 
92 = elay) о + (алу) 98 (5.2Ь) 
Віз 给 定 x= (32+ 5) (25 + бу), Э: Д 
дк 


эу = (32 + 5)(2) + (2z + 6у)(3) = 12z + 10 + 18y 











т = (3л + 5)(6) + (2z + бу)(0) = 18х + 30 
5.2.2 除法 法 则 
给 定 z=g(x,y)/h(z,y) 和 h(x, y)£0, 
22 Aley) акул — ябш.у): Sh /Əz (5.3a) 
Зх [А (z, у) 1 | 
де hla де/ду 一 £ *" 9h/9 
ay 一 alay) (5:3b) 
例 4 2E z=(6z+7y)/(5r +3y), 由 除法 法 则 有 
Эк _ (Sr + 3у)(6) – (6z + 7у)(5) _ 302 + 18у - 302 -35y _ _ — 17у 
дт (5z +3у)? (5z +3у)? 7 (5л + Зу)? 
az _ (5х + 3у)(7) – (6x + 75) (3) _ 352 + 21у — 18= -21y 172 
ay (5x + Зу)2 (5х + 3y)°  (5z + 3y)2 


5.2.3 ЖЖЖ А 


给 定 z=|g(z,y)]", 


22 = "[е(х,у)]' 71+ 34 (5.44) 
ул тве). (5.4) 
例 5 给 定 ¿= (z3+ 7y2)4, Щщ ӘДИ 
s = 4(z +77 F e (3z2) = 12220435 + 72) 
д: 


эу = Ma? + 72), (14у) = 56y(z2 + 7y?) 
5.3 二 阶 偏 导数 


BARR + = у(х, у), 二 阶 (直接 ) 偏 导数 是 指 当 其 他 自 变 量 保 持 不 变 时 ， 该 函数 对 一 个 
自 变量 求 导 两 次 ， 
ч ах а 22| _ 22, 


д 
Fez = (f.), 三 дт дт 一 åg? №, ” (Л), 一 ду ду 一 ду? 
EKE, .度量 的 是 当 y 保持 不 变 时 , MARRET x 的 变化 率 . f, 是 完全 对 称 的. 见 问题 
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5.6# 5.8. 
交叉 (汇合 ) 偏 导数 oM Z КИО — ИНЕ ЕУ я 8 Ë TF ik 
WEFR: , 
f= = Оһ) = Эу\дт 28) — 2. 
ре О E ТЕ — YN 32 5 FREER HE АЈ Аге H ЖШ 
的 顺序 . 见 问 题 5.7 和 5.9. 
例 6 ==72° +92у+2у° (а) — И (OZE (о) АНТ. 


(а) 2z з, =2122 +9у 





а | аз} Pz _ _ 3 
|= зуә; fr = С). = 37 





д 
А =e =r +10у* 











ду ду 
1 2 
(b) ==: УА = „40у 
dx O19r| а 2 _ _ 
(© Ta 92 =g (lr? +95) = z, =9 
а? д E 过 40 _ — 
FERE H = 51092 +10у) = =,.=9 
7 求 ==3z2 生 的 (a) 一 阶 (Ы) (OFLAF х=4,у=1 ЖЕ. 
Ж == 
(а) xx =буу? ` xy =9x2 2 
z,(4,1) = 6(4)(1)? =24 z,(4,1) = 9(4)2(1)? = 144 
(b) Zir =6у? Zy = 18х? у 
zsr(4,1) = 6(1)3 =6 (4,1) = 18(4)2(1) =288 
a 3 | 
(с) у = 37(6zy ) = 18 ry? z, = a 7 (9222) = 18ry’ 
garf4,1) = 18(4){1)* =72 (4,1) = 18(4)(1)2 =72 


由 Young 定理 有 ;如果 两 个 交叉 偏 导数 均 连 续 , 则 它们 必 相 等 . 见 问 题 5.7 至 $5.9. 
5.4 多 元 函数 的 最 优化 | 


ЖШ к= f(x,y} 的 多 元 函数 达到 极 值 , 必须 满足 三 个 条 件 ， 

1. 一 阶 候 导数 必须 同时 为 零 , 这 意味 着 在 给 定 的 点 (e,g) 即 驻 点 处 , 函数 关于 主轴 既 不 
增 也 不 减 ,达到 一 个 相对 稳定 状态 . 

2. 当 二 阶 偏 导数 在 驻 点 (< ,5) 处 的 值 均 为 负 时 ,函数 达到 极 大 , MERE a, Б) AEE 
相对 于 主轴 本 降 ; 当 二 阶 偏 导数 在 驻 点 (a, 5) 处 的 值 均 为 正 时 , 函数 达到 极 小 , El (а, 
如 ) 钼 为 同 并 相对 于 主轴 上 升 ， 

3. 二 阶 直 接 偏 导数 在 驻 点 处 的 值 的 乘积 一 定 超过 交叉 人 往 导 数 在 驻 点 处 的 值 之 积 ,该 附加 
条 件 是 判断 拐点 或 通 点 所 必须 的 . 

总 之 , 当 在 驻 点 (a,b) 处 的 值 满足 时 , 见 图 5-1. 





z 4 
у= 






z, = 0 





SEE ола 


* 69 : 





极 大 点 极 小 点 
l. fo f, =® L. frs f,=0 
2. firs f, <Ü 2. fras fy > 0 
3. fo f, > (fo) З. f, > С? 
注意 1) 由 于 根据 Young EH, fy = fy 所 以 有 f. fj = (РУЗ 也 可 写成 fat fay 


(fa) >O. 
2) РР WUR f... „ЯВЛЕНИЕ, WERE RA WRAS, 则 函数 
ARA LE 5-2, 此 时 从 一 轴 看 函数 取得 极 大 值 ,而 从 另 一 轴 看 却 取得 极 小 值 . 

















3) f. fw =( 广 洲 ,无 法 判断 , 见 例 8 问题 5.10 和 5.11; 对 于 拐点 , 见 问题 $.10{ey、 
5.11СЪ)Ж (е); ЎР, 见 问题 5,10(d)、5.11(a) 和 (d). 

4) 如 果 像 图 5- 1 ФОТ r, у УЛ ИШ (Пт), 则 有 惟一 的 极 大 值 ( 极 小 值 》 称 为 全 
局 最 大 值 (最 小 值 ), 如果 函数 在 一 区 间 内 关于 г, у JMOL), 则 性 点 为 相对 或 局 部 最 大 (最 
J). 

例 8 БЯ.:=253- 23+ 1472 —54у+12.(а) ЖЕ, (b) 判 断 函 数 有 极 大 信 还 是 极 小 值 . 
W ака) 求 一 阶 偏 导数 , 令 它 们 等 于 零 , 并 求解 HI y; 





z= —3z2+147=0 zy =6y ~ $4=0 
х?= 49 у2=9 (5.5) 
r= 67 у= +3 


НР х= +7, у= E3, 有 了 由 个 不 同 的 驻 点 :(7,3),(7, -3)， (-7,3) 和 {一 7, -3). 
(b) 由 (5.5) 求 二 阶 直 接 偏 导数 ,并 求 出 在 驻 点 处 的 值 , 检查 符号 ， 








Z, = — Hx хуу =12у 
1) 21167,3) = ~ 6(7) = — 42 < 0 2,7,3) =12(3) = 36 > 0 
2) x,(7, –- 3) =-6(7) =- 4 < 0 z, (7, — 3) =12(— 3) =-36< 0 
3) =.(- 7,3) =-6(-7) = 42 > 0 zyl- 7,3) =12(3) = 36 > 0 
4)2..(-7, – 3) =-6(-7) = 4 > 0 20-7, — 3) =12 -3 = - 36 < 0 


ATEO) (O САН Я, 则 函数 在 (7, 3)、( -7, -3) 处 不 能 达到 
极 值 .此 时 f... f, 不 可 能 大 于 ( у, )2, 所 以 函数 有 鞍点 . 

由 于 在 (2)、(3) 中 二 阶 直接 偏 导数 在 (2) 中 为 负 , 则 在 (7， -3) 取 极 大 值 ;二 阶 直接 
偏 导数 在 {3) 中 为 正 , 则 在 ( -7,3) 取 极 小 值 . 但 第 三 个 条 件 必须 先 得 到 验证 , 以 排除 损 
点 的 可 能 . 
(с) 由 (5.5) 求 交叉 偏 导数 并 验证 

є = Ü zyr = Ü 
Zæla, b)" zla, b) > [z (a, Б) 

对 于 (2)， (= 42):(-36)>(0)? 
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1512>0 
对 于 (3)， (42), (36) > (0}° 

1512>0 
函数 在 (7, 一 3) 取 得 极 大 和 在 ( - 7,3) 取 得 极 小 ;对 于 拐点 , 见 问题 5.10(c) 和 5.11(b)， 
(с). 


5.5 带 有 拉 格 朗 日 乘 子 的 约束 优化 


微 积 分 也 应 用 于 带 约束 的 苑 数 的 最 大 值 与 最 小 值 问题 .给 定 函 数 f(x, у), 满足 约束 
g(x,y) =k( 常 数 ), 通过 下 述 步骤 可 得 到 新 的 函数 FE, (1) 令 约束 等 于 零 , (2) ЖЫ АЧЫ ЩН 
ЗЕТ), (3) 将 乘积 加 到 大 函数 上 ，; . 

F(z,y,)) = f(z,y) + A[Ë — g(z,y)] (5.6) 
KE F(r,y, ORAtH H ЮГ, (х,у) ЫБ ЕСЕН FER, elz y) 称 为 约束 .由 于 
约束 总 令 为 零 , 乘 积 4[& -g(x,y)] 也 为 零 ,所 以 加 上 该 项 并 不 改变 目标 沙 数 的 值 , 函数 最 优 
时 的 驻 点 со, yo 和 Mo, THR 下 关于 三 个 变量 的 篇 导数 ,并 令 它们 为 零 ,同时 求解 得 到 ， 
Е.(х,у4) =0 Е(х,у,4) =0  ЁРу(х,у,А) = O 
二 阶 条 件 与 无 约束 最 优化 不 同 , 将 在 12.5 节 中 讲解 . 见 例 9" 问题 5.12 一 5.14;6.6 17.6.9 3 
和 6.10 节 ; 问 题 6.28 一 6.39 ЖЇб.41-—6.44.. 
当 约 东 涉 及 不 等 式 时 , 见 13 章 的 凹 规划 . 
例 9 求解 函数 ==4z2+3zy + 6y 满足 约束 у + y= 56 的 优化 问题 . 
解 =m 1. 通过 用 常数 减 去 变量 的 方法 令 约束 为 零 , 见 (5.6), 至 于 原因 在 5.6 节 中 给 


H. 
5б-т-ук= 0 
用 ; ЖЕЗ, 并 将 二 者 的 积 加 到 目标 函数 上 , Wu krik ËH в 2 
Z = 4a? + 3zy +бу* + А(56 ~ х y) (5.7) 
2. 求 一 阶 偏 导 , 令 它们 为 零 , 并 联 立 求解 ， 
Z, = 8х +3y- А = Ü (5.8) 
Z, = За +)2y- A = 0 ， (5.9) 


2, = 56-х - у = 0 (5.10) 
从 (5.8) 中 减 去 (5.9), 消去 4 有 | 
5т – 9у = Ü х = 1.8у 

将 z=1.8y А. (5.10), 
56-1.8у- у= 0 у = 20 
由 此 ,我 们 得 到 
za = 36 Ао = 348 
将 驻 点 代入 (5.7)， 
2 =4(36)2 + 3(36)(20) + 6(20)? + (348)(56 — 36 — 20) 
=4(1296) + 3(720) + 6(400) + 348(0) = 9744 
在 第 12 章 例 5 中 ,我 们 将 知道 Z 达到 最 小 值 ,注意 到 , 由 于 约束 等 于 零 ， 拉 格 郎 日 函数 
25А е 在 驻 点 处 有 相同 的 值 . 见 问 题 5.12~5.14 和 6.6 节 ,6.9 节 ,6.10 节 . 


5.6 ШИНУ ШЕЕ У 


ЕНН Ж À 近似 于 由 于 约束 的 常数 很 小 的 变化 而 对 目标 函数 产生 的 边际 影响 . 例 
W, ERSTA = 348, 增加 (减少 } 约 束 常数 的 一 个 单位 , 会 引起 z 增加 (减少 ) 大 约 348 个 单 
位 , 见 例 10 的 说 明 . 拉 格 朗 日 乘 子 经 常 被 称 为 影子 价格 ， 例如 , 在 满足 预算 约束 ,效用 最 大 化 的 
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问题 中 , A 将 估算 一 元 额外 收入 的 边际 效用 . 见 问 题 6.36. 
注意 ”由 于 在 前 面 (5.6) 中 ,4[ 一 g(x,y)]==4[g(z,y) 一 志 ]=0, 从 日 标 函 数 中 加 或 减 
无 论 哪 种 形式 都 不 会 改变 x My ARAE RA 的 符号 会 受到 影响 .为 使 (5.6) 节 中 的 的 
解释 有 意义 ,必须 给 出 上 述 15.6) 方 程 中 的 那 一 项 确切 的 形式 . 见 问题 6.36. 
例 10 ”为 了 证 明 增加 一 单位 的 约束 常数 会 引起 例 9 中 Z 大 约 变 化 348, ЖП E E ® ЖЖ 
z=4z? +3ryt 6y, 求 其 满足 新 的 约束 х+у=$7 В ИН, ВВЕ E Ж oi 了 一 单 


位 . 
Z =4x° + 3zy + бу? + A(57 — x-y) 
Z, =8х +3y — À = Ü 
Z, =3=z= +12y — À = Ü 
Z, =57- х - у = 0 
联 立 求解 得 到 


ху = 36.64 уу=20.36 Ау = 354.2 
RARER HEAR Z 有 2 = 10095, НЭ ТГ ИН 9744 多 了 351, ЖЫК А 
16 348. 


5.7 微分 


在 3.4 节 中 , 导数 dy/dz 可 以 由 当 Ax TE, Ау/ Ах 的 极限 这 一 符 导 表示 .导数 
dy/dx EF BEEE y 的 微分 dy 与 z 的 微分 dz 的 比 . 对 于 一 元 函数 у= (1), у 的 微分 dy 
ЖЕНЕТ е 的 很 小 变化 dz 引起 y 的 变化 . 

对 于 y=2x t Srta, у 的 微分 可 通过 求 y 关于 x 的 导数 而 得 到 ， 该 导数 度量 由 于 x 的 
微小 变化 而 引起 的 y 的 变化 与 x 的 微小 变化 之 比率 . 

9.4255 导数 或 变化 率 
接着 ,用 x 的 一 个 特定 变化 dz 乘 以 该 比率 , 以 求 y 的 变化 ду. 


dy=(4z+5)dz 微分 或 变量 


> 的 改变 量 = 由 于 = 的 很 小 变化 而 引起 的 y 的 变化 率 Xzx 的 徽 小 改变 量 
п 1. 如 果 y=4z3+5z2-7, 则 有 dyydr=1l2z2+10r 及 微分 
dy = (12z2 + 10z)dz 
2. WÈ у= (2z:-5)2, 则 有 dy/dz=2(2z-5)(2)=8z -20 及 微分 
dy = (Sr - 20)dz 
见 问 题 $.15 


5.8 全 微分 与 偏 微分 


对 于 两 个 或 更 多 个 自 变量 的 函数 , 全 微分 度量 的 是 由 于 每 一 个 自 变量 的 微小 变化 而 引起 
的 因 变 量 的 改变 城 .如 果 = = у(х, у), Зр dz 的 数学 公式 如 下 : 
dz = z.dz + z,dy (5.11) 
其 中 , z, 和 z, 分 别 是 = ЗР у 的 偏 导数 , dz 和 dy Ё = Ж у 的 小 改变 量 . 这 样 , 全 微分 可 
以 通过 求 函数 关于 每 一 个 自 变量 的 偏 导数 并 代入 上 述 公式 求 得 、 
例 12 如 下 求全 微分 
1. Е; z =х*+8гу+3у3 


z, = 4r’ ~ By zy = Br + 92 
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将 其 代入 公式 , 得 到 
dz = (41° + 8у)ах + (8z + 9у?)ау 
2. ЕЯ; х= (z - у) (х +1) 
сека) -DD ytl 





(z +1)? (= +1)2 
《二 DID 一 (一 30 -(ж+1) _ —1 
> (z +1)?  (z+12 r+l 


全 微分 是 








-| 
= + 1237 yai dy 


如 果 其 中 的 一 个 自 变 量 为 常数 , 例如 dy =0, 则 有 全 微分 : 

dg = zdz 
偏 微分 度量 的 是 , 当 假 设 另 一 个 自 变量 保持 不 变 时 , 一 个 自 变量 的 微小 变化 所 引起 的 
因 变 量 的 改变 . 见 问题 5.16,5.17,6.45 A1 6.52. 


5.9 全 导数 


现在 我 们 研究 这 样 一 种 情形 ,z= flr, у), M у= д(х), WH r 和 >y 不 是 相 互 独立 的 变量 
时 ,z 的 变化 会 通过 函数 六 对 x 产生 直接 的 影响 , 通过 函数 g 对 x 产生 间接 的 影响 ,正如 图 5-3 
中 路 径 图 所 示 . 4 x Жу FREMT, EERE r 的 变化 对 < 的 影响 ,必须 给 出 全 导数 的 概 
B EPHE z 对 :的 直 柑 影响 92/9 与 通过 y 对 z 的 间接 影响 3 32 之 和 , 即 ,全 导数 为 


dz dy 
dz Жл + ху dr {5.12} 


一 一 [一 一 


图 5-3 


见 例 13—15 和 问题 5.18 和 5.19. 
例 13 求全 导数 的 另 一 方法 ; 先 求 x 的 全 微分 
dz = ‚йг + zydy 


再 将 方程 两 边 同 除 以 dx (在 心里 可 以 这 样 想 ), 于 是 有 
由 于 dx/dx =1, 有 


例 14 E 


z = f(z,y) = ба? + 7у 
HE y=z(z)=4z2+3x+8, $F x 的 全 导数 dz/dz 为 
dz _ dy 
dr 7T a dz 
其 中 „= 182°, z,=7, 和 dy/dx =ёх +3, RAES, 


dz = 1822 + 7(82 + 3) = 1812 + 56z + 21 
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为 了 检验 答案 ,将 "=4x2+3rz+8 代 入 原 函 数 得 到 x 关于 xz 的 一 元 函数 ,然后 求 导 
数 ， 

z = 6x? + 7(4z2 + 35 + 8) = бл? + 2822 +215 + 56 
所 以 ， 


dz - 1822 + 56x + 21 
йт 


EFRR TLETT ДЕРДЕ И КАНА ЖЕТА. 对 于 
z = 827+ 3у2 x = 41 y= 51 


z 关于 + 的 金 导数 则 变 成 ， 


di ` ы de ту dz 
其 中 2, = 162, 2;=6у, х/б: = 430 ду/аг = 5, RAER 
ат = 16z(4) + бу(5) = 64z + 30у 
再 将 zr=4: 和 y=St RAER, 


d = 64(4z) + 30(5;:) = 406г 


dz dz + dy 


5.10 Ва AN 


正如 在 3.9 节 所 见 , 形 如 y= f(x) 的 函数 用 x 解析 地 表达 出 y Ж, 我 们 称 该 种 形式 的 函 
数 为 显 函 数 . 形 如 A(z,y)=0 的 函数 不 能 由 z 解析 地 表达 出 y, ЖК ҢЫ BEA. 如 果 隐 函数 
Гбх, FEHER RRA E X AE 0, 则 全 微分 为 上 dz + fdy =0. 

由 于 导数 即 微分 的 比率 ,于 是 我 们 可 以 将 之 变形 得 到 隐 沙 数 法 则 ; 


о А (5.13) 


不 难 发 现 导数 dy/dz 是 其 相应 偏 导数 之 比 的 负 倒数 ， 


dy 一 Z Íz =- 1 
dt fy fyl f. 





给 定 一 个 函数 y= у(х), 如 果 每 一 个 y 都 对 应 一 个 而 且 仅 一 个 < fE, ШЕ ол = 
了 '(y) 存 在 .假设 反 阔 数 存 在 , ШУ PE SF) ЕЖЕ. ЖОРА ЖОЙ FRA ЇЙ, ХЕ E 5: РЕ ЖОЙ RI. 
所 以 ,如 果 Q = (Р) ИШЕ, ESRA 4О/4аР, 反 函数 [P= 了 -1(Q)] 的 导数 是 dP/dQ Н. 


有 


例 16 





$0 = ТОЛЬ 只 要 SZ o (5.14) 
见 例 16, 例 17 和 问题 5.20~5,22,6,51,6.52. 

CARAN 
(a) 722-у=0 (Ъ) 3х%—7у°-86=0 
导数 dy/dr 如 下 求 得 ， 
(a) 由 (5.13) 有 ， 

dv 到 

dz fy 
这 里 flir 和 万 = -1 代入 上 式 ， 

d 4 


本 例 中 的 函数 有 意 地 安排 的 很 简单， 即 可 以 解 出 y, 将 y 以 xz 表达 ,于 是 直接 求 导数 ， 
由 于 y=7<x2, dy/dx =14т. 这 样 一 来 就 很 容易 地 验证 了 答案 . 
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dy Је _ 222 _ 12z- 


(b) dre fy -35у* 35у 
将 该 管 案 与 第 三 章 的 例 16 进行 比较 . 

Ф117 求 下 列 函 数 的 反 函 数 : 
1. 设 和 =20-2P， 





dP _ 1 
dQ  dQ/dP 
其 中 dQ/dP = -2, 所 以 ， 
dP _ 1 = 1 
. dQ -2 2 
2.1 0=25+3Р?, 
ар _1__ л 
49 = 49/4Р әрі (P 0) 
习题 解答 
一 阶 偏 导数 
5.1 求 下 列 消 数 的 一 阶 偏 导 数 ， 
解 Em (e) ¿= 8x2+ l4zy + 5y? (b) z=4r?+2riy- 7y 
z= 1б + 14у z, = 122? + 4гу 
z = 14х + 10у ‚= 222 — 35у! 
(с) х= бъ? + dar + 3z2 — 72у — By (d) ==222 + 8шху- z2 + у? 
кы = 1йш +42 ze = tu + By 
z, = áu + 6z —7y z, = Bwy- 27 
z = — 7х – 16у zy = Bwr + Зу? 


5.2 利用 (5,2) 乘 积 法 则 , 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 ， 
(a) х=322(5= +75) 


ж == 2, =312(5) + (5x +7у) (62) 
= 41? + 42zy 
及 =, = 3177) + (5=+75)(0) 
– 212? 
(b) == (9х -4у)(125=+2у) 
# = xz = (9z —4y)(12) + (122+ 2у)(9) 


= 108z ~ 48у + 108r + 18у = 216z ~ 30у 
及 в„=(#х—4у)(2)+(12х+2у)(—4) 
=18z – #у– 481 - 8у= – 302 – 1бу 
(с) == (222 + 6у)(5х 一 3 人 93) 
и к= 2, = (2х2 +6у)(5) + (Sr -3у3)(4=) 
= 1022 + 30у +2022 一 12zy3 
= 3022 + 30у – 122у? 
А zx, = (22 +6у){ 952) + (5х -3y H6} 
= -18z2y)— 543+ 302 — 1852 
= -—7?2y 18:22 + 30r 
(d) z=(w-z*z-y)(X32 +2zr—4y) 
ж == Zu ={ш—х—у)(3] + (3ш +2х-4у)(1) 


FIE Зл 



































=w- r- Ty 
z = (a z- y)(2)+ (3ш +225 -4у)( —1) 
= - 0-4: +2у 
及 galwr- yk- 4) + (30+ 25 -4у)(-1) 
= -7w +025 +8 у 
5.3 利用 (5.3) 除 法 法 则 , 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 ， 
2252 
(а) 262-75 
(6z 7у)(05) - (5=)(6) _ -35y 
a ow Fs (6z - 7y)? (6х -7y)° 
及 EE 35х 
И (бх – 7у)? (6=- 7у} 
= + 
(b) x= 3y 
# є> z 3U) -rty _ i 
* (зу)? 3y 
及 Mne S aa ELES -3r_ -zr 
> (Зу)? (3у)2 3y 
_4z-9y 
(с) x Sr+2y 
ЖШ ¿= z rt 2у)(4)- (4х-9у)(5) _ 53y 
* {5х+2у)? (5z +2у)? 
及 z = 152 12у) 9) (4х 9у)(2) _ 一 53 工 
И (57+25у)? (52 + 25у)? 
2 2 
ї Y 
d = 一 一 一 
(d) z 3л 2 
g = — „-@*1*2уУ)(2х)-(:'-у°}(3)_3х?+4лу+3? 
{3х+2у)? {Зх +2у)? 
及 „=0#412›5)(-2у)-(х2°-у%0(2)_—2у%-6буу 2,7 
И (3z + 25у)? (Зх +2у)? 


5.4 ”利用 (5.4) 一 般 筹 函 数 法 则 , 求 下 列 诡 数 的 一 阶 偏 导数 ， 
(a) z=(x+y) 
解 кє ж, =2(ж+ у)(1)=2(ж+ у) 
Ж 25=20=+у)(1)=2(2+у) 
(b) == (22-55)? 
Ж ғғ z, = 3020 - 5у)2(2) =6(2= ~ 5y} 
R 2,=3(22- 55) - 5) = ~15(2z- 5y)? 
(с) х= (722 +453)? 
Ж er в, = 5(722+4у3)4(14х)=702(722+43)* 
Ж 2у=5(7:2+4у2)<(12у2)=60у2(722+4у2)* 
(d) х= (5 +42 +7у)3 
Ж = u= Swt dr + 7у)%(5) = 15(5ж +45 +7y)? 
za =3(Su +4: +7у)2(4) =12(5w+ 4r +7у)? 
及 2,=3(50 +42 +7у)%(7) (Sw + 4r+7y) 
5.5 利用 必要 的 法 则 运算 , Ж РАЈ SPRE: 
(а) ++) 
Ж 《 利用 除法 和 乘积 法 则 ， 
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(dr + 2у)[(5х° — 7y)(6z) + (322 + 8y)(10z)] - 5r? - 7у)(3х7 + 8у)(4) 




















(z +2у) 
_ (Az + 2у)(30х* — 42zy + 302° + 80zy) — (522 — 7у)(1222 + 32у) 
ü (4х + 2y)° 
_ (4z + 2y)(60z3 + 38у) ~ (512 — 7у)(1222 + 325) 
i (42 + 25)2 
k 2 2y)[(5z ° 75) (8) + (322+ 8y)X— 7)] — (Sa? ~ 7у) (322 + By)(2) 
” (4х + 2y)? 
_ (r + 2у)(40=7 — 56y — 212? ~ 56у) - (5x? - 7y)(6z2 + 16у) 
(4r + 25)? 
“х + 2у)(19х2 - 112у) ~ (52? - 7y) (622 +16у) 
І (45 + 2у)? 


(b) «=(5х?2- 4у)°(2х 十 7у?) 
Ж EF 利用 乘积 法 则 和 一 般 每 函数 法 则 ， 
z, = (522 = 4y)2(2) + (22 + 7у1)12(5а2 — 4y)(10=)] 
=2(5z?— 4y)? + (2x + 7у2)(100=° - 80zy) 
Ж zy = (522 - 4y)2(21y2) + (25 + Ту?)[2(5х2 - 4у)(- 4)] 
=2152(52? – 4y) + (2z + 7у%)(— 4022 + 32у) 


(с) z= (За + 11у)” 
2х + бу 


Ж ке 利用 除法 法 则 和 一 般 短 函数 法 则 ， 
_ (22 +бу)[3(3® + 115)2(3)] ~ Gz + 11y)3(2) 














(2х + бу)? 
U8z+ 54y)(3z + Ly)? - 2(3= + 113)3 
(2z + 6у} 
a 022 + bn BOr + 11y2(11)] - (3z + 11y32(6) 
> (2z + ву)? 
_ [66z + 1983)(3r + 11y)2 — 6(3= + 11у)? 
(2х + бу)? 
\8ёл+7у|\? 


(d) z= 





5х +2у! 
E ке 利用 一 般 短 函 数 法 则 和 除法 法 则 ， 


-2| Br + ту) [ë + 2y)(8) — (8x + ту] 
= 5z + 2y (Sx + 2у)? 




















-e 1856 -19y j= - (2665? + 304zy) 
5х +2y L(5r 十 2y)2 {5т + 2у)% 
及 „ 22| 8277 Szia) [Set - (sz + 220) 
了 Sr+2y {5x + 2у}? 
_1бх+ ar, 19r 304r? + 266xy 
5х +2y LSr +23}  (5r + 2y)? 


二 阶 偏 导 数 
5.6 求 下 列 范 数 的 二 阶 直接 偏 导数 rM z: 


(а) z= =° +2xy-+ у? 
Ж кш ж,=2т +2у „=?х+27у 


z | = 2 z, = 2 


5.7 
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(b) «=х%—-9гху-3у% 

Ж о z, =31? -9y z = -9r — 9y2 
ты=бт „= = 18y 

(с) z=2gzyt+7ry 

# F zr = 2y + 21т?у zy = Bry +77 
ты = 42 xy z, = 24 xzy2 

(d) z=<xt+z)y2-3ry2 2y 





Ж = z, =4z5-3z2y2 -3y z = 2r3y- 9ry2 -6y 
zz 1222+6x3y2 zw =2х%—18Вгу-12у 
(е) z=(12z-7y} 
R > z, =2(127 - 7у)(12) z, =2(12=-7у)(- 7) 
= 2881 – 168y = – 168r + 98у 
za = 288 =, = 98 
(D z=(7z+3y) 
Ж = х, =3(7л + 3y)2(7) z, =3(7z + 3y)2(3) 
=21(7z +3y)° =9(7z +3у)? 
2..7 42(7® + 3y)(7) Zy 18(7z +3y)(3) 
= 2058т + 882 y =378x + 162y 


(g) == (22+25)4 


Б > z, =4(22+2у)3(2х) =8(22+25у)3 z, =4(т®+2у)%(2)=8(х?2 +25) 


* 21. = 8х[3(лх°*+2у)%(2х)] + (22+25у)3(8) zw = 24( z2 +2у)%(2) =48(х*+2у)? 


=48z`(x1+ 2y)2+ 8(z2 + 23)3 
求 下 列 函 数 的 交叉 往 导 数 ， 
(a) z=3z2+ I2zy + 5y2 


Ж к> zr =6r+12y zy=12x +10у 
zy=12 zw = 12 

(b) z= z32— zry- 23 

# F z, =3r -y z= -х-бу? 
ку=—1 „= -1 


(c) z=8zx2y— liry? 


ш EF zz 二 16zy 一 113y3 z, = 8z2 - 33xy2 
za = 16z — 33у? Zy = 162 -33y 
(d) z==(8z-4y)° 
Ж == z, =5(8z -4y)4f8) z, =5(8z —4y)*( – 4) 
= 408: -4у)* = -20(87-4у)* 
Zay = 160082 - 4у)%-4) =. = -80(8z-4y)3(8) 
= – 640(82 — 4y)? = —640(8= - 4y)° 


通过 上 面 (a) — (中 的 求 导 过 程 ， 我 们 发 现 这 里 的 交叉 偏 导数 与 求 导 的 先后 顺序 无 甘 ， 
定理 恰好 一 致 . 


5.8 求 下 列 商 数 的 一 阶 和 二 阶 直 接 偏 导数 ， 
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(a) = 27*у08 

Ж == z, = 0.47 "ty" 人 
22 — 0.24171 бу? z = —0.24х%у 14 

(b) бху) = zy"? 

в = = 0.72 79202 = 0.2297" 


Ў. = - 0,217! „02 fa = -0.16х' 1-8 


(с) z=2uxr5y2 


" EF ты = Rw riy z= wiry? ху=бшбт?у? 
тыы = 60 twtr уз zzr = 4010 т? у* жу = 12лв°л°%у 

(d) /(z,y,z)=10z2y2x2 

Ж т> f. = 3022 yz f,=20z23y:  },=40х$®у* >? 
fa = 60:y2 z" Ў = 20r rt fa = 1202>2 y z" 


5.9 ЖТА) УУ. 


(а) х= л03575 


Ж EF z = 0.3g у? z,=0.52"y os 
za =0.1Sr -07y -905 ta =0 5r 0 Ty 95 

(b) ЯС, у) = x ys 

ж => fr=0.12 "ys fy 9.8191 02 
Ғы= 0.0857 yO р = 0.087999 


(с) z= wiriy 


й EF ta =3ш1х* у? z, = dx) y3 y3 2, = 33142 
Zur = 12202 y3 tm 1232 д? у? Ew = 9024? 
za = Iw rty? z, = 1l2w r y Za = 1245373 2 
(d) f(z,y,z)= х?у 74275 
E т> f,=3z2íy ‘75 f,= dry к 5 J= -5х?у ge 
Ры = Q l2z2y z fe= ~l2riy 527 f. = -15z2y tg 
f. = -15z2y 7% fa = 20бт%у 5z 6 Ду =20xz3y 5z Š 
EE young ЕТЕ (с) tur = хш, zw = кш, Zay = Tu MCA) fy = f, f< = feri fe = fs, 
中 的 体现 . 
条 元 函数 的 优化 何 题 
5.10 ”对 下 列 二 次 函数 , (1) 求 画 数 可 能 达到 极 值 的 靳 点 , (2) 判断 函数 在 疆 点 处 是 取得 极 大 
值 极 小 值 . 拐 点 还 是 鞍点 . 


(а) z=3z? -xy+2y -4r-7y+12 
Ж кеп) 利用 1.4 节 的 方法 , 求 一 阶 偏 导 数 , 令 其 等 于 零 , 并联 立 求解. 
zZ, = 6r- y 4 = 0) (5.15) 
т„=-х+4у-7={ (5.16) 
2=1 y=2 (1,2) = 
(2) 由 (5.15) 和 (5.16) 求 二 阶 直接 篇 导数, 求 其 在 驻 点 的 值 ,并 检验 其 符号 . 
z= ő z, = 4 
к,.(1,2)=62>0 101,2) =4>0 
由 于 二 阶 直 接 偏 导数 恒 正 , ЕН АА М. 由 (5,15) 或 (5.16) 求 交叉 偏 导 数 ， 


тж Флин 
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lI 
м 


z, = 1 
KREE amA, Неа, 
261,2) =-1 = (1,2) 
201,2) + (1,2) > [z (1,2)1 
6-4 > (- 1) 
E P rety? (z) 和 z... z >0, RREO D ERRA Мй. 
(b) /f(z,y)=60++34y-4zy-6xr°-—-3y2 +5 


W тко) 求 一 阶 偏 导数 , 令 其 等 于 零 ,并 求解 . 
f, =%0-4у-12х = 
f, =34-6у-4т = 0 
r=4 y=3 {4,3) Щщ 
(2) 求 二 阶 直 接 偏 导数 , 求 其 在 驻 点 的 信 并 检查 符 导 ， 


fa = 一 1 fe = "6 
fa(á,3)= -12<0 f,(4.3)= -6<0 
由 {5,17) 或 (5.18) 求 交叉 偏 导数 ， 
fe 5745 fa 


KERIM ERRES R 
fokt 3) =-4 = }„(4,3) 
F. (4.3) (4,3) > [у(4,3)]? 
- 12.-6> (— 4)2 
由 于 ffwl A r... 7,0. 函数 在 (4,3) 处 取得 全 局 最 大 值 . 
(с) z=48y 一 3z2 一 бху-2у*+72х 
8 є O) z> Gr-6y+72=0 
„= -6z -4y+48=0 
х=0 у=12 (0,12) #4 
(2) 求 驻 点 处 的 二 阶 直接 偏 导 数 . 
z = - Z, —4 


za (0,12)= -6<0 200,12) = -4<0 


(5.17) 
(5.18) 


由 于 zz 和 zw 对 所 有 的 值 多 为 负 , ТТА А АА ЭРЕШЕ, врет у asw. 


za =-= 2. 
z (0,12) =—6 = (0,12) 
Zæ t0, 12) * #„(0,12) > [z (0, 12)? 
-6:- 4< (— 6)? 
由 于 г] eytt Н z. (о), ЛЕ (0,12) ЖАГАН. 
(d) /(z,y)=5z2-3y2-30z+7y+á4zry 
Ж кеп) f,=10z-+4y-30=0 
f,=4z-6y+7=0 
z=2 y=2.5 (2,25 驻 点 
0) Ғы =10 fy= -6 
fe (2.2.5)=10>0 fə(2.2.5)= -6<0 


ВЕУ е, 
fs = 3 = fa 
fs (2,2.5) + 3,02,2.5) > [f.,(2,2.5)] 
10 -— 6 < 42 


只 要 f M f, RE, fS ERTER FU), ИКЕ уң. 


5.11 对 于 下 列 三 次 函数 , (1) 求解 驻 点 , (2) 判断 函数 在 驻 点 处 是 取得 极 大 值 . 极 小 值 、 换 点 
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(a) =(х, у) = 3л? -5y -2257r + 70у +23 

解 те (1) 求 一 阶 偏 导数 并 令 其 等 于 零 . 
z, =9+r2 – 225 =й 
т, =-10у+170=0 


求解 驻 点 . 9 =2= 225 - 10 у= -70 
х?= 25 у= 7 
х= +5 


(5,7) (- 5,7) 驻 点 
(2) 由 (5.19) 和 (5.20) 求 二 阶 直 接 偏 导数 ， 
z = lr zx, =- 10 
求 其 在 驻 点 处 的 值 并 注 明 符号 
(5,7) =18(5)=90>0 2305.7) = -10<0 
Zæ 5,7) =18(-5)= -90<0 2,0-5,7) = -10<0 
再 由 (5.19) 或 (5.20) 求 交叉 偏 导数 ， 
©, = Ü = шу 
KOR {ЕЕЕ tyi Ei Pk. 
talab) eyla, b) >l (a, b)]2 
在 点 (5,7)， 90: -10<0 
在 点 ( 一 5,7)， -90 –10>0 


(5.19) 


(5.20) 


由 于 在 { -5,7) 处 有 жы 2 (za) 和 ш, zw <0 成 立 ,z( 一 5,7) 是 极 大 值 . 由 于 在 (5,7) 处 有 zz 


Lizy) B г.х, RE. MU z(5,7} 是 鞍点 . 
(b) /(т,у)=3х°*+1.5у2-—-18лу +17 
# кєп) 求 一 阶 人 篇 导数 并 令 其 等 于 零 . 
fz =9x? — 18у = 0 


求解 驻 点 ， 18 y=97? 3 y=18z 
у= 22? у= бх 
令 两 个 y 的 表达 式 相 等 ， 
+= =r 
12 - 12= =ù 
r(x —12) =0 


х= 0 = = 12 
H z=0 F к= 12f8A(5.23)89 y=6z 中 ， ; 
у =6(0) = 0 
y =6(12) = 72 
所 以 (0.0), 012,7 AH A. 
(2) 由 (5.21) 和 (5.22) 求 二 阶 偏 导数 ， 
.一 187 fo = 3 
求 其 在 驻 点 的 值 并 注 明 符号 ， 
(0,D0)=18(0) =0 100,0) =3>0 
/м(12,72)=18(12)=216>0 у,(12,72)=3>0 
再 由 [5.21) 或 (5.22) 求 交叉 从 导 数 ， 
fs = - 18 = fo 
求 其 在 驻 点 的 值 ,并 检验 三 阶 条 件 . 
f=(la,b)'fsla,b)2>[f.(a,b)1 





(5.21) 
(5.22) 


(5.23) 


第 五 章 FEARR 








在 点 (0,0)， O03<{-18¥ 
三 点 (12,72)， 216-32>( — 18)? 
648>324 





A (12,72) ffy (f. ОА, (12,72) 是 极 小 值 .由 于 在 (0,0) 处 有 УЛ 
<Р) REE ЛП „РЕН, Ж o NEBA. 
(c) f=3z?)-9xy+3y 





Ж ЕР (1) f.=9z2-9y=0 (5.24) 
f=9y -9r=0 {5.25) 
由 (5.24)， 9y= 92 y= z2 
将 ?= 于 代入 (5.25)， 
9(z2)°- 9z =0 
92-91 =Q 
9:(2°- 1) =0 
9 ==0 或 23-1=0 
х= х®%=1 
x=1 
将 = 的 值 代 人 (5.24), 当 z=0 时 ,y 一 0; 当 z=1 了 时 ,y=1. 
所 以 
(0,0) (1,1) 驻 点 
(2) 由 (5.24) 和 {5.25) 验 证 二 条 人 性， 
f= = 187 fs = 18y 
7.40.0) = 18(0) = 0 2.00.0) = 180) =0 
#(1.1)=18(1) =18>0  f,(1,1) =18(1) =182>0 
fs -9= fx 
ба b) „Ка, у>} (a, в 
在 点 (0.0)， 0:0<(-9)2 
在 点 (1, 1), 18-18>(-9) 


由 于 在 (1,1) 处 уй РКТ НЯ Р.> С) Ro, ТЕ (Т, 1) 处 取得 极 小 值 .由 于 在 (0， 
(9) х,у) = 23—622+2у +9у2 -63a - 60у 


Ж ЕР (D f.=3z2—-12z-63=0 f,=6y°+]8y-60=0 (5.26) 
3(z2- 4r -21)=0 6(y°+3y-10)=0 
(r+3)Xz=-7)=0 (y-2)Xy+5)=0 
I 二 一 3 т=7 у72 y=-5 


所 以 (-3,2) (-3,-5) (7,2) (7, –5) Ен. 
(2) 由 (5.26), 求 二 阶 直 接 怕 导数 , 并 检查 在 驻 点 处 的 情况 ， 


Р = 6х - 12 fy =12у + 18 
(i) fal- 3,2) = - 30 < 0 fyl- 3,2) —42 > 0 
Gi) f.(-3,--5)=-30< 0 0-3. -5)=- 42 < 0 
(шщ) fa. (7.2) =30 > 0 六 072) =42 > 0 
(у) Р - 5) =30 > 0 fal? — 5) =- 42 < 0 





田 于 在 (让 和 (4v) 中 的 二 阶 直接 偏 导数 异 号 , ( ~ 3,2) 和 (7, - 9) 可 以 不 此 考虑 , 因 为 它们 是 车 点 ,现存 
由 (5.26) 求 交 显 篇 导数 , 并 验证 三 阶 条 件 ， 
f = Ü= fa 
falabh) fylla, b) >If Ca, bF 
Ati), (= 30): (4252 (0)? 
(ш), (30)-(42) > (D): 
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函数 在 点 { - 3, -5) 得 到 极 人 人 值 ,在 点 (7,2) 取 得 极 小 值 ,( -3,2) 和 (了,，- 5) 是 鞍点 . 


带 约 束 的 极 值 与 拉 格 朗 日 乘 子 


5. 


12 


(ТОРА RRT, K F P| С E ЯНО W Н, (2) АТР С BB u ЈАР 4k, 
XT H Ө ЖОЕ В. 

(a) z=4r -2r toy IB c+ y=72 

# ооа) Жет, ЯБА 并 与 目标 函数 相 加 , 得 到 


Z = 42 - 2ry + by? + А(72- у-у) 














Е 
Z, = 8x - 2у- А = 0 (5.27) 
2, == 22+ 125-4 = 0 (5.28) 
= 7 - z- y = 0 (5.29) 


从 55.27) 中 三 去 (5.28) 消 去 4. 

lür -ld4y=0 z= 1.dy 
H ady 代入 (5,29) 并 整理 . 

1.4у+ у= 72 y = 30 
将 wm=30 代 和 前面 的 方程 以 求 出 驻 点 

х= 42 yy 30 Ар = 276 

所 以 2= 4(42)2 — 2{42)(30) + 6(30)2 — 276(72 - 42 — 30) = 9936. 
(2) 由 于 X=276, 则 AER ER A ВИ НИН K 35 276 个 单位 . Z==10, 
212. 
(b /Z(z,y)=26z-—3z2+ 5ху 6y + 12у ЖЕ Зх + y=170 
М 7 01) БЕН 
， Е = 267 – 32? + Sry- бу? + 12у + A(170 ~ Зх — y) 





所 以 F, =26— бт + Sy — ЗА = Q (5.30) 
F, =Šz - 12у +12 - À = 0 (5.31) 
F, =170 —3z - у= 0 (5.32) 

用 3 Ж Д(5.31)58\ (5.30) ФУЕН a. 
—?1х + 41y — 10 = 0 (5.335 





用 ? 乘 以 (5.23) 并 从 {5.33) 中 减 去 该 方程 以 请 去 x 
48y - 1200 = Ü у = 25 
再 将 yo 二 25 代入 前 面 的 方程 , 得 到 驻 点 


145 1 —_139 i 
T3748 yo = 25 An = 3 7746 





Мт Е = – 3160. 

(2) 由 于 4= -46 1, ЯНА 23 ОЙНА RENKI 46 ++. B 
有 Fæ- 3206.33. 

(с) Р(х,у, z)=4zyz2 9 z + y+ z= 56 





Ж кеп) Е = 4хул? + A(56- r- у- z) 
F, =4у? - À = Ü (5.34) 
Е, = 402? - À = 0 (5.35) 
Е, = 8zyz — А = 0 (5.36) 
Е, = 56-т-у-= = 0 (5.37) 


由 (5.34) 和 (5,35) 解 出 4, 得 到 方程 ， 
dyr? = фаз? у= r 


由 (5.34) 和 {15.36) 解 出 ,得 到 方 程 


ЖЕ дин ИИЙ + 83 ， 





dyz? = Brys 之 一 2z 

у= г. rta RAC.. 

56- r-zr-2r=0 4r=56 z= 14 
再 将 zo= 14 代入 上 述 方程 ,有 

хо= 14 ww = 14 зу > 28 Ау = 43 904 

Fo = 614 656 

(2) F == Fa t А2614 656 + 43 9042658 560 
关于 二 阶 条 件 请 见 问题 12.28. 
(4) (х,у, 2)=5ry+8rz+3ye 使 得 2ryz = 1920 


E (1 F=5xry+ z< + Зух + A(1920 —2zyz) 
F, = Sy+ 8: — 2Дує = Ü (5.38) 
F, = Sr + 3z - 2405 = (5.39) 
F, = 8r + 3y — 2Àzy — 0 (5.40) 
F, = 1920 —2zyz = 0 (5.41) 


RAW(5.38).05.39)1(5.40), RA 
у= 5у+ 8х 2.5 , 
2 yz z У 
Srt3r _ 2,5 L5 


2хт 


x т 
8z + 3y 4 L5 
y 








А 


Zey 
405.42), (5.43) А 相等 并 消去 2.5/z， 


+ = 13 4z = 1.5у r= 
令 (5.43),{5.44) 中 的 A 相等 并 消去 1.5/r， 
25 _ 4 ， 2.5 
z y 
H z= (1.9/4) у 和 = = (2.5/4)y fe X (5.41). 


1920 = 2: |12,|. 


MERA 





To= б, уң = 1б, zo = 10, Æ àa = 0.5. 
Fo = 1440 

(2) Fy Fa + (21440 + 0.5#=1440.5 
我 们 曾 在 问题 5,12(a) 中 估算 了 52538 Ka A, 带 约 东 的 最 优 人 将 近似 
地 增加 276 个 单位 , 即 Z 由 9936 近似 地 增 至 10 212. 为 了 检测 一 下 估算 的 精确 程度 ， 
KRAY = =4z2- 2 xy +6у? 满足 新 的 约束 x + y= 73 的 极 值 . 
W оҥ Ё=4т*-2ху+бу?+ А(73-х-у) 

Z, =8z-—2y- À = 0 

Z,=-2r + 12у-А = 0 

7,=73-г-у=0 
联 立 求解 得 ,xo = 42.58, у= 30.42, 4,=279.В. АЙТ 2,=10213.9, 与 由 4 估算 的 10212 К, 25 
了 1.9 个 单位 或 0.02% , 


约束 也 可 以 被 用 来 保证 两 个 自 变 量 始 终 保 持 固 定 的 比重 , 在 这 种 情形 中 , 没有 任何 经 
济 意义 ,这 晨 因 为 此 时 如 果 增 加 约束 常数 一 个 单位 , 则 会 改变 自 变量 的 国定 比例 关系 . 
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微分 


在 求 带 有 固定 比例 关系 的 约束 极 值 时 , 要 特别 注意 这 一 点 . 
(a) =4zz-3z+sry-8y+2y 使 得 z=2y 
Ж EF НТ -2у=0, ВН ANA 
Z = 4z2— 3r + 5ту- Ву + 2y? + А(х ~ 25) 
2. = Вх - 3+ 53+ А = 0 
Z, =5r-8+4y- 2А = D 
Z == - 2у = 0 
联 立 求解 得 , zo=0.5, уо 0.25, W 2 = – 2.25. А Z, = - 1.75. 
(Ъ) z= 5:2 +75 + 102у+9у- 25? E yasr 
МО EF 拉 格 朗 日 函数 为 Z= -Sz2+7z + 10ry+9y-2y + А{5ж- y) 
Z, =-1бх+Т7Т+1фу+53д = 0 
Z =l0rz+9-4y- A = 0 
Z =5z=-y=0 
联 立 求解 得 , ro=5.2,y0=26， 和 = 一 43, 从 而 26=135.2. 
见 问题 12.19 一 12.28. 








求 下 列 函 数 的 微分 dy: 


(а) y=7r -5z +6х -3 
Ж u= dy o sr? 102 +6 
іт 
所 以 dy= (2122 -10x +6) 4х 
(b) у= (42 +3) (35 -8) 
Ж == У = (4л +3)(3) + (3л -8)(4)=24х-23 
FEL dy = (24x ~ 23}йт 





92-4 
©) у= 
Ж e 0.5209) (9:-4)(5) 20 
dz (5z) 25>° 
4 
у= z air 


(d) у=(11х +9)? 


ж er 空 =3(tlz+ 9)2011) 
dy= 33(11 +9)2dz 
求 下 列 函 数 的 全 微分 dz = zz dz + зуду: 


(a) x=5z3-— 12zy _ 6y5 


Ж = z=1572-12y  z,= - lz -30y 
dz = (1522 - 12y)dz - (122 + 30у°)ду 

(b) x=7x2y2 

к г> 2,=143у) gry? 


dz = 14zy)d> + 21z2y2dy 
(с) zx=3z2f(8z -7y) 


E к zr Br (B) + {Br —7y)(6z) zy = 322( —7)+ (8z —7y)(0) 


dz = (72z2 — 42zy)dz -21z2dy 
(dy z=(5z2+7y)(2x-— 4°) 


жт бляя 








解 EF r= (522475) (2) + 02 -4у3)0105) = (522+ Ty 1252) + (2x - 4у%)(7) 





dz = (3022 - 4025 + Hy) dr — (12у? + 60223 — l4æ dy 











9 
(е) z= > 
-y 
E x ‚——5)00)-9уҖа) 62220073) -O 
7 (zy) ” (х= у)? 
- 95? 27у? — 1855 

dz = 4 
E a-y (Еур 


Ж = х,-3(=-3у) (1) т„=3{(т 3у)2(-3) 
dz = Ha -39jgr — 9(х - Зу) йу 
5.17 假设 dy =0, 求 问题 5.16 中 给 定 的 函数 关于 s 的 很 小 改变 量 的 偶 微 分 : 
ШЖ F (а) 4:= (15:22-12у)іл (b) dz=14zvdr (dz=(72z2-42zy)dr 
3 


-9 
(d) дг = (3022—4025? +14y)dr (e) dam 2-20 (1) dz=3(z-3y)2dz 
zy 


全 微分 


5.18 ЖТА У dxydr: 
(а) == 6х2 + 15ғу + 3у2 其 中 у= 7= 
dz dy 


ж F de z T Sy qr 70125 +155)›+ (152 +6y)X14z)=210z2 +84ry+12r +15y 
(b) «=(13х»-18у)* 其 中 y=x+6 
d 
я а> J = z, + ‚17 =26(13ә - 18y) -360132 —1Ву)(1) = - 100132 ~ 185) 
9z 一 了 
(с) “= sy 其 中 y=3z 一 4 
Ж ғғ де _ ду 595 __ 59r _ 59(у—3х) 








+ = 
dx Tr T Zy dz (2x + 5y)? (эх +5у)2°5 (22+ 5y)? 
(9) z=8r-12y Жр y= (z +1)/z2 


d 12(-т?-2) 12(=+2 
解 ғғ де _ + У g = zlogi ж +2) 
dr ^* КР qt 8 БЕ 


5.19 ЖРА dr/dw: 
(а) z=7z2+4y2 HP х=5%,у=4ш 
W ёғ ae _, а=. SZ = 14z(5) +Ву(4) =702+325 


(b) 2=102?2-6ху- 1232 EP z=2w,y=3w 


dz_ dz, бу 
W O Gea aet S q C (20z-6y)(2) + ( -62 —24у)(3) =22х -84y 











е u ОА Ш 


5.0 求 下 列 函 数 的 导数 dy/dz 和 dx/dy: 
(a) э»-бхт+7=0 








Ж к> dy А2026), dz_ 一 六 —-(1)_ || 
dr f, 1 dy f. = 6 6 

(b) 3y-12z+17=0 

Ж = Чу 220-12) a 76 —-(3)_/} 
dz f 3 dy f -12 4 


(с) х®+бл—-13-у=0 
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dy_— f, = (r+) dz _ -hy_-(-D)__l1 | 
Ú БЕ o p 7 CY 72096 dy a6 hrsg (т#-3) 


注意 到 在 上 面 的 例子 中 , 都 有 这 样 的 结论 ;一 个 导数 是 男 一 个 导数 的 个 赦 ， 
5.1 ЖН Ө ШЕШ ау/ах 和 dy/dz. 





























(a) /(х,у}=3х*+2лу +4у° (b) .f(z,y)=12z`-2y 
Чу. _Sr+t2y dy _ цп60д%_ agyi 
# г dz f, 1232+ 2 É = Ў, -2 ú 
(c) Д(х,у)=7х°+2лу* +9у* (d) /f(z,y)=6xz3-5y 
d _ = > \4х +27 dy =. 1822 
Ш к 一 = 一 “=- = 下 6 
dz fy 3653 + 47у К > dr fh -5 z 
(e) /(х,у,к)=х?у5 + z? + ryz G) Ах, у) = z) z? +y + Arye 
d -f 2zy!+ yz dy -fi Зт222 + 4уг 
W кк Zoda EL £= _ -L 
dz f 3:22 + xz M dr f, 3у? +42 
dy -大 _ 22 + zy dy _ -fh_ 222: t 4zy 
de $£ 3r? + zz dz Jf, Зу +4тет 


5.22 求 反 函 数 的 导数 dP/dQ. 
(a) Q=210-3P 
dP__1 _ 1 
W -70/6” 3 
(b) Q=35-0.25P 


Ж = "= =-4 








йат -L (pz0) 


dQ 2P 
(d) Q=P’+2P?+7P 
g = Po 


dQ 3P2+4P +7 
法 则 的 证 明 


5.23 ”对 于 下 列 函 数 ,通过 (1) 用 (5.1a) 中 的 定义 ; (2) 用 (5.1b) 中 的 定义 来 证 明 微 分 法 则 . 
(а) ж =38+7у —4у 
证 上 (1) 由 (5.1a)， = Ба, Ез) Д5) 
RA, 2 = | | БЕТЕ" Ан) 4y] (38472 245) 
ш 28+7= +742 -4у-38-7у+4у 
àrt Ат 











= pp Атр 
= lim Ал lim7=7 





(2) 由 (5.1b)， да pm Hayt Ау) - (л. у) 
у ám Ау 
А, 3 = lim [38 +72 -4(y+Ay)]- (38+77 -4у) 
y AO Ay 
= Бъ SS TAY 44y ~ 38 -77+4y 
м Ay 








= lim 44у - brmf 一 4)= -4 
0 Ау A 
(b) х=18=-55у+145 


Ш 4 (1) ба ~ lim 18(х+Ат)-5{х-Ах)у+14у]—(1Вх—5уу+ 14у) 
x= А-0 Ax 








= lim 18= +18Ac 二 3Szy 一 5Ary + 14у -183z +5ху-14у 


让 Tt 下 Ах 








= im (18 — 5у) = 18 - 5у 
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(2) 


12) 


(2) 














dz |182 -5rlyr Ауу +10 у+ Ау) | – (182 - 5ху+ 14у) 
= lim 
Эу aü Ау 
. 18r -5ху -5лАу+ 14у 14Ау- 18r + 5ху- 14у 
= jim 
ћу 0 Ау 
一 5zAy + 
= Ц A + liay lm(—5z+14)= —5у + 14 
ду—@ Ау Ау—*й 
z =3zx2y 
az _ [3{т + Ar) y]-3zr°y 
ка) fE- p МУ 
| 3.22y 士 6GrAzy -3(Ar)zy 一 3r?y 
ы Ат 
=i биАлу +3lAr) y 
ма Ат 


= Jm (блу + 3Ary) = бху 


дт _ im [Ззх?( + Ay)] - Зт?у 
ду А-0 Ay 











ar Aa Ах 

driy + 8гАху+4(Аг )?. 24122 

йг Ат 

. 8rAzy tálar)’ yt 

= lim 

pee Ағ 
= 1: 2 haga? 

Jim (82у +4A:zy")= Bry 











ду 47 Ау 
z z 2 1 2 2 2 
= lim Ary tRy уАу + 4х (Ау) -4r y 
ae0 Ау 





йип 822улу+ 422(ду)2 
ar Ау 


ü Jim (8z2y +4х2Лу) = Ва2у 
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6.1 边际 产品 


资本 边际 产品 (MPK 定义 为 ; 当 所 有 其 他 生产 要 素 都 保持 不 变 时 , 资本 的 很 小 改变 所 引 
起 的 产 出 量 的 变化 .已 知 生产 函数 : 
Q = 36KL - 2K° - 312 
ХЕ ЖЭТ Р 的 偏 导数 3Q/9K 即 吕 得 到 MPx .所 以 ， 


а 
МРк = 29 = 36L – АК 


对 了 于 劳动 ,类 化 地 有 ,MP; = 209/91. =36K 一 61. 见 问题 6.1~6.3. 
6.2 收 人 决定 乘 子 和 比较 静态 


偏 导数 在 推导 收入 决定 模型 的 各 种 乘 子 中 也 有 应 用 .在 内 生变 量 的 均衡 水 平 如 何 随 着 外 
生变 量 或 参数 的 变化 而 变化 的 问题 中 , 收入 决定 乘 子 起 着 重要 的 作用 ,我 们 称 该 研究 方法 为 比 
较 静 态 分 折 , 或 简称 为 比较 静态 ,在 第 十 三 章 中 将 给 出 更 详细 的 研究 . 

给 定 



































Y=C+I+6G+4+(X-Z) 
其 中 
C=Corir G=G Z= Z, 
I =l +aY X = Xo 
正如 问题 2. 19 一 样 , 用 简单 蔡 代 , 得 到 收入 的 均衡 水 平 . 


Y= — (C + Io + Go + Xo = Zo) (6.1) 
求 出 (6.1) 的 关于 任意 一 个 变量 或 参数 的 偏 导数 , BES h T ТАЕНЕ ЖЕР. БЕШ, ЖО ЕЕЕ 
3Y _ 1 


RAETH 





И ЕТА 89 ВУЗЕ НОУ / да 给 出 , h EEA, 
дҮ _ {1-6 —a)(0) - (Cy + LD + Got Xo- Z0)(— 1) _ Co t L + Go + Xo- Zo 








да (1=- в-а)? (1-6 - a) 
或 者 也 可 表示 为 

aY 1 ü 、 | 1 

Ja = 24 aC + To + Go + Xo- Zo) тр) 


又 由 (6.1) 推 得 
дҮ y 
da t-b-a 





见 问题 6.4 和 6.8. 
6.3 需求 的 收 人 和 交叉 价格 弹性 


需求 的 收入 弹性 e, 度量 的 是 : 当 所 有 其 他 变量 都 保持 不 变 时 , 收入 的 一 个 小 单位 的 变化 
率 所 引起 的 一 种 痪 品 的 需求 其 的 变化 率 .需求 的 交叉 价格 弹性 度量 的 是 ;当世 有 其 他 变量 都 保 
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持 不 变 时 ,一 种 商品 的 需求 其 对 另外 -种 商品 价格 的 变化 所 作出 的 相应 反应 .已 知 震 求 函数 


Qi = a — BP, + eP, + mY 


其 中 Y 表示 收入 , P: ARPER mK, ОКНА ЖЕУ 


-x РОУ 
YU Q Y ` эү у 


需求 的 交叉 弹性 为 


3Q1 , ӘР, _ 201 Р, | 





E5 ©, т Р, ` ӘР;\ Q! 
见 例 1 和 例 2 及 问题 6.18 一 6.21. 
例 1 已 知 牛排 的 需求 为 
Q, = 4850 - 5P, + 1.5P, + 0.1Y (6.2) 


其 中 了 = 10 000, P, =200 玉 叉 子 的 价格 为 P, = 100, 下 面 给 出 牛排 需求 的 (1》 收入 
弹性 和 (2) 交叉 价格 弹性 . 








Ж ei) 
-| (6.3) 
由 (6.2)， 
及 
Q, = 4850 - 5(200) + 1.5(100) + 0.1(10 000) = 5000 (6.4) 
代入 (6.3)， 


€y = 0.1(10 000/5000) = 0.2. 
由 于 ey<1, 该 商品 是 收入 缺乏 弹性 的 .对 于 给 定 的 国民 收入 增长 的 百分比 , Я 
品 的 需求 会 低 于 比例 地 随 之 增长 .这 样 一 来 随 着 经 济 的 扩张 , 该 商品 的 相对 市 场 占有 率 
将 会 下 降 , 婚 然 需求 的 收入 弹性 意味 着 市 场 潜力 的 增长 ,所 以 该 例 中 的 法 万 增长 是 有 限 
的 . 
(2) 





‚ = #9. °Р» 29.0 Pa) 
eT О, g Р, Е ӘР, \ р! 
HI(6.2),2Q,/9P, =1.5;8(6.4), Q, = 5000. 内 此 ， 


= р5/-100 | _ 
e = 1.5 жод] = 0.03 


对 于 像 牛排 和 叉子 一 样 的 替代 品 , о Q,/a Р, > 0, З ЕНЕ. 对 于 互补 品 ， 
有 92Q1/3P2<0 交叉 价格 弹性 为 负 , 如果 3Q,/3P,=0, 则 该 两 种 商品 不 和 相关. 
继续 例 1, 由 于 久子 价格 上 涨 10% 而 引起 牛排 的 需求 基 的 变化 率 估算 如 下 ， 





_ 29, . ЭР, 
s Q, ` P, 
整理 并 代入 已 知 的 参数 ， 
I _ IPs _ 
Q, = * Р, ` (0.03)(0.10) = 0.003 


牛排 需求 的 变化 率 3Q,/ О, 为 0.3% . 


6.4 微分 和 增 量变 化 


在 经 济 中 ,我 们 经 常 想 度量 一 个 自 变量 的 变化 (雇用 的 劳动 其 ,使 用 的 资本 其 销售 基 ) 对 
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所 以 ,如 果 z= (х,у), х 的 很 小 改变 划 对 x 的 影响 由 下 面 的 微分 给 出 ， 
dz = zdz 

大 些 变化 卉 的 影响 可 由 人 往 导 数 与 给 定 的 变化 基 之 积 来 近似 ,所 以 ， 
Az Аз z. Ат 


如 果 原 函数 z = flr, y) М ТЕЙ, 


dz _ åz 
dr Ат 

变化 的 影响 将 被 准确 地 度 其 为 
Ат = g År 


见 例 3、 例 4 及 06.9 一 5.17. 
例 3 厂商 的 成 本 与 两 种 商品 前 产 出 т 和 y 有关, 函数 关系 是 
TC = z2?2-— Ü.Szry + y? 
通过 微分 可 得 产 出 x 的 微小 增 量 所 引起 的 额外 成 本 
атс = (2x — 0.5у)ах 
大 些 增 基 的 成 本 近似 等 于 关于 x 的 偏 导 数 与 x 的 增 量 之 积 , 即 


АТС == Tehy 
h FITC/2x = MC, (r 的 边际 成 本 ), 上 式 也 可 写成 
АТС = МС„Ах 
ЖЕЛИ {Ж Эу x = 100, у= 60, Ах = 3, WI 
АТС œ [2(100) — 0.5(60)] = 510 








因 变 其 (成 本 、 收 益 , 利 润 ) 的 影响 .如 果 当 变化 量 是 -一 个 相对 小 的 量 时 , КОТЛЫ ТЖ. 


(6.5) 


例 4 假设 6.2 节 中 的 5=0.7,4a=0.1, Ү =1200. 于 是 可 用 微分 来 计算 任 一 自 变 堪 的 增 量 的 














АСЕ: 
гү | 1 
3Go l-b-a 
偏 微分 为 
1 
dY = ү 286 
在 线性 模型 中 , Фра, 
ЗҮ дү 
3Go AG 
AY = 一 二 一 Ac 
1-6 - 5 


如 果 政 府 增 加 开支 $100, 则 
元 1 
АҮ = 1—0 7—0. 1100) = 500 


6.5 经 济 学 中 多 元 函数 的 最 优化 


生产 食品 的 厂商 经 常 以 不 同 的 等 级 销售 同 种 商品 :优质 的 、 标 准 的 、 经 济 的 ;一 些 厂商 也 采 
取 这 样 策略 ;以 它 自己 的 品牌 销售 一 部 分 产品 , 以 一 个 大 的 连锁 店 的 品牌 销售 另 一 部 分 产品 ， 
服装 制造 和 设计 商 经 常 有 一 个 顶 极 的 品牌 和 为 打折 商店 制造 的 廉价 仿制 品 . 在 这 些 情形 下 ,过 
求 利润 最 大 或 成 本 最 小 必 涉 及 多 个 变量 . 所 以 ， 多 元 函数 极 值 的 基本 法 则 ( 见 5.4 节 ) 在 这 里 是 


必要 的 . 见 例 5, 例 6 和 问题 6.22~6.27. 
例 5 对 于 生产 两 种 产品 的 厂商 , 利润 函数 为 
т = 64z -2z + 42у — dy? + 32у — 14 
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Ж ЖЖ Н Bi ЯН m Bye Ц ko, 验证 利 调 确实 取得 最 大 : 
1. 求 一 阶 偏 导数 , 令 其 等 于 零 并 联 立 求解 r. у. 
л, =64 -4r + 4у = 0 (6.6) 
r, Sdr -8y + 32 = Ü (6.7) 
求解 得 到 , z =40, у= 24. 
2. 求 二 阶 直 接 偏 导数 ,并 验证 二 者 确实 均 为 负 值 ,因为 这 是 极 大 值 的 必要 条 件 .由 
{6.6) 和 (6.7) 得 ， 
л 三 一 人 Ty =—8 
з. 求 交 叉 偏 导 数 以 验证 确实 有 пп, >e y 成 立 . 由 (6.6) 和 (6.7) 得 ,r = 4= 
жы. 所 以 ， 
mamy > (x, )2 
(= 4)X— в) > (42 
32 >16 
在 х =40, y =24 时 , 利 泪 确 实 取得 最 大 .此 时 x = 1650. 
Bls 菊 断 竞争 市 场 中 的 厂商 为 获得 最 大 的 利 渔 ,必须 决定 其 产品 的 价格 .假设 该 厂商 以 两 种 
不 同 品 牌 提供 一 种 商品 , 其 需求 函数 分 别 为 


Qi =14 - 0.25P, (6.8) 
О; =24 - 0.5P, (6.9) 

联合 成 本 函数 为 
TC = Qi + 5Q,Q, + Q (6.10) 


简 泣 最 大 的 产 出 了 水平、 不 同 品牌 的 价格 和 利润 如 下 决定 ， 
首先 ,用 Qu Q, 建立 利润 函数 x .由 于 x = TR( 总 收益 ) - TC( 总 成 本 ), 而 总 收益 
为 PiQi+ PQ, 则 该 三 商 的 利润 为 
х= PQ + PQ- ТС 


将 (6.10) 代 入 ， 
х= РО, + PQ; - (91 + 5Q1Q2 + 02) (6.11) 
其 次 ,通过 以 О 求解 P, 确 定 (6.8) 和 (6.9) 的 反 函 数 ,所 以 ， 
由 (6.8) 有 
P, = 56—46, (6.12) 
H (6.9), # 
Р, = 48-20, (6.13) 
代入 (6.11)， 
z =(56 -4Q1) Qı + (48 - 20,)0, - 01—50,0›- Q? 
=56Q, - 593 + 489, - 3Q3 – 50,0, (6.14) 


ЖЕ, 用 我 们 非常 熟悉 的 法 则 求 (6.145) 的 最 大 值 ， 
zı =56—100,-50,=0 
п: =48 — 6Q, -SQi = 0 
联 立 求解 ,得 到 ;Q,=2.75, Q.= 5.7. 
为 进一步 确信 x 取得 最 大 , 求 二 阶 导 数 ， 
T =-10 xr»2=-6 A=~5= Ta 
由 于 二 阶 直 接 偏 导数 均 为 负 且 有 куто 2 (я)? 成 立 , 则 函数 在 驻 点 取得 最 大 . 
最 后 ,分别 将 Q =2.75,0,=5.7 КА(6.12) 106.13), 以 求 得 最 大 利润 的 价格 ， 
Pi = 56-4(2.75) = 45 P; = 48 - 2(5.7) = 36.6 
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品牌 1 的 价格 应 定 为 名 45, A 2 PS fiw E 5 $ 36.60, F EE 8 1 销量 为 275 个 单 
位 ,部 牌 2 的 销量 为 $.7 个 单位 .由 (6.11) 和 (6.14) 得 到 利润 
x = 45(2.75) + 36.6(5.7) – {2.75)? — 5(2,75)(5.7) — (5.7)? = 213.94 





6.6 经济 学 中 多 元 函数 的 约束 最 优化 


经 


济 问 题 的 求解 往往 需要 满足 一 定 的 约 东 (例如 ,在 满足 预算 约束 下 效用 最 大 , ИЙЛЕ 





是 生产 既定 产 出 的 最 低 配 额 要 求 下 成 本 最 小 ) .利用 拉 格 朗 日 函数 ( 见 5.5 节 ) 会 非常 容易 完成 
该 项 任务 . 见 例 7 和 问题 6.28 一 5.39. 至 于 不 等 式 约 束 见 第 13 章 的 四 规划 (13.7 节 ). 


例 7 


已 知 一 个 三 商 同 时 生产 两 种 商品 , 其 产 基 分 别 记 作 xz, у, 总 成 本 应 数 为 c= 8x? -xy+ 
12y , 且 已 知 该 厂商 受 合 回 的 制约 , 必须 提供 总 数 为 42 的 商品 组 合 , 即 满足 约束 +y 
=42. 
# зк CORET, RE a, ARKAA Е, 

C = Ba? - zy + 12y? + A(42- r- y) 








求 一 阶 贪 导数 ， 

C, =16z — y— 4 = № 

C, =- z +24у-А = 0 

Ci =42- z - у= (0 
КУЖ ‚Н z = 25,y=17, 及 和 =383. 由 于 元 = 383， 所 以 增加 一 单位 约 东 常数 或 生产 
配额 , 将 会 导致 增加 大 约 $ 383 的 成 本 . 罕 于 二 阶 条 件 ,请 见 12.5 节 必 问题 12.27(a). 


6.7 齐 次 生产 函数 


如 果 一 个 生产 函数 , 当 用 个 正 的 实数 上乘 以 每 一 个 输入 要 素 时 ， 该 常数 可 作为 因子 提 
出 来 , 则 称 它 为 齐 次 的 .如果 要 素 的 指数 为 1, 则 为 次 数 1 的 齐 次 函数 ;如 果 要 素 的 指数 大 于 1， 
则 为 次 数 大 于 1 的 齐 次 函数 ;如 果 要 素 的 指数 小 于 1, 则 为 次 数 小 于 1 的 齐 次 落 数 .数学 上 ,如 
果 对 所 有 的 正 实数 ,都 有 УСЕ, ву) = "у(х, у) RX, ШЖ z = (х,у) ARKË п НЭР 
数 , 见 例 &8 和 问题 6.40. 


例 8 


下 面 给 出 齐 次 函数 的 次 数 . 
1.2z=8x +9y 是 次 数 为 1 的 齐 次 函数 ,因为 
fkRr, ky) = Bkr + 9by = (Ву + 9y) 
2.2=22+ ху + у? 是 次 数 为 2 的 齐 次 画 数 , 因为 
fikr, ky) = (kz) + (Е) (ву) + (ky)? = k(x? + zy + y?) 
3.z= zy 是 次 数 小 于 1 的 齐 次 函数 , 因为 
fikx, by) = (kr)? l Ry) _ pot 4029304) — 697029304) 
4.z=2r/y 是 次 数 为 0 的 齐 次 函数 , 因为 
flkr,ky) = r = Ц 
5.z = r? +2xy+ y? 不 是 齐 次 函数 , 因为 到 不 能 作为 因子 提出 来 ， 
Fikr, ky) = (kz)° + 2 (kr) (ву) + (ву)? 
=k’? t 2hb2zy + k?y? = (hy 十 2ху + ky’) 
6.Q = AKL? 是 次 数 为 a+ 8 的 齐 次 函数 , 因为 
QRK. RL) = А(АКЭ) (АТ)? = АБК? — БАСАК) 





22 | 


Тр! 





y po 
因 = Л? = 1 


6.8 规模 报酬 
对 于 一 个 生产 函数 ,如果 当 所 有 要 素 以 给 定 的 比例 ， 增加 时 , 产 出 以 相同 的 比例 增加 , ШЇ 
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该 函数 表示 的 技术 是 不 变 规 模 报 酬 的 ;如 果 产 出 以 大 于 上 的 比例 增加 , 则 是 规模 报酬 递增 的 ; 
如 果 产 出 以 入 二天 的 比例 增加 , MERRE. R 2, 当 生 产 函 数 为 齐 次 的 , 其 次 数 
大 于 1 等 二 1 或 小 于 1 分 别 对 应 着 规模 报酬 递增 ,不 变 或 递减 . 见 问 题 6.40. 


6.9 柯 布 - 道 烙 拉 斯 生产 函数 的 最 优化 


经 济 分 析 中 经 常 引用 柯 布 - 道格拉斯 生产 函数 g = АКТА >0;0<a,B<1) 其 中 4 为 
产 出 其 ,KK 为 资本 其 ,上 为 劳动 其 .这 里 的 e( 产 出 的 资本 弹性 ) 度 量 的 是 , 当 L 保持 不 变 时 . 资 
本 变动 1 个 百分比 所 引起 q 的 变动 率 ;8( 产 出 的 劳动 弹性 ) 度 其 当 兵 保持 不 变 时 劳动 的 ] 个 
百分比 的 变动 所 引起 9 的 变化 率 .A 是 效率 参数 ,反映 技术 水 平 . 

= a+ 8=1 时 ,严格 的 林 布 -道格拉斯 生产 函数 代表 着 规模 报酬 不 变 . 当 a + 021 I$, J” 
义 的 材 布 - 道 冤 拉 斯 生产 函数 代表 着 规模 报酬 递增 ({ 当 e+ 8 >1) 和 规模 报 醋 递 减 Ca + B<1). 
例 10, 问 题 6.41 及 6.42 涉及 满足 预算 约束 的 柯 布 - 道 笋 拉 斯 生产 函数 的 极 信 ,12.5 节 中 讲解 
二 阶 条 件 . 在 问题 6.53~6.58 中 给 出 并 证 明 部 分 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 的 性 质 . 
例 9 (a) g=AKL FO) q=5K LO W- " 阶 和 二 阶 偏 导数 如 不 ， 
































(а) g= «АК* 11? q; = ВАК! 
4кк =а(а-1)АК IE а = ВВ 1)АК? 2 
Фк. = ВАК“ TILE? gn = aBAKs 11871 


(b) «к —2K 96 0.6 qı =3K"4L 04 
кк = 1.271696 фу = -1.2K 7 M 
qu =1.2К 961794  gg=L2K L’ 
例 10 已 知 预算 约束 为 $8108, Pk =3 及 P, =4, 广义 柯 布 -道格拉斯 生产 了 匡 数 为 g = 
K" ”15, 求 其 极 值 . 
Ж == 1. 建立 拉 格 朗 日 函数 . 
Q = KTS+A(t08— 3K — 4L) 
2. ЖИЕ О В ЕШ, 令 空 们 等 于 零 并 联 立 求 K, 和 La WERE, 








ЖЩ л), 
79 = Әк = 0.4K L зд = Ü (6.15) 
SR eQ, = 0.5K04LA5 да —0 (6.16) 
0 о = 108-3K -4L = 0 (6.17) 


E, 再 用 (6.15) 除 以 (6.163 以 消去 处 À. 


OAK 6 95 зд 
0.5K04L 05 4л 





L _0.75 - 
Kog L = 0.9375 


将 工 =0.9375K fŠ A(6.17),108- 3K ~ 4(0.9375К)=0 Ko=16 
再 将 Ko=16 fü A (6.17), Lo = 15 
例 11 我 们 可 以 用 微观 经 济 理论 中 熟悉 的 产 基 最 大 条 件 
MUk _ Pk 
MU, P, 
来 解决 例 10 中 的 问题 ,其 中 gq = KUL Pr=3, Pi =4, Ж B=108, 


904 -~ 


БЕЗДЕ А 





Й x= (a) 


_ š Ə А 0). 
MUk = SE = 0.407105 М, = SË = 0.5K 
代入 上 述 比 率 方程 ， 

QO4K "Ls 3 

0.5694 05 4 





R) 10 一 样 求解 ， 
O.8K L! =0.75 
L =0.9375K 
将 工 =0.9375K 代入 约束 方程 ， 
ЗК +41, =108 
3K + 4(0.9375К) =108 
Ko =16 Lo = 15 
其 结果 与 例 10 利用 微 积 分 求解 的 完全 相同 . 见 图 6-1. 
(b) 








6.10 不 变 替代 弹性 的 生产 函数 的 最 优化 


普 代 弹性 o 度 基 的 是 输入 价格 比 ( P, / Pk ?的 很 小 的 变动 率 所 引起 的 最 低 成 木 的 输入 比 
(K/L) 的 变动 率 . 


«к/) _d(K/L) 





K/L аР; / Pk) 
°  d(P,/Pk) K/L (6.18) 
P, / Pk P. / Px 


其 中 ба о. WR =0, 没 有 替代 性 ;两 种 输入 是 互补 的 ,并 必须 以 固定 的 比例 一 同 使 用 
ШЖ о = ,两 种 要 素 是 完全 替代 的 .如 问题 6.57 中 的 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 具有 等 于 1 的 
不 变 痊 代 弹 性 ,不 变 蔡 代 弹性 (CES) 生 产 函 数 具 有 的 蔡 代 弹性 系数 是 常数 的 ,但 不 一 定 等 于 1 
柯 布 -道格拉斯 生产 函数 只 是 其 中 的 一 个 合子 . 
不 变 蔡 代 弹 性 (CES) 生 产 函 数 可 一 般 地 表示 为 如 下 形式 ; 
g = A[aK Ë + (1 — a)L 8] Ve (6.19) 
其 中 A 为 效率 参数 , a 为 代表 相 戏 要 素 份额 的 分 配 参 数 , 8 为 决定 普 代 弹性 系数 的 分 配 参 数 ， 
Bb at L А, A >0,0<a<1 及 p> -1.CES 生产 函数 满足 预算 约束 的 极 值 在 例 12, 问 
题 6.43 和 问题 6.44 中 求 得 .在 间 题 6,59 -6.69 中 给 出 并 证 明 CES 生产 函数 的 重要 性 质 . 
例 12 R CES 生产 函数 
q = 75[0.3K 3 + (1 -0.3) 工 -9.4]-170.4 
满足 约束 АК +31. =120 的 最 大 值 . 
解 ”g 1. Урин 


Q = 75(0.3K ®t + 0.7L YS FA(120 - 4K - 3L) 
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2. 利用 广义 者 函数 法 则 , 检验 一 阶 条 件 . 
Qk =- 187.5(0.3K t + 0.7L 3 0.12K -4 = 0 


=22.5K 7 40.3K + 0.7L 9425 _ 41 = 0 (6.20) 
Q, =- 187.5(0.3K 94 + 0.7L ?50.28L-14) -31 = 0 

= 52.5174(0.3077* + 0.71704) 725 – ЗА = 0 (6.21) 
©, =120 ~ 4K - 31 = 0 (6.22) 


整理 ,再 用 (6.20) 除 以 16,.21) 以 消去 А. 
22.5К-14(0.3К794 + 0.7170*)725 дд 
52.5L7 40, 3K ®t + 0.71.79*)75:5 ЗА 





22.5K 4 
52.5 14 3 
ELAR, 
67.5K 1 =210L 14 
Kl =3,11L 13 
求 -1.4 根 ， 


K = (ЗИ) р = (3.11) #71}. 
利用 计算 器 , 得 到 ， 
К == 0.451, 
А (6.22). 
120 – 400.451) -3L = 0 La = 25 Ку = 11.25 


注意 “在 用 计算 器 求 (3.11) “7 值 时 , 先 输入 3.11, ве, вр е а 
定 为 负 号 后 输入 0.71, 最 后 击 [= | 键 便 得 到 (3.11) >= 0.44683. 


习题 解 等 
边际 概念 


6.1 求 下 列 生产 酒 数 的 各 输入 或 生产 要 素 的 边际 产品 . 
Ñ EF (a) О-6х?+3уу+2у? 


д 
МР, -59 - 12x +зу 


(b) Q=0.5K*- 2KL +12 
МРк = K - 2L 
MP, =2L -2K 
(cJ 0=20 +825 + 327 -0.252 +5y+2y -0.5% 
MP, =8 + fz — 0,75z2 
MP, =5 + 4y- 1.55? 
(d) О=т?*+2лу+3у5+ 1,5уе+ 0.222 
MP, =2x +2y 
MP, =2= + fy + 1.5+ 
МР, =1.5y + 0.4 
6.2 (а) 假设 问题 6.1(a) 中 的 y=4, 求 z=5 和 x=8 时 的 MP.. 
(b) 如 果 在 x =5,y=4 时 的 边际 收益 为 $3, 计算 xz 为 第 五 个 单位 时 的 边际 收益 产 
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WE EF (a) MP,=12z+37 
Шо r=5, у=4, MP,=12(5)+3(4)=72. 
(b) МЕР, = MP, (MR) 
当 x=5, y=4, MRP,=(72)(3) =216. 
№ т=В, y=4, MP,=12(8)+3(4)=108. 
6.3 (a) 总 成 本 为 с=3х*%+7х +1.5хту +бу+2у?, 求 不 同 产 品 的 边际 成 本 . 
(b) 4 ==5, у= 3 8, 2 x 的 边际 成 本 . 
ШО ОКЕ (a) 
MC, =€r + 7 + 1.5y 
MC, =1.5z +6 + dy 
щт=5, у 恒 等 于 3 时 的 т 的 边际 成 本 为 
MC, = 6(5) + 7+1.5t3) = 41.5 


收入 决定 乘 数 和 比较 静态 


6.4 已 知 一 个 三 部 门 收入 决定 模型 ,其 中 

Y=C+IDI +G Yd=Y-T ColoGoTo>0 0< %,!<1 

C =Co+bYd T = To + tY 
确定 一 个 单位 的 (a) 政府 开支 , (b) KAERA 税率 对 均衡 收入 水 平 影响 
的 幅度 和 方向 . 即 练习 比较 静态 分 析 确 定 政府 开支 乘 数 、 一 次 总 付 性 税 蓝 数 和 税率 乘 
Ж. 
解 те эж KE, К ЖИНИ A KP, 

Y =бу+ФҮ-ЪТу-— BtY + L + б» 


1 (6.23) 
{Co 7 bT o + io + Со) 





КНЛУ ННЯ Б. 
(а) 
ӘҮ _ 1 
dGo l-b+tht 
田 于 0<b<1,9Y/3Go>0,… 个 单位 政府 开支 的 增加 会 引起 均 癸 收入 水平 增加 17 (1 - 6+ Ыы). 
(b) 








一 个 单位 一 次 总 付 性 税 的 增加 会 使 国民 收入 下 降 bU- b+ br), 
(c) 由 于 + 出 现在 (6.23) 的 分 母 中 ,利用 除法 法 则 ， 
гү „Ос b + &)(0) — (Ca — PTo + D + Go) (8) 











а (l — b + ы)? 
Co blot Int Ga) -ь _ Co- PT + L+ Go) 
(1- b+ Ы) 1-р+ ë l АҒЫ 


所 以 .由 (6.23) 有 
Үү 
Jt 1-Ф+Ы 
一 个 单位 税率 的 增加 将 会 使 国民 收入 下 降 , Вар ву b+ Мм. 
6.5 已 知 一 个 简单 模型 





Y =C+ hb + G Yd= Y-T 

C = Co + bYa T= To 
其 中 税收 不 依赖 于 收入 ， 计算 政府 开支 变动 一 个 单位 折 引 起 均衡 收入 水 平 的 改变 .此 时 
政府 开支 的 变动 怡 好 被 税收 的 变动 所 补偿 , 也 就 是 , 用 比较 静态 分 析 方法 , 求 只 有 一 次 


ну ЕНЕВ 











6.6 


6.7 


总 付 性 税 存在 的 经 济 中 的 平衡 预算 乘 数 ， 
R e 
Y=C t b(Y - To) + Io + Go 


Y -76 - bTo + L + Go) 
ЯТЫ, rf (E ok Ж Л 
(6.24) 
税收 乘 数 为 
m= 26. (6.25) 


如 果 政 府 开支 与 税收 增加 的 数量 相等 , 政府 开支 增加 一 个 单位 对 平衡 预算 所 带 来 的 影响 为 (6.24》 与 
《6.25) 之 和 ,所 以 ， 








1 [=] 1___ь_ _ l-b 
1-6 01-60 1-5 1-5 1-5 


可 见 ,当政 府 开支 与 政府 税收 的 改变 量 恰好 相互 补偿 时 ,政府 开支 的 改变 量 对 均 生 收入 水 平 有 正面 的 
效应 , 旦 恰好 等 于 政府 开支 和 税收 的 变化 量 , 即 ,在 该 种 情形 里 , Ж ОЕ +1. 
给 定 Ү=С+ +G. Yd=Y-T 

C= Со+ bYd T=T+ Y 
рч теа 8 S [у Ж] ЭШЕ A K E P 3: 892058 К 
政府 开支 改变 恰好 被 一 次 总 付 性 税收 T. 的 变化 量 所 抵消 .也 就 是 说 , 在 税收 是 收入 的 
正 函 数 的 经 济 中 , 求 预算 平衡 乘 数 ， 


AY = 1 





W EF 由 (6.23)， 
Ү=[1/(1-ь+ь)](С,- bT, + Ia + Go). 
所 以 ， 
2Y i 
Ga -btk (6.26) 
ЗҮ -b 
ЭТ, 1-8 + bt (6.27) 
政府 开支 和 一 次 总 从 性 税 的 各 自 一 个 单位 的 变化 对 了 的 复合 效应 为 (6.26) 和 (6.27) 之 和 ,所 以， 
一 1 l -b | 1-Р 
AY | 





“1-э+ы lI +h -bG 
B31-5<1-5+b,BrEL AY 为 正 且 小 于 1. 在 税收 正 相关 于 收入 的 模型 中 ,政府 开支 与 一 次 总 付 
性 税 的 相同 的 改变 给 均衡 收入 水 平 带 来 正 效 应 的 变化 , 但是， 效应 小 于 政府 开支 的 初始 改变 . 由 于 税 
收 的 总 变化 量 {AT AT, + tA&Y) 大 于 Go 的 变化 量 , 所 以 这 里 的 溢 数 小 于 荆 
Е 

Y =C+ D + G + X; - Z T = To + zY 

C = Со + bYd Z = Za + zYd 
其 中 .所 有 的 自 变量 为 正 , ОСЬ, з, а А (a) 出 口 .(b) ”自由 进口 
Жс) 一 次 总 付 性 税 的 改变 对 罗 衡 收入 水 平 的 效应 . 即 是 ， 作 比 较 静 态 分 析 , 求 出 口 、 
自由 进口 和 自由 税 的 乘 数 , (注意 Z= ғу,). 
M s= 均衡 收入 水 平 ， 

Y = Co + 5(Y — To- Y) + I + G; * Xo- Za- z(Y = Ta- tY) 


7 1 
y "Y-PA a h k Co- PT + D + Ga + Xo- Za + eTo) 





зҮ _ 1 
(a) 2Х, 1- p+btie u”) 


HB F0<5, < 1,1—1 ЖУ НГТУ Y AER. 
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ЗҮ -1 
(b) Za 1 otrore a} 
自由 进口 量 的 增加 会 导致 子 的 减少 . 





2Y _ zb 
£e) PT. 1- bibr+te mC} 


HT — Es] АНЕ Т 0 ТЕ] = 88396 R P AA DRR b, BD z< 5, z - b < 0. АНЕ 
导致 国民 收入 的 下 降 , 正 如 (6.27) 所 示 , 但 由 于 * 在 分 母 上 的 出 现 ,加 剧 了 国民 收入 的 下 降 效应 . 当 进 
口 的 边际 倾向 为 正 时 ,增加 税收 将 减少 进口 资金 的 流动 ,从 而 前 屏 增加 税收 对 均衡 收入 水 平 的 负 效 
应 ， 

6.8 RHE 6.7 中 的 一 单位 进口 的 边际 倾向 z 对 了 的 效应 


解 Tea (Q -b+ bt + z — r)i Ta) — (Co — bTo + Iot Ga + Xo- Z + zTo)(1 - :) 
(1-—- b + bt + z — u) 








To Y(1- 2) 
1-b+bt+z=- mt 1-ф+Ёёи+:- 
_ = [Y- (Ta + 地 - Yd 





1 -— b+ bt + z — z£ TI prbh un“? 


ЖЕ as 


69 Y=C+it+rG Yd=Y-T  Ca=100 1=90  b=0.75 
C=CotbYd T=To+ttY Go=330 Ti=240 :=0.20 
(а) 什么 是 均衡 收入 水 平 ? (b) 政府 开支 增加 至 50,{c) 自由 税 Т, Bl y sO B Y 
的 变化 是 多 少 ? 
Ж EF (ay 由 (6.23), 有 








= 1 
У = тр gCo ВТ + I + Go) 
аа _ _ 
= 595 70 ЛЫ эй L 100 — 0.75(240) + 90 + 330] 
= 745000 - 180 + 90 + 330) = 2.5340) = 850 
СЪ) 如 时 政府 增加 开支 50, ДЇ 
ау on l _ _ 
AY = эб-Або= Ty T (50) = 2.5(50) = 125 
(c) ”如 困 自 由 税 T, 增加 50, Hj 
—_ aY -0.75 
AY = тА зүү 50) = — 0.75-+ 0.15(0.200 (50) 


=—1.875(50) = - 93.75 
6.10 ”如 果 问题 6.9(a) 中 的 充分 就 业 收 入 水 平 Y, 39 1000, 而 政府 想 要 改进 ,应 该 改变 多 少 
(а) 政府 开支 或 人 b) Ë HË? 


解 ЕР (2) ПЕНЗЕ АТВ Ж (1000) $ S ИНЖ + (850) H 3538. 所 以 ,期 望 的 
АУ = 150, 代 入 问题 6.9(b) 的 公式 


АҮ = 





150 = 2.54G0 Абу = 60 
增加 60 元 的 政府 开支 将 会 使 收入 增加 150. 
(b) 如 果 收 府 想 通 过 改变 自由 税 来 达到 充分 就 业 , 由 问题 6.9(с), 5 
АҮ = FAT 
150 = – 1.8754To АТ, = - 80 
政府 应 该 削减 和 0 元 的 自由 税 . 
6.11 (а) ”如果 和 采纳 问题 6.10(a) 的 政策 , (b) 如 果 采 纳 6,10{b) 的 政策 ， 出 解释 对 政府 赤 
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字 的 效应 ， 
W EF (а) 政府 的 财政 状 沉 是 由 收入 工 与 的 着 决定 的 .在 初始 的 收入 水 平 850 E, 
T = 240 + 0.2(850) = 410 Go = 330 T- бу = 410 – 230 = 80 
收 府 结余 80. _ 
如 果 政 府 增 加 60 元 的 支出 ,但 税收 也 随 着 收入 的 增加 而 增加 , 由 于 各 了 = 150, АТ =0.2(150) = 30, 
随 着 开支 增加 60 元 ,财政 收入 增加 30 元 , 从 而 政府 刺激 经 济 以 充分 就 业 的 兆 成 本 只 有 30 元 .在 新 
的 立 =1000 Е, 
T = 240 +0,2(1000) = 440 Ga = 330 +60 = 390 T - Gy = 440—390 = 50 
政府 结余 由 80 元 下 降 到 50 元. 
(b) 如果 政 府 将 Т, 削减 90 元 ,起 初 的 税收 下 降 ВО 元 .但 由 于 AT =0.2(150) = 30, 作用 在 收入 上 
的 150 元 刺激 效用 对 税收 有 正 的 效应 .故此 用 前 城 自由 税 的 政策 以 刺激 经 济 这 到 充分 就 业 的 净 成 本 
为 绚 元 .政府 财政 结余 减少 到 30 元 : 
T = 160 + 0.2(1000) = 360 Со = 330 T - Go = 360 - 330 = 30 
6.12 (a) ”如果 问题 6.9 中 的 比例 税 增加 10% ,收入 至 会 有 和 何 变化 ? 
(b) 如果 打算 改变 原来 的 20% 的 边际 税率 以 达到 Y, = 1000, 应 变动 多 少 ? 


# 07 (a) 如 果 比例 税 增加 10% ， 


A: = 0.10(0.20) = 0.02 
收入 改变 量 为 


将 问题 5.4(c) 中 的 式 于 代入 ， 





不 同 于 各 变 基 的 改变 , 参数 的 变化 将 改变 和 溢 数 的 值 ， МТ РАЗ Т-К РУ. 
AY == =0.75(850) 0 02) = — 31.88 


(b) 政府 打算 提高 收入 150 元 ,将 AY=150 代入 上 述 方程 ， 
150 „=5-15(850),, 


Ар =- 0,09 
应 该 大 约 降 低 税 率 0.09. 新 的 税率 是 11% 左右 (0.20 -0.09=0.11).， 
6.13 给 定 
Y =C + [I + Go + X, - Z T = To + гҮ 
C = Со + БҮЙ Z = Z, + zYa 
其 中 


b=0.9 +=02 Co = 125 
Xo=150 20= 55 h=92.5 
z =0.15 To=150 С = 600 
计算 (a) ”均衡 收入 水 平 , (b) 自由 出 日 X 增加 60, 对 了 产生 的 效应 ,及 (ec) 
自由 进口 2, 增加 30, 对 了 产生 的 效应 ， 
# sp (a) 由 问题 6.7, 有 


— 1 ' 
Y =i pi re Z Се To + l + Go + Xo- Zi + zT) 








1 
"1-09+0902) 101 O50 2) L 125 = 0.9(150) + 92.5 + 600 + 150 — 55 + 22.5] 
=2.5(800) = 2000 


_ 2Y 1 
b = = = = 
(b) AY = АХо= ттт 2752060) =2.5(60) = 150 





-100 - 


Ж 
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„зҮ тр =- =-75 
(с) AY = 37-400 КҮ + F (30) 2.5(30) 


如 果 问 题 6.13 中 的 充分 就 业 收入 水 平 为 2075, 则 为 达到 此 目标 , (а) 政府 应 该 增加 
多 少 开支 ? (b) 应 该 前 减 多 少 自由 税 ? 
# К> (а) 政府 开支 对 国民 收入 的 效应 为 


ЗҮ 
AY - 36:46 
代入 AY =75, 
— l _ _ 
75 = тру g = 2.5AG, AG, = 30 
y 2Y 
(b) АЎ = yr ATo 


z-b 
l1-— b+ bt + z — ж: 


政府 应 该 削减 自由 税 40 元 . 

在 问题 6.14 中 , 政府 为 了 达到 充分 就 业 的 目标 ， 如 果 采 用 (a) 增加 开支 或 (b) 减 税 
的 政策 , 计算 给 财政 多 字 带 来 的 影响 ， 
# т> (a) 如 果 政府 增加 30 的 开支 ,出 政府 财政 赤字 首先 增加 30. 然而 ,由 于 АУ=75,АТ = 
0.2(75)=15, 国民 收入 因此 增加 75, 税收 收入 增加 15. 所 以 政府 采取 该 政策 的 净 成 本 为 15 元 (30 — 
15= 15), 它 即 是 对 赤字 的 效应 . 
(b) 如 果 政 府 前 减 自 由 税 和 0, 则 税收 收入 普 先 下 降 和 ,但 是 收入 由 此 而 增加 75, 从而 税收 增加 15. 所 
以 政府 这 一 政策 的 净 成 本 为 25(40 一 15= 25), 政 府 未 字 恶 化 了 25. 
计算 问题 6.14 中 的 (a) 政府 增加 开支 及 (b) 减 税 对 支付 平衡 产生 的 效应 . 
解 F (a) 由 了 于 8B/P=X~2Z, 将 问题 6.13 中 的 式 子 代入 ， 

B/P = Ху- (Zo + zYd) = X, - Za- zY – To + tY (6.28) 
因为 政府 增加 30 开支 ,AY= 75. 往 意 到 , Y 是 (6.28) 等 式 右 边 惟 一 的 变量 ,有 

A(B/P) =- (75) + (75) 
КА z=0.15, z =0.03, А(В/Р)= - 
(b) 当政 府 削 焉 40 的 自由 税 时 ,AY= 75.1 (6.28), 
A(B/P) =- (75) + z(- 40) — (75) =- 15 

在 增加 可 处 置 收 入 方面 , 减 税 比 增加 政府 开支 有 更 好 的 效果 . 可 处 置 收 入 的 增加 会 引起 更 多 的 进口 
和 更 严重 的 支付 失衡 . 


估算 问题 6.13 中 的 边际 进口 倾向 下 降 一 个 百分点 对 了 所 产生 的 影响 . 





75 = A Ta 一 一 1.875ATo A Ta = – 40 








Ж кР 
AY ~ д, 
空 

将 问题 6.8 中 的 式 子 代入 ， 

_ - Ya 

АҮ = l bi bta- get 
其 中 

Yd = Y - T, - tY = 2000 – 150 — 0.2(20005 = 1450 

所 以 ， 





已 知 Q=700-2P+0.02Y, 其 中 =25, Y =5000. Ж(а) 需求 的 价格 弹性 , (bp) 需 
求 的 收入 弹性 ， 


FAR үн Ел» 











Ij P | 
Ш um (O - о. 
其 中 

3Q/3P = -2.Q = 700 - 2(25) + 0.02(5000) = 750. 

所 以 

| 25|_ 

e =-2[ 25] =- 0.067 
0 

(b) ey = 9 (2 Zj 0.02 5000) = 0.133 


6.19 ЕЯ Q-400-8p+005y 其 中 P215 Y= 12 000. 求 (ay 需求 的 收入 弹性 ,(b) 
在 收入 每 年 增加 5% 的 假设 下 , 产 出 的 增长 潜力 .(e) 评价 产 出 的 增长 潜力 . 


Ж EF (a) 0-=400-8(15)+0.05(12 000) = 880， aQ/3Y=0.05. Ц, 


СӘ үү. „120001 
ey = 26| 5 } = 0.05| 12000) _ 0.68 
(Ъ) 3+9 
整理 并 代入 已 知 的 参数 ， 
д дү 
zQ = ey T = 0.68(0.05) = 0.034 
需求 将 增加 3.4%. 





(c) 由 于 0< еу < 1, 需求 将 随 着 国民 收入 的 增加 而 增加 , 但 是 小 于 比例 的 速度 增加 , 所以, 当 需 求 绝 
对 地 增长 时 ,在 扩张 的 经 济 中 , 商品 的 相对 市 场 份 额 将 会 下 降 . 如果 e,>1, 对 商品 需求 的 增长 速度 
将 快 于 经 济 的 扩张 ,而 且 , 其 市 场 份额 增加 ,如 果 ey<0, 对 商品 的 需求 将 随 着 收入 的 增加 而 下 降 . 
6.20 Ë I Q, =100— P, +0.75P,-0.25P;+ 0.0075 Y, fÉ P, = 10, Р,= 20, P, =40, 及 了 
= 10 000, Q, =170 Е, какы ае ERNE. 
en = 201 Р, | 
121 = 
eja де Ë= -0. 25| 4) = - 0.059 
6.21 已 知 Qi=50-4P -3P:+2P3+0.001Y 在 Ру=5,Р,=7, Рз=3,  Ү =11 000, 
Ә,=26 时 , (а) 利用 交叉 弹性 决定 商品 1 与 其 他 商品 的 关系 .(b) 分 别 考察 其 他 商 
癌 的 价格 上 涨 10% 对 Qi 的 影响 . 
Ж ғ (2 en= 5336) = -0.81 en=2{ 2] =0.23 
由 于 epi Bm 1 2 А.Р, 的 上 涨 将 会 导致 QQ 的 下降. 
由 于 et: 为 正 ,商品 1 和 商品 3 是 可 替代 的 . Р, 的 增加 将 会 使 Q. EH. 


29; ӘР 
(b) ， о Q Тр, 


= 0. 75| = 0.088 


22) = 





整理 并 代入 已 知 的 参数 ， 


QP 
Q, = fr P, “7 9-81(0.10) =—0.081 


如 果 Р. 增加 10% Q, FEE 8. 1%. 


dP, 
Q “u Tp = = 0.23(0.10) = 0.023 


ШЖ P, EBE 10% ,Qi 将 增加 2.3 儿 ， 
求 经 济 函 数 的 极 值 


6.22 已 知 一 个 企业 生产 两 种 商品 x 和 y, 其 利润 函数 为 x = 160x —32 —2ду—2у° + 120у 
一 18 


“102 


ЖОШ ФИЛИ: 








6.23 


6.25 


(а) 求 最 大 利润 , (by 检验 二 阶 条 忻 , (ce) KRAER НИН. 





Ж EF (а) x. =160-6z-2y=0 x,= 22 -4у+120=0 
联 立 求解 ， 
г= 20 y=20 
(b) 求 二 阶 偏 导数 ， 
me =-6, Ny  к„=-2 
由 于 二 阶 直 接 坊 导数 为 负 , 且 z r >y) ,所 以 ,x 在 z=y=20 处 ,达到 最 大 值 . 
(с) x = 2782 
БЯ r=25z- z2—- ху- 252+ 30у – 28. Ж] 6.22, 
М F(a) х,=23-22-у=0 x= -2-4у+30=0 
ЖЫ, 2=10, у= 5. 
(t) mam 2 n 5-4 xl 
由 于 x Ñx AA, B z x >(х)°,х 有 最 大 值 - 
(e) п = 172 
-TER EAEN A x, у, 它们 的 需求 函数 分 别 为 
z =25-0.5P, (6.29) 
у =30 – P, (6.30) 
总 成 本 函数 为 
c = z? + 2zy + y? + 20 (6.31) 


求 (a) 利润 最 太 的 产 出 量 , (b) ”利润 最 大 的 价格 及 (c) PAR. 
解 ке (з) HF r=TR,+TR,-TC, Вр, 


r = Pat P.y — е (6.32) 

由 (6.29) 及 (6.30), 有 
P, =50 - 2< (6.33) 
P, =30- y (6.34) 


代 和 人 (6.32)， 
т =(50-2т)х + (30 — y)y - (z2+ 2ху+ у? + 20) 
= 50r – 327 + 30y — 252 — 2xy — 20 | (6,35) 
(6.35) 最 大 化 的 一 阶 条 件 ， 
x, =50-бх-2у=0 r=30-4y-2r=0 
联 立 求解 ,= = 4. 检 验 二 阶 条 件 , re = - 6, ru = -4 及 л = -2 AFORAS ИЕ 
负 , 且 rrw> (ry Y RE, M z 达到 最 大 值 ， 
(b) 将 了 =7,7=4 代 人 (6.33) 及 (6.34)， 
Р„=50—2(7)=36 Р, = 30 — 4 = 26 
(с х7, у=4 {%А(6.35),х = 215， 
已 知 两 种 商品 的 需求 函数 分 别 为 
г =50—-0.5Р„ (6.36) 
y =76— Р, (6.37) 
总 成 本 函数 为 
с = 3хл*+2ху + 22 + 55. 
求 利润 最 大 的 (a) 产 出 ,(b) 价格 , (с) ARKE. 
解 Em (a) 由 (6.36) 及 (6,37), 有 
P, =100 -2x {6.38) 
P, =76—у (6.39) 


AE ”经 济 中 的 多 元 画 数 徽 积分 
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6.27 


КА r= P.r+ Py e, 
m = (100 – 2г)х + (76 — y)y — (30° + 22у + 2у° + 55) 

-100z — 522 + 76у — 3y? — 2 zy — 55 | (6.40) 
(6.40) 89 ИН, 

л, = 100- 10x -2y=0 x = 76-6у-2= = 0 
联 立 求解 ,得 ;rz =8,y= 10. 检 验 二 阶 条 件 , re = -10,л„= -6, х= -2, 因 为 x， х„<0, B 
mam > (Xs, 则 在 驻 点 取得 最 大 值 ， 
(b) 将 z=8,y=10 代 入 {6.38) 和 {6.39), 

Р, = 100 – 208) = 84, Р, = 76 - 10 = 66 

(с) 由 (6,40) 有 ,x = 725. 
已 向 一 个 歼 断 厂商 生产 两 种 商品 的 需求 函数 分 别 为 


О, =49 1- ФР, (6.41) 


1 


©, =36 – 2 


总 成 本 函数 为 c= Qi +2Q,Q; + 07+ 120. 
求 利润 最 大 的 (a) E, (Ь) 价格 ,人 ce) 利润 水 平 . 


Ж 87 (а) EADE., 


Р, (6.42) 


Р, =74-1.59, (6.43) 
Р, =72 -2Q， (6.44) 
代入 х= PiQi+ PQs- с, 
z = (74 - 1.5Q1)Q, + (72 - 2Q;)Q; - (QI + 2Q I Q, + Q4 + 120) 
=74Q, -2.5Q1 + 720, - 302-2010 - 120. (6.45) 
《6.45) 服 大 的 一 阶 条 件 为 
лу = 74-50,-20;=0_ x = 72 — 6Q; - 2Q, = 0 
联 立 求解 得 , Q = 11.54, 0; = 8.15. 检 验 二 阶 条 件 , ri = -5<0,л5=-—6<0.хь—--—-2,Н 
пит (zi 所 以 在 驻 点 处 取得 最 大 值 . 
(b) ЖАҢА. (6.43) (6.44), 
Ру = 74 - 1.5(11.54) = 56.69 Р, = 72 — 2(8.15) = 55.70 


(с) х= 600.46 
当 两 种 商品 的 需求 函数 分 别 为 
Q, =5200 – 10Р, (6.46) 
Q; =8200 - 20Р, ` (6.47) 
БЖ у 


c = 0.1Q1 + 0.100, + 0.292 + 325 
求 利润 最 大 的 (a) 产 出 , (Ь) 价格 , (с) MEKE. 
WW EF (а) 由 (6.46) 及 (6.47) 有 ， 
Р, =520 – 0.1Q; (6.48) 
| P, =410 ~ 0.050; (6.49) 
所 以 ， 
x = (520 - 0.101)9, + (410 — 0.05Q;)Q; - (0.102 + 0.1Q1Q; + 0.292 + 325) 
| =520Q; - 0.291 + 4109, ~ 0.25@ — 0.1Q, Q, ~ 325 (6.50) 
求 (6.50) 的 最 大 值 
m = 520 -0.40,-0.10;=0 x; = 410 —0.5Q> - 0.1Q, = 0 
联 立 求解 ,得 Q = 1152.63, 0, = 589. 47, 检验 二 阶 条 件 , x = -0.4<fra= -0.5<0 
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01-1, НВ mitma > (ma)? У, В xz 在 驻 点 处 取得 最 大 值 . 
(b) 代 人 (6.48) 及 (6.49)， 
P, = 520 — 0.1(1152.63) = 404.74, P; = 410 — 0.05(589,47) = 380.53 


(e) к = 420 201.32 

经 济 中 的 约束 最 优化 

6.258 已 知 一 个 企业 以 配额 + + y= 36 生产 两 种 商品 ,总 成 本 函数 为 ec=6z2+10 刀 一 zy+ 
30. 


(а) 应 该 以 何 种 组 合 安排 生产 以 使 成 本 最 小 ? 
(b) ”如 果 生 产 配额 减少 一 个 单位 , 成 本 会 有 什么 变化 ? 
ШО ЮР (a) AERAR УИ РЕЖЕ 并 与 原来 大 目标 函数 相 加 ， 
C = бл? + 1032 -ry+30+A(34- z — у) 

С. = ]2z-—y- À = Ü 

C,=20y- z- A = 0 

CO, = 34- z- y = 0 
联 立 求解 ,得 r =21, y =13 Ж А =239. 所 以 ,C=4093. 在 12.5 节 中 讨论 二 阶 条 件 ， 
(b) 由 于 4=239, 所 以 约束 常数 (生产 配额 ) 减 少 一 个 单位 ,将 引起 成 本 大 的 降低 239. 

6.29 已 知 一 个 三 南 的 总 利润 函数 为 x = 802 - 2r- ry- 3y + 100y, 最 大 的 产 出 能 力 为 z 

+ y= 12, 
(а) ”为 了 获得 最 大 的 利润 ,该 厂商 应 该 以 什么 样 的 组 合 来 安排 生产 ? 
(bb 如果 产 出 能 力 扩 大 一 个 单位 , 则 对 利润 有 和 何 影响 ? 


解 EZ (а) П =36z-2z22-y-352+100y+ 202 а-у) 





П, =80-4=-у-л = 0 


П =-= -6y +100- a = 0 

Ц, = 12-=-у=0 
联 立 求解 ,得 ,> = 5, y= 及 =53, 所 以 ,x = 868. 
(bh) 由 于 2=53, 增 加 一 个 单位 的 产 出 能 力 会 导致 利润 大 约 增加 53. 

6.30 一 个 农场 主 的 利润 函数 
m = 110<x - 3r? ~ 2ry ~ 2у? + 1405 

.其 中 z 为 牛排 的 片 数 , у 为 牛皮 的 数 重 . 由 于 每 一 头 牛 都 硝 两 片 牛排 一 张 皮 , 所 以 产量 
必须 满足 下 面 的 比例 关系 ， 


2 一 了 r =2у 
НЕЕ, н -Е КЇН ХУ ДН? 
解 == 
П =їїбє - 32? - 2гу- 2y? + 140y + A (z - 2y) 
[[,=110-6z-2y+a=0 
[l ,=- 2r -47+ 140-24 = 0 
Il, == -2y = Ü 
联 立 求解 2-20, у=10, Æ A= 30 所 以 ,r= 1800. 
6.31 一 个 企业 大 成 本 函数 为 ;jc=Sr2+2xy+352+800 
(а) 求 其 满足 生产 配额 x + y= 39 的 最 小 成 本 . 
(b) 如果 生产 配额 增加 到 40, 则 成 本 增加 多 少 ? 





6.33 
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解 tF (a) С=5х*+2гу +3у5 +800 + X (39— = y) 
C, =10= +2у- À = 0 
C, =2r +6y- À = 0 
Сб,=39-х-у=0 
Жз ЖИН. т = 13, у = 26, А = 182, Ж с= 4349. 
(b) 由 于 =182, 疡 以 增加 一 个 单位 的 配额 将 导 到 成 本 大 约 扩大 182. 
一 个 半 断 企业 生产 两 种 商品 x Жу, 它们 的 需求 函数 分 别 为 
zr =72 -0.5P, (6.51) 
z =120 - P, (6.52) 
总 成 本 函数 为 c= xz?+ ryty’ + 35, 最 大 的 总 产量 为 40, 即 z + у= 40. 
RARA 产 出 ,(b) 价格 ,(cy 利润 水 平 . 
Ж EF (ay 由 (6.51) 及 (6.52) 


P. =144 - 22 (6.53) 

P, =120- у (6.54) 
所 以 ， 

w = (144 —2z)z + (120 ~ у)у- (z? + ту + y? + 35) 
=144х - Зх? ~ zy — 2y? + 120y — 35. 
结合 约束 
H = 144z – За? — zy ~ 2y? + 120у — 35 + A(40— z - y) 

ЯЫ, 


П, =144-6в=-у-А = 0 


П. =- х-4у+120-А = 0 


у 
П, =40-=-у= 0 
求解 得 ,z=18,y=22, 及 大 = 14. 
(b) ҖА{(6.53)4(6.54), 
e = 144 ~ 2(18) = 108 Р, = 120 - 22 = 98 
(с) л = 2861 


一 个 三 轮 脚踏车 的 生产 厂商 每 销售 一 个 车 身 构 架 (y), 销售 两 个 轮胎 (x), 所 以 


х/3 = у, = = Зу 


ЖЖ ЖА A 
z =63—0.25Р, (6.55) 
y =60 — ir, (6.56) 
Ж 5 


| с = z? + zy + у? + 190 
求 利 渔 最 大 的 {a) 产 出 ,(b) 价格 及 (ec) HEKE. 
Ж EF (由 (6.55) 及 (6.56) 


P, =252 -- 4z (6.57) 
P, =180 — 3y (6.58) 
所 以 ， 
т = (252 - 4r)z + (180 - Зу) у — (r? + жу + у? + 190) 
=252х - 52? — zy + 180y – 190 — 4y? 
ТУНУ В H вай 


П = 252r — 5z? — zy- 4у? + 180у – 190 + Atx - Зу) 


* 105° 


* 106 · 
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6.35 


所 以 

П[‚=252-10г-у+4=0 ||, =- = -8у + 180-3 = 0 П, = =-3у = 0 
i,r =27,у=9, Ж А = 27. 
(b) (6.57), (6.58), Р, = 144 和 Р, = 153. 
(е) я = 4022 
在 问题 4.22 中 ,我 位 讨论 了 :一 个 生产 可 以 在 不 同市 场 上 销售 的 单一 产品 的 厂商 , 在 
价格 歧视 与 否 的 情形 下 , 如 和 确定 利润 最 大 的 产 出 水 平 .给 定 的 子 市 场 的 需求 函数 为 


О, =21 - 0.1P， (6.59) 
Q: =50 - 0.4P; (6.60) 
成 本 函数 为 
C = 2000 + 100 
其 中 
Q = Q + Q, (6.61) 


刊 用 多 元 函数 微 积分 检验 问题 4.22 中 的 结论 . 
Ж ТЕ 由 (6.59),(6.60] 及 (6.61)， 
Р, =210— 100, (6.62) 
Р, =125 - 2.50, (6.63) 
с =2000 + 10Q + 10Q; 
在 价格 歧 杭 的 情形 下 ,不 同 的 子 市 场 开 不 同 的 价格 , 邵 , p AP ҮШ, 
ж = (210 - 10Q1)Q; + (125 - 2.59,) Q; – (2000 + 100, + 10Q;) 
=200Q, – 100] + 1150, - 2.502 — 2000 
Ei 9, 
m = 200- 200, =Ü х,=115-50,=0 
所 以 , Qi- 10, Q, = 23. {А (6.62) (6.63), Р, = 110 Ж P, = 67.5. 
在 没有 价格 歧视 的 情形 下 ,两 个 子 市 场 开局 一 价格 , 即 ,P;= 已 ,将 (6.62} 及 16.63) 代 入 ,得 ， 
210 - 10Q =125 -2.5Q， 
2.5Q; - 10Q = - 85 
整理 .上 式 , 并 作为 约 东 构 井 新 的 函数 ， 
П = 2009, - 109 + 1150, -2.50}- 2000 + А(85 — 100; + 2.50») 


` 


所 以 ， 
П, =200 - 200, - 103 = 0 
IL, =115-5Q:+ 2.54 = 0 
П, =85—-100,+2.50, = 0 
18,0,=13.4,.0,=19.6, A= -6.8, 代 入 (6.62) 及 (6.63)， 
P, =210 – 10(13.4) = 76 
P; =125 – 2.5(19.6) = 76 
Q = 13.4 + 19.6 = 33 
验 让 同 题 4.23 的 答案 .已 知 
Q, = 24 ~ 0.2P, ©; = 10 – 0.05P; c = 35 + 400 
其 中 
Q = Qi + Q; 
解 ЕР 由 于 给 定 的 信息 ， 
P, = 120 ~ SQ， (6.64) 
P; = 200 — 20Q; (6.65) 
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с = 35 + 40Q, + 400, 
在 价格 歧视 干 ， 
z = (120 一 5 和 QQ + (200 - 200,)0; ~ (35 + 400; + 400;) 
=80Q, - 501 + 1600, - 2003 – 35 
所 以 
ху = 0-100=0 я, = 160- 40Q: = 0 
有 9,=8, Q= 4, P= 80 Ж P,=120. 
如 果 没 有 价格 歧视 , 则 P. =P;. 由 (6.64) 和 (6.65) 化 入 ， 
120 - 5Q, =200 – 200» (6.66) 
20Q, - 59; =80 
把 (6,66}) 作 为 约束 ,构造 新 的 函数 ， 
П = 800, – 5Q? + 1600, – 2002 - 35 + А(80 + 5Q, — 200) 
所 以 ， 
П, =80- 109; +50 = 0 


П, = 160 - 400 - 203 = 0 





П, =80 + 50, – 200, = 0 
Ж,О\=6.4,0,=5.6 Ж А= -3.2. 代 入 (6.64) 及 (6.65)， 
Р, =120 ~ 5(6.4) = 88 
P; =200 — 215.6) = 88 
Q =6.4+ 5.6 = 12 
6.36 (а) 当 Pi=l,Pz=4 及 某 人 的 预算 B= 120, RAM U = Q.,Q. RK. 
(b) 估计 增加 一 单位 的 预算 的 效应 . 
Ж кез) 预算 约束 为 Qi +40, =120, 构造 新 的 函数 ， 
U = QQ +4(120 - 9, – 49,) 
所 以 ， 
Л =0;-4=0 U, = Q; - 4А = 0 U, = 120- Q, - 49, = Ü 
#,Q I=60,Q.=15, 8 À = 15. 
(b) 由 于 =15, 增 加 一 单位 的 预算 将 导致 效用 增加 大 约 15, 所 以 ,在 豆 | = 60, Q, = 15 处 ,一 元 钱 
的 边际 效用 近似 为 15. 
6.37 (a) 求 满足 Pi=10, P, =2, B=240 的 最 大 效用 U = Q ,Q.. 
(b) 一 元 钱 的 边际 效用 是 多 少 ? 
Ж EF (a) ЕРНИН, 
U = 0.0, + А(240-100,-20,). 





所 以 
U= 0-05 =0 Uy=Q -24=0 0 = 240-10Q,-2Q, = 0 
Ж.О, =12,9,=60, 8 À = 6, 
(b) #0,=12,0,=60 处 ,一 元 钱 的 边际 效用 近似 为 6 
6.38 RWE P =2,Р,=5,В=51 的 最 大 效用 U= Q Q+ 0,+20,. 
E т> 构造 拉 格 朗 日 函数 ， 
U = QQ: + Q, +20, + (51-20, - 5Q;). 
U= @+1-24= 0 U= Q +2-54=0 U, = 1-29,- 5Q, = 0 
所 以 , Q = 13, Q,=5 Жа =3. 
6.39 REE P, =8,Р,=12 及 B=212 的 最 大 效用 UU =zy+3z+y. 
Ж >ре ЫШ НЫ, И =ту+3л + y+A(212- 87r- 12у). 
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U, = у+3- ВА = 0 Оу = т+1- 124 = 0 U, = 212 — ёт - 12у = 0 


从 而 ,= 15, 了 =7 257-1 1. 
齐 次 和 规模 报酬 
6.40 对 下 列 每 个 函 教 , 确 定 齐 次 和 规模 报酬 水 平 . 


Ж EF (a) Q = =? + 6zy + 1y° 


. 这 里 所 是 2 阶 齐 次 的 , НН 


RE) = (Кх) + KX Ky) + 7(Ky)2 = Klax? + бту + Ту?) 
则 规模 报酬 是 增加 的 . 
(O) Q=7 лу?+3у2 taty 
这 里 久 是 3 阶 齐 次 的 , 且 因 
f(Kz, Ky) = (Кє)%—3(Кх)(Ку)* + 3(Ку)% +(KrJ2(RKy) = КЭ(х3 - хуг + Зу? + riy) 
则 规模 报酬 是 增加 的 . 


(с) “с 


这 里 Q 是 6 阶 齐 次 的 , 且 因 


_ (Кїз? _ 3r’ 0 _ 
КК, Ky) = Seni зы Ве = 1 


则 规模 报 酮 是 减少 的 ， 
(dj О=0.9К%2},%5 
这 里 Q жов. АЫ 
OCRKE, kL) =0,9(ЕК) (АРУ = Арко рр 0.6 
= 9210600, өк? 6) = #®{0,95%21,®®у 
注定” 柯 布 -道格拉斯 函数 的 规模 报酬 总 是 等 王 措 数 a+ 8 的 和 ,参见 枫 8 中 的 6， 


柯 布 道格拉斯 生产 函数 的 约束 最 优化 


6.41 


REPRO A Ж, (2) 像 例 10 一 样 求 驻 点 ,求解 下 列 柯 布 -道格拉斯 生产 
画 数 满足 约束 条 件 的 最 优化 问题 ， 


W EF (а) = Ko3L05 岳 得 6K+2L=384 


(1) 
Q = KLOS + А (384 -6K - 21.) 
(2) 
Qk =0.3К707195 -6A = 0 (6.67) 
Q, =0.5К9351795 -24 = 0 (6.68) 
Q, =384 -6K -2L = 0 (6.69) 


整理 ,并 用 (6.68) 去 除 (6.67) 以 消去 ;， 
АЖЕ) Tpos GA 


0.5К931795 T 2A 

在 除法 中 指数 相 碱 ， 

0.6K LI=3 = L=5K 
将 工 = 5K 代入 (6.69)， ， 

384 -6K -2(5K)=0 Ko=24 L. = 120 

在 向 题 12.27(b) 中 验证 二 阶 某 件 . 
(b) 9=IOK L", Н] P. =28, P, =10,% B= 4000 
(1) 

Q = 10K9UL01 + A(4000 — 28K — 101.) 
(2) 
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Ок =7К 191 . 284 = 0 
р = 1Кр OU? -i = Ü 
Q, =4000 - 28K - 10L = 0 
玫 (6.71) 去 除 (6.70) 以 消去 a, 


7K” 37 0.1 _28А 
1К°?р,-0%% 104 


7K''L'=2.8 
L _2.8 = 
K? L = 0.4К 


代入 (6,72), K =125 Lu=50 
有 关 二 阶 条 件 , 见 问题 12.27(c). 
利用 上 例 的 步骤 , 求 下 列 效用 函数 满足 预算 约束 的 最 大 值 . 
(a) и= ху, БЯ, Р, =8,Р,=5 Ж В-= 680. 
Ж s (1) 
О = 79505 + 44680 一 Sr – 5y) 
(2) 
U, =0.62 79025 _ 84 = 0 
О, =0.25g™fy #75 - 5A = 0 
U, = 680 ~ 8x 5у = 0 
(6.73) (6.74). 


0.62240 25 _ВА 
0.25z15;-035 7 54 


2.4r yl =1.6 





代入 (6.75) 
Z25860 ур = 40 
(b) а= 0802, ВР, =5,Р,=3 E B=75. 
Ж ёғ (1) 
U = z5-%y02 + (75 - Sr - 3y) 
(2) 
U, =0.8z 0202 54 = 0 
U, =0.2r sy 08 3A = 0 
tU, =7S-5r-3y = Ü 
(6.76) (6.77), 
Dgr’ 202 sA 


4 二 -1y1 = 
-3 
Уулуу 
代入 (6.78)， 
жу = 12 Уо = 5 
CES 生产 函数 的 约束 优化 


(6.70) 
(6.71) 
(6.72) 


(6.73) 
(6.74) 
(6.75) 


(6.76) 
(6.77) 
(6.78) 


6.43 RERO 构造 拉 格 朗 日 函数 (2 像 例 12 一 样 求 驻 点 ,求解 下 列 CES 函数 满足 约 


束 的 最 优 值 . 


q = 80[0.4K 025 + {1 — 0.4) L 9.25 ү-1/0.25 
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满足 约束 
5К +21. = 150 
Ш ке) 
Q = 80(0.4K 0 + 0.6L ME) + A(150 - 5K — 2L) 
(2) 用 一 般 寡 函数 法 则 求 Qk RQ, 
Ок = ~ 320(0.4K 5 + 0.6L 7925)-5(- 0.107125) 5A=0 


= 32К71250.4К79 ® + 0.61.7929) 75 — 54 = 0 (6.79) 
Q; =- 32000.40 705 + 0.61.70-25)-5(0- 0,151.71:25) 220 = 0 

= 4817120. 407925 + 0.61.7925). 23 = 0 (6.80) 
О, =150- 5K – 2L = Ü (6.81) 


整理 , ЗЕН (6.80) (6.79) А, 


32K ?(0.4К7095 + 0.610235 у 
48L !25(0.4K 925 + 0.6179-25)-5 2А 








KOLI с3,75].-'- 
-1.25 #, 
K = (3.75 11257 = (3,75) SL 
为 了 求 (3.75) "9 输入 3.75, 按 | | 键 ,再 按 [+ ааа, аА 0.8, Еш, 
01803.75) -08 = 0.34736， 
所 以 ， 
К == 0.351 

ЖА (6.81), 

150 - 5(0.351) -21 = 0 у= 40 K = 14 

6.44 ” 求 CES 生产 函数 

q = 100[0,2K (0.5) + (1 — 0.2)L (C9b.5)4-1/(-0.5) 

满足 约束 10K + 4 工 = 4100 的 最 优 值 , 同 问题 5.43. 


Ж ке) 
Q = 100(0.2K9-5 + D.8L9:5)2 + (4100 ~- 10K - 4L) 
(2) 
Ок =200(0.2К®5 + 0.8L0:5)(0.1K 0-5) — 10А = 0 
=20К-%®5(0.2К®% + 0.8195) —10д = 0 (6.82) 
Q, =200(0.2К°5 + 0.81.92)(0:41,7 5) 2 44 = 0 
= 801,70:500.2095 + 0.8195) — 4а = 0 (6.93) 
О, = 4100-10К -4L = 0 (6.84) 


(6.828 (6.83 #5 л, 


20K U 5(0.2K 5 + 0.1.95) 10А 
SOL 5(00.2K05+0.8L05) ” 42 


206-95 








801703 =2.5 
KS = 101.705 
求 -0.5 根 ， 
K = (10) 71051 = (10) к= 0.01L 
代入 (656.84) 
Lo=1000 Ko=10 
偏 导 数 和 微分 


6.45 ОЯ, 9 =10К041%6, 


6.46 


6.48 


и БФ сЕ "lii: 








(а) 求 资本 和 副 动 的 边际 生产 率 { 边 际 产 品 )， 
(b) 当天 =8, 工 =20 时 , 求 增 加 一 单位 的 资本 和 劳动 对 产 出 的 影响 . 
解 EF (а) МР, = 29 = 0.4(10)К 95106-4 96 08 МР, = 20 = 0,6410)К0*1 704 = 
BKL -0 4 
(b) А9 =(20/9К)АК. ш K=8, L=20 BF, 3-р K 的 变化 ,有 ， 
AQ SAKI LDS = 4(8)70:8(20)05. 
利用 计算 器 ， 
AQ s AK 9 LIS ж 4(8) 95020) 5 as 4(0.28717)(6.03418) a 6,93 

注意 R) оен, 先 输入 a kil. 再 按 [+/-] 以 确定 为 负 , 随后 输入 0.6, 最 后 击 [二] 键 , 求 得 
(8) -05= 0.28717. 求 (20)05 秆 时 ,输入 20. 再 按 [y 键 ,随后 输入 0.6, 最 后 击 [三 ] 链 , 便 得 到 , (20)6-5 
= 6.03418. 
对 于 L 的 一 个 单位 的 变化 ， 

AQ as 6K fL 704 az (8)? (20) 04 az 6(2.29740)(0.30171) == 4.16 
BHE К =10,1.=15,0=12К°®?1,9°, ВЫЕ 6.45. 
Жо (2) MPx=3.6K 797195 МР =6K% 31 "S 
(b) ЖК=10,1=15 6, #9 К P) АИ, AQS. 6KS, 

AQ = 3.610) 79715) az 2,6(0.19953) (3.87298) == 2.78 
对 于 工 的 一 单位 变化 ， 
AQ == 6(10) (15) 9-5 = 6(1.99526)(D.25820) = 3.09 

CH Q=4 /KL, 
(a) 求 MPg Ж MP, (b) 3 K=50,L=600 F, K ЯТІ. у-и Q 的 效 
应 . 


W ож (2) Q=4 VKL = АК), ЖЕЕ, 


MPx = Qk = 2(KL)12(L) = za MP, = Q, = (KL) YK) = 2 


(b) 在 并 =50,1L=600, 对 于 天 的 一 单位 变化 
AQ == 2[50(600) ] 12(600) = 200.00577) (600) = 6,93 
L 的 一 单位 变化 ， 
AQ == 2[50(600)] `1⁄2(50) = 2(0.00577)(50) == 0.58 
已 知 Q=2 /КІ, Е K=100, L = 1000. 重 做 问题 6.47. 
W ЕР (а) О<2(К1)!? 
了 


МР = (КУ) = 70 мр = (КІ) УК) = -&- 


(b) 在 天 =100, 工 =1000, 对 于 天 的 一 单位 变化 ， 
AQ == [100(1000)] 1⁄2(1000) = (0.00316) (1000) == 3.16 
对 于 了 工 的 一 单位 变化 ， 


AQ == [100(1000) ] P2(100) = (0.00316)(100) = 0.316 
一 个 公司 的 销售 最 s 的 大 小 依赖 于 价格 已, 广告 A 以 及 域外 代表 的 个 数 ，， Вр, 

s = (12 000 – 900Р)А 72,172 
ЖЕТИНЕ К, АН akay Е, (а) 多 雇用 一 个 域外 代表 , (Ь) 增加 一 元 的 广 
ER (с) 当 卫 =6,r=49,4=8100 时 ,价格 下 降 0.10 元. 

Ж Fia) 


As Ar = taz 000 — 900P 3A 2p MAp 


= + [12 000 — 900(6)](8100)12(49)-1⁄2(1) = 21-66600) (90)| 1) = 42 429 
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(b) 
„95,4 _ 1 _ -1⁄2 172 
Аз a= J ÂA = 2 (12 000 900PA r AA 


_ 1 1 
= 了 《46600)| 1.) (7)(1) = 256.67 
(с) 
Аз а rap = = 900A V? "2AP = - 900(90)(7)(— 0.10) = 56 700 


6.50 已 知 一 个 企业 的 销售 函数 与 问题 6.49 中 的 类 似 :s = (15 000- 1000P)A22,14 估计 
在 下 殉情 形 下 , 销售 量 前 变化 . (a) 络 雇用 一 个 域外 代表 ， {b) 增 加 一 元 的 广告 费 , (с) 
P=4, А = 6000, + =24 时 ,价格 下 降 0.01 >. 


H F(a) 
As ~ 让 (15 000 – 1000Р)уд?/%„-—3/4д„ 
xia 000) (6000)? (24) (1) 
=273K330. 19)(0.09222) = 83740 
(Ь) 


Аз =+ (15 000 – 1000Р)А дд 


~q 000)(6000) 2NI) 
*=(7333.33)(0.05503)(2.21336) == 893 
(с) 
Аз =- 31000423r174AP 
ағ — 1000(6000)2/%24)1*( 0,01) 
=:10(330.19) (2.21336) == 7308 
6.51 已 知 生 产 等 量 方程 
16К!/*135 = 2144 
利用 5.10 节 隐 范 数 法 则 求 等 量 函 数 的 斜率 dK/dL, 即 边 际 技术 替代 率 (MRTS). 
Ж ке 移 项 得 ， 





- F(K,L) = 16К!'41345 ууда = 0 
由 (5,13) 的 隐 范 数 法 则 ， 





dE _ — F. -BKL -3K 
dL F ~ 4ga = р = MRTS 


与 问题 4.24 的 答案 进行 比较 ， 
6.52 已 知 生产 等 量 方程 
2SK25L25 = 5400 
PARRER мВт. 
Ж кє Eram% 
F(K,L) = 25K LYS -5400 = 0 
利用 (5.13)， 
dK _ =F, -Krp -2K 


d. Рк 15К7%%ро% 3L 
与 问题 4.25 的 答案 进行 比较 . 


= MRTS 


证 明 
6.53 利用 齐 次 函数 的 性 质 , 证 明 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 
9 = АКЧА, фаъ р 
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6.55 


是 规模 报酬 不 变 的 . 
证 ғ 将 每 一 个 输入 素 上 一 个 常数 上 并 提出 系数 ， 


а(ЕК, EL) = ACERK)" (RL)F = АК“ 
— KPC АК°РЁу = k Rta) 


匈 5.9 节 :如 果 =+A8=1, 是 规模 报 翻 不 变 的 ;如 果 +R>t 是 规 异 报 醋 递 增 的 ;如 果 ¿+ 8<1, 则 是 


规模 报酬 递减 的 ， 


已 知 效用 消 数 U = Arty, БИЯ Ж Рх + Pyy = B, 证 明 : 在 约束 效用 最 大 点 , 价格 比 


率 р./Р, 一 定 等 于 边际 效用 比率 MU, /MU,. 
证 ё 


U = Ату + \(В- Pr 一 Ру) 


U, = аАт! 1 b - АР, = 0 
U, = bArT] — АР, = 0 
U, = В - P, - Ру = Ü 


(6.85) 中 的 aA = u, = MU,, (6.86) PÉI Ar! — и, = MU,. Bi (6.85), 


‚ _ АЎ _ MU, 
P. Р, 
由 (6.86)， 
Ас bAT _ MU, 
P, P, 
于 是 ， 


МО, MU, MU, Р, 
Р, ` P, MU, 


x 


= Б Q.E.D 


(6.85) 
(5.86) 


给 定 一 个 柯 布 道格拉斯 生产 函数 q = AKL. 预算 约束 PkK + PiL = 号 ,证 明 : 成 本 最 


小 时 的 输入 比率 为 


Ж 


证 БУ 利用 拉 巾 朗 日 函数 法 ， 


Q =AK'Li+ A(B — PRK - PiL} 


Qk = АК" – АР, = 0 
Qr = BAK°LP 1 — AP, = 0 
о, = В РЕК P; L = Ü 





由 (6.87) 及 (5,88)， 


вАК | BAKLA? 


Рк Е Р, 
整理 ， 
Pr _ ВАКТ? 
Рк АК? 


HFI теу Ж1/К*-1=К/К*,}ЕШ, 
PL ВК К ар 


Pk aL L ap ВЕР. 


(6.87) 
(6.88) 


(6.89) 


对 于 一 个 线性 的 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 Q = АКЧА, ПЕНА а = sok( 资 本 产 出 弹性 )， 


B= ear( 劳 动产 出 弹性 )， 
证 F 由 产 出 弹性 定义 ， 

s RRE жү. 
因为 a+ p=1, 令 B=1-o Ek= K/L J 
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6.57 


6.58 


Q = АКТ" = A| Кр = At 











ЖК РАЎ, 
9 а -a t- zia- = К е1 an a- 
PR = aAK 1117 = AKL! 5 = A| É) = ЗАР) 
2 ar а K|“ _ А 
2 (1 - AKSI, = (-)А| Ж) = (1 — a)Ak 
жерине, 
Q AFL _ АЁ a- 
K K ^к ^^. 
Q ARI да 
Lop = A 
然后 ,用 平均 函数 分 别 去 除 边际 函数 ,得 到 弹性 є, 
2-1 
сок -°97К = А-а QED. 


30/91. 人 -eal O O 
а ол = a = 1-а= QED. 


AEG. Sh ГГ ХАТЕ АЗТАН АЖ. 

证 明 :任何 广义 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 有 单一 替代 弹性 , 即 ,z = 1. 

证 &# 在 6.10 节 中 , 普 代 弹性 被 定义 为 :由 于 价格 比 P. P. 徽 小 的 变化 率 所 引起 的 最 作成 本 比 
K/L 的 变化 率 . 





d(K/L) d(K/L) 
K/L dt Pr/ Pr) 








”TadP/Pry Л K/L . (6.90) 
Pr/ Pr Pr/ Pk 


EHA. 89) 中 的 a 和 为 常数 ,而 Pr 和 Pi AARE, K/L PLM S P. / Pk 的 函数 ,注意 到 在 
《6.90) 的 第 二 个 比率 中 ,= = 边际 函数 /平均 函数 , 首先 , 求 46. 侈 ) 的 边际 函数 ， 


d K/L) a 
а(Р:/Рк) Ê 


然后 , 两 边 同 除 以 户 /Px, 求 16.89) 的 平均 函数 ， 


代入 (6.90)， 


d(K/ L) 
_ dPr/Pr) CTA _ у 
К/Т. aif ` 


т 


利用 (6.89) 给 出 的 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 的 最 低 成 本 比率 检验 例 10 的 答案 ,其 中 4 
= KL"5, Pr=3 K P, =4. 


Ж EF EX a=0.4,8=0.5, (6.89), 


K _ 0400 1.6 
L 050) 1.5 
资本 和 劳动 必须 以 16K:15L 的 比率 使 用 ,与 例 10 的 答案 K = 16, L = 15 一 - 致 . 
已 知 CES 函数 
q = А[аК № + (1 — a)L 79] 18 (6.91) 


回忆 问题 6.54 的 结论 :如 果 函 数 达 到 最 优 , 刚 价 格 比 等 于 边际 产品 之 比 , (a) 证 明 
CES Е о 为 常数 , (b) 确定 о 的 取 值 范围 ， 


证 EF (2) 一 阶 条 件 要 求 


20/91. Р 
BQ 7əK 7 РК (6.92) 


利用 广义 短 函 数 法 则 求 (6.91) 的 一 阶 导数 ， 
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“1 和 











6.60 


6.61 ЖИЛІ 给 出 的 CES 生产 函数 q=75(0.3K 7040.71.79) 25а. 


59 =- BALaK +(1-a)L PJU BU- aL! 


整理 得 ， 


© = (1 _ DALKE +(1- ay LAJ 92/8 -а+а) 
JL 


将 A ЖАТАК, 
269 = (1 _ a) AP aK + (1 _ в), EF Ota —(ї+й) 








aL АЎ 
由 (6.91)， 
A| aK F + (1-a)L 8] 0 Qua 和 OA ae, 
则 
29 _. 1- “| 9) 1+2 
91. АЎ (了 
29 _ al 9) з 
aK АК 


类 似 地 ,将 (6.93) 和 (6.94? 代 入 (6.92) 中 , 消 掉 АЎ Ж Q, 





а L T Pk 
(Hsi 
了 71-е Рк 
Е -| А ү» т» 
L 1-а Рк 





(6.93) 


(6.94) 


(6.95) 


由 于 a 和 及 为 常数 ,正如 问题 6.57 一 样 , Ж К/Т, 视 为 PL/Px 的 函数 ,我 们 知道 路 数 的 边际 与 平均 之 


比 为 车 代 弹 性 , 首先 令 


























11+ 2) 
h = | l1- -| 
K _ jP 101+) 
L7” д 
边际 函数 为 
АКИ, күрү! 
аР, / Fr) = +8 Pk 
平均 函数 为 
K/L _ ҺР Po A) p, | Vra- 
P, /P. ` P./ Pk 一 Ë.) 
两 式 相 比 , 得 到 替代 弹性 
d(K/L) 
di P, / Pk) TEG Pe/ Pe) | 
ED PIG “үү 
P, P. (Pr/ Pk) B 


因为 8 为 已 知 参 数 , 所 以 = 1/(1+ MAAN. 
(b) 如 果 一 1<8<0,g>1, 如 果 p=0,o=1. 如 果 0<B<o,o<1l. 
证 明 CES 生产 函数 是 次 数 为 1 的 齐 次 函数 ,从 而 是 规模 报 盖 不 变 的 . 
W 由 (6.91)， 
Q = ATaK-8+ (1-w) 工 -9 
Н *#ЖҖЖШК 1, 
FRK, kL} = А([а(ЕКУ# + (1— alL) PA 
= Afk laK + (1 -eL EJ 18 
=A(k P) VA[ aK + (1— aL PIP 
—kA[aK P+ (1-а)1 9] =Q QED 


ЖШ EF 由 (6.99)， 


(6.96) 
(6.97) 


(6.98) 


(6.99) 
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由 于 8= 0.4, 1 а—1/(1+0.4)=0.71. 
6.62 利用 (6.9%5) 中 的 最 优 比 K/L 检验 例 12 的 答案 , Ж о = 75(0.3R 93 + 
0.71. 4) 72:5 ЈАК +31, =120, K =11.25 Ë L =25. 


Ш EF (а. 95), 


кк) 


a Р, 0+4) 
- (7 и) 

# а =0.3,1-0=0.7 R = 0.4 6А 

1.4 
£832) (2)"" 
由 于 天 =11,25 Ж 1-25, 80, К/С =11.25/25= 0.45. 
6.63 ”利用 (6.95) 检 验 问 题 6.43 的 答案 .问题 6.43 中 的 g=80(0.4K 7925 + 0.61.7929) -* 
在 关 =14 及 工 =40 处 达到 满足 约 东 5K+2L =150 的 最 优 值 . 


МО EF #еа=0.4,1-а=0.6 Ж 8=0.25 代入 (6.95)， 


= (0.32) а 0,45 











= t 140.25 й& 
E. (PR) T (88) =з 
RA K=14, L =40, 825 =0.35. 
6.64 求 问 题 6.63 的 替代 弹性 ， 
Ж EF 由 (6.99)， 
= 1 1 rss ТТ» = 0.8 


6.65 ”利用 (6.95) 检 验 问题 6.44 的 答案 ,问题 6.44 中 的 g= 100(0.2K5+0,8L5) ЕК 
=10 Æ L = 1000 处 达到 满足 约束 10K + 4L =4100 的 最 优 值 
解 ЕР 因为 so=0.21-w=0.8 及 有 = -0.5 


ЕТА T 








Fa ты 10 _ 
КАК =10 Ж L = 1000, т =0.01. 
6.66 KEE 6.65 的 替代 弹性 ， 
Ж ЕР 由 (6.99)， 
a.l _ 
отр 7 1 05 2 


6.67 (a) 利用 问题 6,64 已 求 得 的 普 代 弹性 ,估计 Pi 增加 25% 对 最 低 成 本 率 (下 工 ) 的 效 
应 .(b) 通过 将 新 的 Р, 代入 (6.95) 来 验证 你 的 答案 ， 


E кє (a) 普 代 弹 性 度量 的 是 :价格 比 Р, / Pk HUSENE K/L 的 相对 变化 .如 果 Р, 增 


加 25% ,Pi =1,25(2)=2.5. 所 以 ,PiAPk=2.515=0.5. 与 问题 6 4 中 的 =0.4 比较 . 


价格 比 的 增加 百分比 为 (0.5 一 0.4)/0.4=0.25. 由 于 替代 弹性 为 0.8, Ш K/L 的 预期 变化 百分比 为 


АКЛ) 0 8(0.25) = 0.2 或 20% 


H TF(K/L)i =0.35,(К/1.)›==1.2(0.35}=е(, 42. 
(b) ЖР =2.5 {А (6.95), 


K. (0423 


L 10.6 5 


6.68 (a) 在 问题 6.43 中 ,如 果 资 本 的 价格 下 降 20% , 利用 替代 弹性 估计 新 的 丝 率 K/L, 
(b) 验证 你 的 答案 . 


ү = (3) 0.42. 


6.69 
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RO кєз) WE Px 下降 20% ,Pr =0.8{5)=4, 所 以 PL/Pk = 全 一 0.5, 可 见 价格 比率 P, / Pk 


增加 了 25% , 这 样 一 来 ， 


АЕ). _ 
К/Т 0.8(0.25) = 0.2 或 20% 


É 
(K/L) = 1.2(0.35) = 0.42. 


(b) Ж Pr=4 代 入 (6.95), 


和 全 (中 


(а) ”如果 问题 6.44 中 的 劳动 价格 下 降 10% , 利用 替代 弹性 估计 对 最 低 成 本 比率 的 效 
M. (b) 检验 你 的 答案 . 

# 7 (2) ШЕР, FE 10%, Р, =0.9(4)=3.6 及 比率 P. /Pk 下 降 10% .由 于 Pr/Px F 
10% ,替代 弹性 为 ?， 





| = 0.42 


КЕЛ. 
АКЛ.) 010) =_020 或 -20% 


由 于 原来 的 K/L=0.01, (К/1.);==(1-0.2)(0.01) =0.8(0.01) =0.008. 
(b) # р =3.6А.(6.95), 


K (2226)? [0.22 
0.8 1 8 





z 
) = (0.09)? = 0.0081 


L 


ж-т ”指数 函数 和 对 数 了 西数 


7.1 指数 函数 


前 面 章节 主要 涉及 的 是 笑 函 数 , у= z 其 中 变量 x 为 底 , 常数 a 为 指数 .在 本 章 中 , 我们 
将 引进 一 种 以 常数 a 为 底 变量 x 为 指数 的 新 的 重要 的 廿 数 , BHS ЖЕЙ, 定义 为 
у= а a>0 及 az1 
常用 来 表示 增长 或 衰退 的 比率 , 比如, 复 利 和 折旧 .对 于 给 定 的 y=a",a >0, Ë a>1, іЕ 


数 具 有 下 列 一 般 性 质 ， 
1. 画 数 的 定义 域 是 所 有 的 实数 集 ; 消 数 的 值 域 是 所 有 的 正 实数 集 . 即 对 所 有 的 т, 
®<0,у>0. 
2. ЖЯ а >l, УЮН: 1 0< а< 1, ҖЕН ПШ]. 
3. Жж х=, у= 1, 69. 
见 例 1 问题 7.1 和 问题 ?7.2; 有 关 指 数 的 复习 , 见 1.1 节 及 问题 1.1. 


例 1 已 知 (a) y=2* 及 (b) y=2-*= | 十 |, 指数 函数 的 上 述 性 质 由 图 7-1 hi Rs 
数 图 形 一 是 了 然 ,更 复杂 的 指数 函数 可 以 借助 于 计算 器 上 的 |y] 键 来 检验 ， 


(а) y=2 (Ы) у=27*= 二 | 









у=2*= 12у 


8 
4 
2 
1 
_ 
ї 
L 
4 
L 
3 





-4 -3 -7 -1 0 1 2 3 аА 





(а) (b) 


7.2 ЖА 


交换 定义 为 y= ez 的 指数 函数 了 的 变量 得 到 一 个 新 的 消 数 g, 定义 为 z= ay, 即 ,让 中 的 任 
一 有 序 的 数 对 都 能 在 z 中 以 北 序 出 现 .例如 ,如果 (2) = 4, Д (4) = 2; 如 果 f(3)=8, W 
#8(8)=3. 我 们 称 这 个 新 函数 , 指数 函数 f J УД а 为 底 的 对 数 函数 .通常 写成 

у = log, а > 0,a Z 1 

loger 是 为 了 得 到 z,a 必须 取得 的 等 .除了 1 以 外 的 任何 正 数 都 可 以 作对 数 的 底 . + 的 普通 对 
数 , 记 作 logor 或 简写 为 gz, 是 为 了 得 到 z, 10 必须 取得 的 震 . 对 于 у = logra 20,291, 
对 数 函 数 具 有 下 列 性 质 ， 

1. 销 数 的 定义 域 为 所 有 的 正 实数 集 ; 值 域 为 所 有 的 实数 集 一 一 与 其 反 征 数 指数 函数 的 怡 
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2. а>1,‚,/(х) Ж НИТИ, 0<a <1, (т) НУ. 
3. Ж x=1 时 ,y=0, 与 底 无 关 . 
4. 见 例 2 一 例 4、 问 题 7.5 和 问题 7.6. 
例 2 7-2 给 出 了 形 如 y=27 和 z=2? 的 交换 x у 的 两 个 函数 f. g 的 图 形 ,表明 一 个 函 
数 是 另 一 个 函数 沿 着 45" 线 y= z 的 镜像 , 即 如 果 f(z) = у, ШЕ (у) = х. ЗИН 
被 表示 为 y= logzz. 





a) y=? b) y =]op,x— x= ? 





例 3 我 们 知道 ,x 的 普通 对 数 是 为 了 得 到 xz,10 必须 取得 的 短 . 
10810 =1 92510 = 10 gl = 0 EX 10° = 1 
jog100 =2 因为 102 = 100  log®.1=-1 因为 10-! = 0.1 
log1000 = 3 910° = 1000 log0.01 = - 2 因为 10 = 0.01 
例 4 对 于 恰好 是 底 的 整数 宕 的 对 数 , 不 必 借助 计算 器 就 能 很 客 易 求 得 ， 
108749 = 2 572 = 49 016 = 4 因为 24 = 16 


loga66 =+ 因为 36 =6 10812 = L 因为 16V4 = 2 
ов $ =-2 因为 32 =} lg 1 = -3 327° = 
ЖРА ЛЕ ЕНЕ К, 对 数 表 或 计算 器 是 必须 的 . 
7.3 指数 和 对 数 的 性 质 
设 ab>0ia ,6 天 1 以 及 zy 为 任意 实数 ， 


1 
8 





1.а%%а?= а> 上 上 =: 
3. y = а? 4.(az)> = a" 
z, pz — z а? [а|* 
| S.a (ab) 6. Е 
对 于 а,х,у МЕЗ ‚я 为 实数 ,及 al: 
l.log,zy = logar + logoy 2. loga = $ = logar — log,y 
3.loger” = n logar 4.108, ёт = Llogar 


指数 性 质 见 1.1 节 和 问题 1.1, 对 数 性 质 兄 例 5 和 问题 7.12—7.16. 
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例 5 用 对 数 求 解 下 列 简单 的 问题 , 以 说 明 对 数 的 性 质 . 


(a) ж=7.2 (b) r = 18-3 
logz= = 1087 + log2 logx =log18 — log3 
logx =0.8451 + 0.3010 lgr =1.2553 ~ 0.4771 
logr =1.1461 юрт =0.7782 
х =14 х =6 
Ce) z = 3 (4) z =38 
logz = 21063 logx _ Liog8 
logz =2(0.4771) 3 
logz = 0.9542 iogz = 2.00.9031) 
х = 9 
logz =0.3010 
z =2 


7.4 自然 指数 和 对 数 函 数 


指数 和 对 数 国 数 最 常用 的 底 是 无 理 数 e 用 数学 表示 为 
е = lim|1 + 二 | a 2.71828 (7.1) 
以 e 为 底 的 指数 函数 称 为 自然 指数 函数 , 记 作 , y = е“; е 为 底 的 对 数 称 为 自 КУ Я, 
Ж. у = logez, 或 常常 表示 为 Inx ,所 以 nz 是 为 得 到 x,e 必须 取得 的 指数 或 宕 . 


对 于 有 相同 底 的 指数 和 对 数 , 一 函数 是 另 一 个 的 反 函 数 , 即 有 序 对 (ae ,5) 属 于 e 的 集 , 当 
HRS (b a) Т Inz 集 . 同 其 他 的 指数 和 对 数 函 数 一 样 , 自然 指数 和 对 数 函数 遵 特 相同 的 规 


则 ,而 孔 可 借助 计算 器 上 的 |ezj 和 [可 zx] 键 来 估算 . 
7.5 求解 自然 指数 和 对 数 函 数 


由 于 自然 指数 函数 和 自然 对 数 函 数 互 为 反 函 数 , 一 个 往往 对 另 一 个 求解 是 有 帮助 的 . 记 住 
inz 是 为 了 得 到 *,e 必须 取 得 的 寡 , 有 ; 
1.e 取 常数 (a >0),ЖЕ(х;> 0) 或 一 元 变量 的 函数 (F(x) >0) 的 对 数 次 矫 必 等 于 该 常 








数 , 变 其 或 函数 ， 
ета = а етт = £ ен) 一 flr) (7.2) 
2. 反之 ,e 的 常数 ,变量 或 一 变量 的 函数 次 寒 的 自然 对 数 也 等 于 该 常数 , 变量 或 变量 的 阔 
数 . 
lnet = а lne*= x Ine’ = fiaz) (7.3) 


М, б 及 问题 7.18 一 7.22. 


例 6 用 (7.2) 和 (7.3) 的 原理 求解 下 列 方 程 中 的 x. 
(а) Ser =120 
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解 ж (а) 用 代数 方法 求解 ef” 





Se*?2 = 120 
eT+2 =24 
(2) 两 边 取 自 然 对 数 , 消去 e, 
lnez+2 = ln24 
х +2 = 1024 
H (7.3), 
х = 24 – 2 


在 你 的 计算 器 上 输入 24, Пах 88, 48 1024 = 3.17805. 代入 并 求解 ， 
+ = 3.17805 — 2 = 1.17805 
(b) 6рет -7=12.2 
Ж #5 (1) 代数 地 求解 Inz， 
6lnz =19.2 
Iz =3.2 
(2) 令 两 边 为 6 的 指数 ,消去 自然 对 数 的 表达 式 ， 
e™ = 63:2 
由 (7.2》， 
r= a? 
在 你 的 计算 器 上 输入 3.2, 再 按 [ex| 键 , 求 得 5:2 = 24. 53253 并 代入 ， 
х = 24.53253 


注意 ”在 很 多 计算 器 上 ,|eq 键 是 四 习 键 的 第 二 功能 键 , 在 按 甸 对 j 键 后 , 为 了 激活 [es1 键 ， 
你 必须 首先 按 [INV|(shift 2па®|) 88. 


7.6 非 线性 函数 的 对 数 变 换 


线性 代数 和 线性 回归 分 析 涉 及 普通 或 二 阶 最 小 二 乘法 , 它们 是 经 济 分 析 中 常见 的 工具 .一 
些 非 线性 函数 , 如 道 客 拉 斯 生产 函数 ,通过 简单 的 对 数 变换 ,可 以 很 容易 地 转换 为 线性 的 . 另 一 
些 ,如 CES 生产 哨 数 却 不 能 .例如 ,由 对 数 的 性 贡 , 给 定 广义 的 道格拉斯 生产 函数 
q = АКТ? 
Ing = ҺА + а1пК + аі, (7.4) 
很 显然 , 它 是 对 数 -线性 的 .但 是 ,对 于 给 定 的 CES 生产 函数 . 
q =A[aK B+ (1 — a)L P"? 


Ing =lnA — rius + (1 — a)L-8] 


HF KHL’, CES 在 对 数 意义 上 也 不 是 线性 的 .用 普通 最 小 二 乘法 估计 道格拉斯 生产 范 
数 的 对 数 变换 的 系数 a Me, 可 以 直接 求 出 KAL 的 产 出 弹性 , 见 问题 6.56. 





刁 题解 答 
图 形 
7.1 将 下 列 底 a >1 的 指数 函数 画 在 同一 个 坐标 系 中 ,验证 (1) ”函数 绝 不 等 于 过 , (2) E 


们 都 通过 (0,1) 点 , (3) 它们 都 有 正 的 斜率 且 凸 . 
(a) 3=3 (b) y=4* (с) у=5" 
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ы о ш a чоп ч ш + 


кә 
~i 





图 7-3 
7.2 将 下 列 底 0<a<1 的 指数 函数 画 在 同一 坐标 系 中 , 验证 (1) кежер (2) E 
们 都 通过 (0,1) 点 ,(3) 它们 都 有 全 的 斜率 且 凸 . 


o [rw ө slg 





Я Ё 7.4 

7.3 ”利用 计算 器 成 查 表 , 描绘 下 列 自然 指数 函数 y = ее, 其 中 由 >0, 注意 (1)》 函数 绝 不 等 
于 零 ,(2) 它们 通过 (0,1) 点 , (3) 它们 的 斜率 为 正 且 为 凸 函 数 ， 
(a) y= (b) у=е" (с) у= е 


解 e 
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7.4 绘制 下 列 自然 指数 函数 y= е“, rh Л<0 的 图 形 ,注意 (1) тет, (2) È 
们 都 通过 (0, 1) 点 , (3) EMAR AREA ru ра. 
(а) y=e Di (b) y=e_2 (c) y=e 2 


解 w 





7.5 ”构造 下 列 函 数 的 图 表 , 以 说 明 一 个 函数 是 其 反 函 数 的 镜像 ,注意 到 ; (1) (a) 的 定义 域 
为 (b) 的 值 域 , 而 (a) 的 值 域 为 (b) 的 定义 域 ;(2) 以 0<a<1 ЖЖ АЕ ЛЕН. 
т, 


y 


I 或 y = logor 





(a) y= [1] 2 (b) z=| 
Ж = 


1 
2 


* 


элечек ON a o B 


8 
4 
2 
1 
} 
1 
4 
1 
8 





7.6 已 知 (a) у=е' R(b) у= lar, 利用 计算 器 或 查 表 , 画 出 十 列 函 数 的 图 形 , 验证 -一 个 
函数 是 其 反 函 数 的 筑 像 .注意 到 , (1) 《a) 的 定义 域 是 (b) 的 值 域 ,而 (a) 的 值 域 是 (b) 的 
定义 域 ,(2) 当 0<xz<1 时 ,Inz ЖИ, чару, ае 为 正 值 ;(3) Inz Ej H mi 
的 . 
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指数 -对 数 的 转换 


7.7 将 下 列 的 对 数 画 数 转化 为 等 价 指数 函数 形式 ， 


Ж КЕ (а) logs 64=2 

64 = 82 

(е) bg 2 = -1 
1 


=~7-1 


~] 


1 
(е) 1016 = > 
6= 362/2 
(g) log, = бх 
y= а 


7.8 将 下 列 自 然 对 数 变换 为 自然 指数 形式 ， 


解 EF (з) m32=3.46574 


- 46574 
32 = 65-467 


(с) In 20=2.99573 


20 = 2: 99573 
(е) Iny= -4z 
y =e = 


7.9 ”将 下 列 指数 变换 为 对 数 形式 ， 
N ëm (a 81=9 


log81=2 

б) у=з? 

log; 9 一 _ 2 
(e) 5= 12816 

-1 

logi2s5 = 3 
(g) 27=9° 

logs27= 3- 


(b) 


(d) 


(f) 


(h) 


(b) 


(d) 


(D 


(b) 


(4) 


(f) 


(h) 





125 = 5 


1 
loga ар -4 


-41 
logis2 = 4 
2=161⁄ 
lom у= 了 六 
y= 2?= 


0.9 = – 0.22314 
0.870 2239 


ш 2.5= 0, 51629 
2 = 62:91629 


lny = 21 +1 
у 62711 
32= 25 
log;32 = 5 


11=12112 


] 
lg, 11 = > 
64 = 2562/4 


Ф ә 


log2s664 = 


7.10 ”将 下 列 自然 指数 表达 式 转换 为 等 价 的 自然 对 数 形 式 ， 


Жж ”指数 函数 和 对 数 函 数 


125: 











_ 2.70805 
解 EF (а) 4,8 = е 55882 tb) 15 = е 
]n15 = 2.70805 
In4.8 = 1.56862 
(с) 0.6=e 00 (d) 130= 8% 
In0.6= - 0.51083 15120 = 4.86753 
(ey у= е) (D) y = et: 5 
hyst, Iny=t—S 
7.11 利用 等 价 表 达 式 求解 下 列 的 r, ya: 
=] 9 
Ж F(a > = 108900 б) y = log; 1 
000 = 30" 
1 
у =2 35 =2° 
у= - 5 
1 = 3 
(с) ogy T (4) орах =} 
x = 4 
2 =64 z =” 
r =2ў 
7=3 
(e) log,2 G) log.4 -2 
27 = a° 
а =2Т!? 4 = 
а =3 4 
а = 8 
(а) log,125 = (h) log, 8 =+ 
125 =a”? 8 =а3* 
а = 12523 а = 8“? 
а = 25 а = 16 
对 数 和 指数 前 数 的 性 质 
7.12 利用 对 数 的 性 质 写 出 下 面 和 、 差 或 积 的 表达 式 : 
E Ef (a) log sór (b) log,33x1 
log.56= = log,56 + logat 332 = 106,33 + (от 
(с) овалу" (d) logatu“ 
logzz 22 = 2logsr + 3logay logan Žv t = Slog,u ~ dlog, 
6z 
te} log, Ty 
log, 9х = обе — log,7y 
ту а 
= 108,6 + logax ~ (108,7 + logy) 
= 10,6 т [ЖЕЛ = loga 7 7 logy 
1 
(Ü ош”; (g) log, r 
y 
1 -1 
108, 25 Togar 一 4]logay log, x= 3 logue 
7.13 ”利用 对 数 的 性 质 写 出 下 面 自 然 对 数 的 和 , 差 或 积 的 表达 式 ， 
解 кє (а) nr (b) Ingy? 
5 2_ 
In76 = 76+ 3lnz lar y = Sing + 2iny 
4 
{) hf (d} 22 
9y 
ln йг _ bër – in9 
9y y 
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7.15 
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工 4 = Jng + Inz — (09 + lny) 
== — 61 
ln уб Аш» пу = 118 + lnr – 00 -lny 





(e) шт (D (ау) 
In z = Тағ {= Жу) = Slnz + Ту 
зт Гү? 
(g) In РА (h) In d к 
3 1 1 Fu 
In а = ln3 + 5 lnr 2 jny In {5 = (лг 一 4my) 


利用 指数 的 性 质 简化 下 列表 达 式 ,其 中 a,65>0 且 a 关 b: 
Ш (a 2-а (b) ва?” 





аа? = а**У e 22 
2r r 
() 45 (ad) 5 
а?* _ 2.3 а“ a? 
а5 5% >” (2 
(е) Va (f) (а=) 
Гат = (акун? aD {а*)# = а“ 
简化 下 列 自然 指数 表达 式 ， 
解 EF Ga) ez. Qy (b) (е) 
ez. е2» = ty (e?) = al5z 
Зх 4. 
(б “ç (d) ° 
е 
ет ex = s= a 1. 
е е е?" 
简化 下 列 自 然 对 数 表达 式 ， 
ЖШ er (a) In81 = (b) Inz5-— nz 
5 
In8 + [nz = In8x ал? - Bz? = I = iz? =2Inz 
х 
(с) 1512 + 125 -~ 16 (d) 17 - ағ +159 
1012 +15 ~In6=In 12: = In10 In7— nz + 09 = In 22 = ©З 
ем х 
1 
(е) 81 (D) sln + 
L _ 1⁄2 _ 1 | I 
In81 = In81!2 = [n9 = = 
> In п t 5In In 2 J In 32 
(в) 51807 + 40 
1-07 + 4102 = 027122 + In2t = (3-16) = 48 
(h) 2in4- +In8 
2in4 - —-In8 = Ind? — In8!2 = 168 
简化 下 列 指数 表达 式 ， 
W gm (a г 


ez = e 但 根据 (7.2).efte) = (r) 因此 


(by ебх + SIny 


r+ iny mr 
e 一 . пу 45 
(1720г 
(с) е 


‹1/2)тб 
е Ir _ eint6x)172 = (бт)! = бт 
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( d ) ы nz — пу 





et - лу = е 3 


求解 指数 和 对 数 函 数 


7.18 


ЖШ 7.5 节 中 的 技术 求解 下 列 自然 指数 函数 中 的 r: 
(а) 3e™ = 8943 


Ж ке) RERE S. 





e™ = 2981 
(2) 两 边 取 自然 对 数 , Бе, 
пе?“ = In2981 
由 (7.3)， 
5х = 12981 
APR 102981 的 值 , 在 一 计算 器 上 输入 2981, 再 按 [mx| 键 .就 求 得 ln2981 = 8.00001. 再 代入 并 代数 求 
解 ， 
5z =8 
z£ =1.6 
(b) 4e*%*-)-$ = 360 
解 EF (1) 求解 下 Бы 1-5 = g} 
(2) RERIK, Ine 1-5 = ]n90 
由 (7.3)， Зх -1.5= 1590 





对 于 1290, 在 计算 器 上 输入 90, 按 zx] 键 , 求 得 In90= 4.49981<s4.5. 代 入 并 求解. 
37-1.5=45 z=2 


1 2 
(с) е" =259 


2 
2 
W FF (1) 求解 er ， e” = 518 
(2) 取 自然 对 数 ， Ine” = 1518 
87.3), х= 6.24998=:6.25 == +2.5 


利用 7.5 节 中 的 技术 求解 下 列 自然 对 数 函 数 中 的 x ， 
(a) Slnz+8=14 


A ЕР (1) RERE hr. 


Sinz = 6 [ах = 1.2 
D 令 方 程 两 边 向 为 的 指数 , 消去 自然 对 数 ， 


bz 1.2 


(7.2), 


_ 12 
х= е 


为 了 求 e WR НЯ ЕЙ А. 1.2 е, 重 得 到 ef2= 3. 32012, ЗА me 








为 oz 








功能 键 ,输入 1.2, 再 按 [inx], 随 后 按 [IN 相 刍 . 
r = 3.3202 == 3.32 





(b) ln(x +4)?=3 
Ж кє (1) 由 对 数 法 则 简化 并 求解 Jn(z +4), 


alnfzr +4) =3 
In(z + 4) =1.5 
(2) е +4) — ol 5 


Hi(7.2), 


的 第 二 
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7.21 


1.5 
r+4=e 


利用 计算 器 ， кт+4=4,48169 
т = 4.48169 — 4 = 0.48169 


(c) уе +34=2.55 
解 ЕР (1) ЖЕ 


11802 +34) = 2.55 


In(z + 34) = 5.1 
(2) 由 (7.2) 
х + 34 = е5 125164 
= = 130 
求解 下 列 方程 中 的 z. у ER. 
(а) loget = у? 
解 ¿= r= a 
(b) Іор, =log,3 + log,y 
Ж == r=3y 
国 为 对 数 相 加 = ЖОНЕ. 
(с) lnr=3y 
Ж EF r=” 
(d) Ing =logay 
Ж = х=е®%? 
(e) Тох = лу 
Шок y = а 


(D ysg 
ЖО EF 当 = 为 自然 指数 函数 的 指数 时 ,为 求解 Qz. РОЛЕН ЖЕ, RARA, 
Iny = Ing + hzlne = hng + hz 


Py -Jng 
£ = 
h 
(g) у=ае"'! 
W ¿> ln у= за + {z+ 1)\пе=їпа+ж+1 


x = ]ny - Ina -1 
(h) y=p(l+i)” 
Ж EF 当 = 为 指数 函数 的 指数 时 , 这 里 的 底 并 不 是 。 为 求解 *, 两 边 取 普 通 对 数 ,并 代数 求解. 
logy =logp + zlog(1 + i) 


+ = egy bgp 
iog(1 + i) 


利用 普通 对 数 求解 下 列 方 程 : 
(а) y=625(0.8) 


E ке (1) 方程 两 边 取 普 通 对 数 ,利用 (7.3} 的 对 数 性 质 ， 


logy = log625 + 1000.8 
为 求 log625 和 log0.8 的 值 .在 计算 器 二 分 别 输 入 625 和 0.8, 再 按 [logx|, 便 求 得 它们 的 值 . 
kgy = 2.79588 + {— 0.09691) = 2.69897 


(2) В ову — 2.69897 意味 着 为 达到 y, 10 必须 取得 2.69897 KE. AR y, Л. 2.69897, fio] 


FEE JERAR Ө 








BEEKIE 107° = 500, КА. who орх) 65 852916888, 则 输入 2. 69897, 再 按 Jlogx|, БЇ Ë 


Вим. 
y = amilog 2.69897 = 102 5989? ~ 500 


(b) у= a 
Ж ЕР (1) logy = 10840 - 10ҝ100 
(2) logy = 1.60206- 2= – 0.39794 
y = anrilog( ~ 0.39794) = 107° 3994 = 0.4 
(9 у= 0 
Ж те logy = 108130 — 1020.25 
(2) logy = 2.11394 – ( – 0.60206) = 2. 71600 


у = апіор 2.71600 = 102-71 = 519,996 == 520 
(d) у= (1.06)% 
Ж 5 (у) logy = 10101.06 


(2) logy = 10(0. 02531) = 0.2531 
у = antilog0.2531 = 10251 = 1.791 


(е) у= 10242 
Ж E) logy = Ù. 2log1024 


00) logy= 0.2(3.0103) = 0. 60206 
у = antilog0. 60206 = 107 2% = д 


(Ü) y= 41024 


Ж кү) ору = 3101004 


(2) ову = --(3. 0103) =0.60206 


у = antilog 0.60206 = 10:20 _ д 
(人 ) 的 管 案 与 四 的 相同 ,因为 >= 1024175 1024—24. 








利用 自然 对 数 求解 下 列 方程 ， 

(a) y=12.52 

R ë) iny = 31212, 5 

为 求 nl2.5 的 值 , 在 计算 器 上 输入 12.5, 再 按 | 上 zj 键 , 便 求 得 ml2 5 2.52573 并 代 人 
(2) Iny=3(2.52573) = 7.57719 


H T Iy =7, 57719 意味 车 为 达到 ye 必须 取 7.57719 КЕ, А8 7.57719 的 反对 数 , 即 y, 在 


计算 器 上 输入 7.57719. 按 en] 键 , 求 得 os979se1953.1, 并 代入 ， 如 果 [ 轩 为 [ax] 的 第 二 功能 键 , 箱 入 
7.57719. аму. 


у = апор, 7.57719 = «5779 sz 1053 1 
(b) у= 4/28 561 
Б оке (р) tny = + In28 561 
(2) iny = {10.25980) =2.56495 


у = antilog,2.56495 = ¿2395 < 13 
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8.1 ER 
给 定 本 金 P, 每 年 以 利率 ; 复 利 一 次 ,上 ERRES 由 指数 函数 确定 ， 
5 = Р(1+т)' (8.1) 
如 果 每 年 复 利 m 次 , z 年 后 终 值 为 
s= p[i 4)" (8.2) 


如 果 利 率 为 100% , 一 年 内 连续 复 利 , 终 值 为 
S= Plim|1 + L|” = P(2.71828) = Pe 

对 于 非 100% 的 利率 x 及 非 一 年 的 时 期 ;, 终 值 为 
S = Per (8.3) 
对 于 负增长 率 , 比 如, 折 司 或 贬值 ,公式 同样 适用 , 只 是 i 或 > 为 负 的 . 见 例 1 .问题 381 一 8.6 E 
[Ж 8.9—8.17. 
例 1 求 $100 本 金 ,以 10% 复 利 两 年 的 终 值 ; 

1. 每 年 复 利 一 次 ,3= P(1+:)'. 

S = 100(1 + 0.10) = 121 
2. 半年 复 利 一 次 ,S= PL+ (i/m)]™, 其 中 m=2 及 1=2. 
s- | | ‚0.10|°® 
2 ' 
为 求 (1 05)* WE, 在 计算 器 上 输入 1.05. [у], 再 输入 4, ЖЕ], 便 得 到 
(1.05) =1.2155. RA, 





= 100(1 + 0.05)* 


5 = 10061.2155) = 121.55 
з. 连续 复 利 , S= Ре", 
| S = 100? = 1008? 
对 于 02. 在 计算 器 上 输入 0.2, lela, 821 60-2 = 1.2214, КА. [еве з) 
的 第 二 功能 键 ,输入 0.2, 按 中 直 键 后 按 [INV] 键 
` S = 100(1.2214) = 122.14 


= 





8.2 实际 利率 与 名 义 利 率 


在 例 1 中 , 相同 的 本 金 及 相同 的 名 义 利 率 , 由 于 复 利 种 类 不 同 , 产生 不 同 的 实际 利率 . 当 每 
年 复 利 一 次 , 两 年 后 $100 值 由 121; 当 半年 复 利 一 次 , А6, S = $ 121.55; 当 连续 复 利 时 ,S 
= $122.14. 

为 7 求 出 多 次 复 利 的 实际 年 利率 ， 

Parid = piei)” 
两 边 同 除 以 P, 并 开 1 次 方 根 ， 





nalii) a (8.4) 
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为 了 求 出 连续 复 利 的 实际 年 利率 : 
l+i =c 
i =e =] (8.5) 
WP 2. 8.7—8.8. 
例 2 名 义 利率 为 10% ,期 限 为 2 年 . 求 (1) 半年 复 利 … 次 , (2) 连续 复 利 的 实际 年 利率 . 
# Br (1) 学 年 复 利 一 次 ， 
i. = +" - 1 = (1.052 -1 


m 


对 于 (1.05)*, 在 计算 器 上 输入 1.05, 按 [x 引 键 , 或 按 | 六 | 键 , 并 输入 2 Ele, 8 8 
到 (1.05)2 1,1025, 代入 

1. = 1.1025 ~ 1 = 0.1025 = 10.25% 
(2) 连续 复 利 ， 


. л 
= е -1= е1 - 1] 


为 了 求 。… 的 值 , 先 在 计算 器 上 输入 0.1, еве, 18] «01-1 10517, 并 代入 ， 
i, = 1.10517 - 1 = 0.10517 == 10,52% 


8.3 贴现 


因为 手中 的 钱 可 以 供给 别人 , 赚 取 利息 ,这 样 一 年 后 会 有 更 多 的 钱 , 所 以 将 来 钱 的 总 和 与 
现在 的 钱 数 不 等 价 . 如 果 在 目前 的 市 场 条 件 下 , 一 个 人 可 以 每 年 赚 取 8% 的 利率 , 则 一 年 后 
$100 长 到 $108. 所 以 ,从 现在 起 ~ 年 后 的 $108 只 值 今天 的 $100. 

贴现 是 指 决 定 将 来 钱 数 5 的 现 值 的 过 程 . 如 桌 在 每 年 复 利 一 次 的 情形 下 ， 

S= P(1 + ;)! 
则 


Р = S(1 +)” (8.6) 


(+i) 
类 似 地 ,在 多 次 复 利 的 情形 下 
P = S[1 + (¿/m )] > 
在 连续 复 利 的 情形 下 
Р = 8e" 
当 求 现 值 时 , 利率 被 称 为 贴现 率 , 见 例 3 及 问题 8,18 ~ 8.22. 
例 3 求 5 年 期 ,面值 为 $ 1000, 没有 县 村 的 债券 的 现 值 . 假设 在 每 年 复 利 一 次 的 情形 下 , 可 获 
得 的 利率 为 9% . 
P = §(] +) = 1000(1 + 0.09) 
为 求 (1.09)“ 的 值 , 在 计算 器 上 输入 1. 09, 按 [ 四 键 , 先 输入 5, BR RS], 再 按 
[二 /二 ] 键 以 确定 输入 5. 得 到 (1.09)-5 = 0 .64993, 并 代入 ， 
Р = 1000(0.64993) = 649,93 


由 十 $649.93 以 9% 的 利率 将 在 5 年 后 变 为 $ 1000. 所 以 , 从 现在 起 5 年 后 到 期 的 面值 
$ 1000 没有 息 票 的 债券 值 今天 的 $ 649.93. 


8.4 指数 函数 转化 为 自然 指数 函数 


在 8.1 节 中 ,我 们 了 解 到 (1) 指数 函数 可 以 用 来 度 甚 离散 的 增长 率 , 即 ,发 生 在 间断 时 间 
的 增长 ,比如 ,普通 的 复 利 或 贴现 问题 中 的 年 底 或 季度 未 ;(2) 自然 指数 函数 用 来 度量 连续 的 
增长 率 , 即 ,不 间断 地 发 生 的 增长 .例如 , 在 连续 复 利 , 动物 或 人 口 的 繁殖 .表达 间断 增长 的 指数 
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函数 S=P(1+i/m)” 可 以 转换 为 度量 连续 增长 的 自然 指数 函数 S= Ре" .作法 如 下 , 令 两 个 
表达 式 相 等 , 解 出 r, 





消去 PP 
(1 + Lj” = е" 
т 
两 进取 自然 对 数 ， 
{1 + ы" = һе" 
maln| 1 十 工 =н 
т 
两 边 同 时 除 以 1， 
r= mln| 1 +å] 
ЯГ, 


— Fa mt _ табан). 
$ = Р 1+ = Ре (8.7) 


见 例 4. 例 5 及 向 题 8.37 一 8.42. 
例 4 自然 指数 可 以 用 来 决定 $ 100 910 10% 的 利率 ,半年 复 利 一 次 ,2 年 后 的 终 值 . 
$ = Ре" 
其 中 = mln(1 + ¿/m), E 


r = 261+ 020) = 21n 1.05 = 2(0.04879) = 0.09758 


代入 上 式 
$ = 1009 09758)2 — 100е0- 19315 
РЯ 
S = 100(1.2155) = 121.55 
与 例 1 有 相间 的 结论 . 
注意 在 自然 指数 Pe” 中 的 连续 增长 率 为 ,所 以 $100 本 金 以 10% 的 利率 半年 复 利 
一 次 的 增长 率 为 每 年 0,09758 或 9.758% , 即 是 说 , D 9.758% 的 利率 连续 复 和 等 价 于 
以 10% 的 利率 半年 和 揽 利 一 次 . 
Bls ”一 个 小 企业 , 当前 年 销售 额 为 $ 10 000. 计 划 每 年 以 12% 的 速度 增长 其 4 年 的 计划 销 
售 客 可 由 普通 指数 函数 计算 得 到 ， 
5 = 10 000(1 + 0.12)! = 10 000(1.5735) = 15 735 
б 例 5 的 销售 计划 ,利用 带 有 >= mln(1+;/m)Ë m=1 的 自然 指数 重新 计算 销售 额 ， 
r =]n 1.12 = 0.11333 
5 =10 000e" "XO -10 000(1.5735) = 15 735 


8.5 由 数据 估计 增长 率 


已 知 一 个 函数 的 丙 套 数据 集 一 销量 , 成 本 , 利 洞 一 持续 稳定 地 增长 ， 年 增长 率 可 以 度量 , 自 
然 指 数 函 数 可 由 同步 方程 估计 得 到 . 例如 , 如果 在 1996 年 的 销量 为 2.74 万 ,在 2001 年 为 
4.19 万 , 令 1996 年 为 基 年 ,: = 0, 则 2001 年 为 :=5. 以 自然 指数 ç — Pe" 表 达 这 两 套数 据 ， 
2.74 = Ре — p (8.8) 
4.19 = Per) (8.9) 
将 (8.8) 中 的 P=2.74 代入 (8.9) 并 简化 ， 
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4.19 =2.74е”" 
1.53 = е?" 
两 边 取 自 然 对 数 ， 
[01,53 = һе” = 5r 
0.42527 = 57 
r = 0.08505 == 8.5% 
RA, 


S = 2,7480: 
由 于 r=0.085, 每 年 的 连续 增长 率 为 8.5% .为 求 间断 增长 率 ,由 
r= minl 1+ L) 
所 以 ,对 于 m = 1, 即 每 年 复种 一 次 ， 
0.085 =]n(1 +) 
1+ 1 =antilog.0.085 = e" = 1.08872 
i = 1.08872 — 1 = 0.08872 == 8.9% 
见 例 7 和 问题 8.43~8.45. 
例 7 已 知 上 述 原始 信息 , 可 以 直接 由 此 资料 信 计 出 一 个 形 如 S= P(O 的 增长 普通 指数 
函数 . ` 
以 普通 莉 数 形式 建立 资料 ， | 
2.74 = P(1 + ;)° = P (8.10) 
4.19 = P(1 +) (8.11) 
将 (8.10) 中 的 P=2.74 代入 (8.11) 并 简化 ， 
4.19 =2.74(1 + ;)5 
1.53 = (1+1) 
两 边 取 一 般 对 数 ， 
10р1.53 = 5log(1 + ;) 
+ (0.18469) =log(1 + í) 


log(1 + i} = 0.03694 
l+ i =antilog0. 03694 = 100-9694 = 1,08878 
z = 1.08878 – 1 = 0.08878 == 8.9% 
代入 
5 = 2.74(1 + 0.089): 


习题 解答 
复 利 


8.1 已 知 本 金 忆 = $1000, 年 利率 ;= 6% ,ti= 3 年 . 求 当 本 人 金 (a) 每 年 复 利 一 次 , (b) Æ 
年 复 利 一 次 ,(c) 每 季度 复 利 一 次 的 情形 下 的 终 值 s. 
И ЕР (2) 由 8.1, 
Š = P(I + :)* = 1000(1 + 0.0635 
对 于 (1.06)”， 在 计算 器 上 输入 1.06, 接 [关键 ,输入 3, 再 键入 [三 ] 刍 ,得 到 (1.06)? = 1.19100. 并 代入 . 


5 = 1000(1,19102) == 1191.02 
(0) 由 (8.2)， 
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8.2 


8.3 


8.4 


‚8.5 


8.6 


8.7 


8.8 


S = pll+ 二 ]”- 1o00 1+ 0:06)" = 100(1.03)° 
m 


对 十 (1.03)5, 输 入 1.03, #® А. [у*], EA 6, ЖКА, 
S = 1000(1. 19409) =æ 1194.05 


(с) s=1000{1+ 0.06] 


输入 1.015, А.у], ERA 12, 并 代入 ， 
S = 1000(1.19562) = 1195.62 
БШ Р = $100, :=8%,:=5 $. Ж 8.1. 


= 1000(1.015)!2 


Ш EF (a) S =100(1.08)° 
= 100(1.46933) 146.93 
205) 
(h) S -10011+ 008 | = 100(1.04)% 
= 100(1.48024)ә=148.02 
‚ 4{5) 
(e) s =100| 1+ 008] = 1001.02% 


=100(1.48595)==148, 60 
ЕЯ P= $1250, :=12%,:-=4 Е. ШЕ 8.1. 


解 EF (a) 5 = 1250(1.12)*= 1250(1.57352)==1966.90 
(Ъ) 5 = 1250(1.06) = 1250(1.59385}==1992, 31 
(е) 5 = 12501.03)! = 1250(1.60471)2:2005.89 


已 知 本 金 P= $ 100,3=5%,:=6 年. 求 当 本 金 (a) 每 年 复 利 一 次 , (b) 连续 复 利 的 
情形 下 的 终 值 . 
Ш EF) S= 100(1.0515- 100(1.34010)==134.01 
tb) 由 (8.3)， 
S = Ре" = 1006™® = 100e? 

ХЕ З, А о.з, Ае, А. 

S = 100(1.34986) == 134.99 
BA P= $150,i=7% ,z=4 年 , 重 做 间 题 8.4. 


Ж ëm (2) 5 = 150(1.07)* = 150(1.31080)==196.62 

(Ъ) S = 150790 = 150е0-28 = 150(1.32313)=%198.47 

由 问题 8.4 和 问题 8.5, 利用 自然 对 数 求 (a) 5 = 100e03 和 (b) S=150e028 
Ж wm (2) In 5= 1100+0. 35е 4.60517+0.3(1) = 4.90517 ` 


5 = апор, 4. 90517 = et 20317:134,99 
(ъ) InS =1п150 + 0.28[n e= 5.01064 + 0.28 = 5.29064 
5 =antilog,5. 29064 = є -2908#:198. 47 


REE $100 0 6% 的 利率 , (а) 每 半年 复 利 一 次 , (b) 连续 复 利 的 实际 利率 . 
Ë EF (a) 由 (8.4)， 


fe = 1 + 4)” — 1 = 1.0609 — i = 0.06090 == 6.09% 
kb) 由 人 8.5)， 
i = е^—1 = 006—1] = 1.06184 — 1 = 0.06184 = 6.18% 
计算 本 金 $1000 以 12% 的 利率 ,在 (a) 每 季度 复 利 一 一 次 , (b) ”连续 复 利 的 情形 下 的 
实际 年 利率 . 
Ж EF (a) ¿= [i+ È)" —1=(1.03)*—-1=1.12551 —1=0.12551н12.55% 
(b) істе = 6102 -1=},12750 - 1=0.12750=12.75% 
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时 间 
8.9 ”确定 在 每 年 复 利 一 次 的 情形 下 , 10 年 内 将 本 金 翻 瘟 的 利率 ， 
S = Р + i)' 
R EF S=2P.MU OP = P(1 + i). 
两 边 同 除 以 Р, Ж 10 次 方 根 ， 
2=(f(tr+ria (1+) = 05 


AFIA 2, Жун, а А 10, КЕ [=], RA. жуш єв всё, да 


А2, уху, ИЛ, ю, ва. 
1+: = 1.07177 
i =1.07177 — 1 = 0.07177 = 7.18% 
注意 ”由 于 yI = 270 = 201 авари A важив. 
8.10 确定 在 每 半年 复 利 一 次 的 情形 下 ,在 6 年 内 使 本 金 翻 番 的 利率 . 
Ж r= S = P| 1+ £|” 
> í 2(6) 
2P =Р{ 1+ +] 
2 =1(1 +0.5í)12 
1 + 0.5; = 2 
s Д _ 
Int1 + 0.5;) = 12? = 1200-69315) = 0.05776 


190.52 =е 0506 = 4 05946 


0.5: =1.05946 – 1 = 0,05946 
i = 0.11892 == 11.89% 


8.11 当 每 季度 复 利 一 次 时 ,以 什么 利率 才能 使 本 金 在 10 年 内 变 成 三 倍 ? 
Ж F s= p[i +] 
; е: 
ЗР =р(1+ +] 
3 = (1+ 0.25:)% 
1+ 0.25: = 3 
(1 + 0.25) = AS = 0.02747 


1+ 0.251 = 0 — 1,02785 
| i =0.1114 = 11,14% 
8.12 如 果 连 续 复 利 时 , 以 什么 利率 才能 使 本 金 在 8 和 牛肉 变 成 3 倍 ? 
E ёғ S = Pe” 
3P = pe 
in3 =n egr 
1.09851 =8r 
r =0.1373 = 13.73% 
8.13 “如果 连续 复 利 , 以 什么 样 的 利率 才能 使 本 金 在 25 年 内 变 成 5 倍 ? 
W = 8 = Per 
5 = er 
1п5 = 257 
1.60944 =25r r = 0.0644 = 6.44% 
8.14 如果 每 年 复 利 一 次 , EHR 12% 于 ,种 要 多 少年 才能 使 本 金 翻番 ? 保留 两 位 小 数 . 
Ж E 5= Р(1 +i 2 = (1+0.12)' 
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ln2 = tln 1.12 0.69315 = 0.11333: 








1 ==6.12 Е 
8.15 ”在 每 半年 复 利 一 次 的 情况 下 , 以 8% 的 利率 ,需要 经 过 多 长 时 间 才 能 使 现 值 增 到 24 
倍 ? 
E == S= р r+ 208) 2.5 = (1.042: 
In2.5 =21]1.04 0.91629 = 2(0,03922); 
t 211.68 E 
8.16 ” 当 每 季度 复 利 一 次 时 , 需 经 多 久 才 能 将 本 金 以 5% 的 利率 翻番 ? 
E == s = р1+0:05)" 2 = (1.0125)% 
[2 =4r 11.0125 0.69315 = 4(0.01242); 
{ == 13. 95 年 
8.17 在 连续 复 利 时 , (a) 以 9% 的 利率 ,使 本 金 变 成 4 倍 ,(b) 以 12% 的 利率 ,使 本 金 变 成 3 fk. 分 别 需 
要 多 长 时 间 ? 


解 SF (a) S=Peor 4= 0.09: ye15.4 年 4=(9%% J 38629= 0.09: 





(b) 5=Ре" 1а3=0.12;{ tss9.16 年 3= 60-127 1,0986] = 0.12; 


贴现 





8.18 当前 利率 为 10% ,从 现在 开始 {a) 每 年 复 利 一 次 , (b) 每 站 年 复 利 一 次 , 求 4 年 后 的 
8 750 HRH. 


E ке (a) 利用 (8.6) 并 代入 ， 
P — S(1+ гу! = 750(1.10) 1 


对 于 (1.10) А. 1.10, А [у А а, ЖЕ [+ 7] Ж (1. 10)75= 0.68з01, HRA. 
P = 750(0.68301) == 512.26 








(b) P =sli+ j  “=750(1.05) ° 
= 750(0.67684)=:507.63 
8.19 ”当前 利率 为 4% ,7 年 后 的 终 值 为 $ 600, 重 做 问题 8.18. 


М EF (8) P=600(1.04)-? (b) P -600(1.02) “ 


=600(0.75788)==454.73 
= 600(0.75992)=s455.95 ( ) 


8.20 当前 利率 为 8% , 当 (a) 每 年 复 利 一 次 , (hb) 连续 复 利 时 , 求 3 年 后 的 8 500 的 现 值 . 
解 EF (а) Р -=500(1.08)-: b) P=Se =500e 0-89). sn0e tu 

=500(0.79383)a=396.92 T500(0.78663)=393.32 

8.21 重 做 问题 8.20.;=9,t=S 年 ,S= $120. 
Ñ Em (а) P-12001.09)-s (b) Ро=12йе 9%) = 120-04 


= 20(0.63763)==76. 
= 120(0.64993)== 77.99 0(0.63763)я>76. 52 


8.22 利用 自然 对 数 求解 问题 8.21(b) 
E F P = 120” 


№Р =n120 + (— 0.45) = 4.78749 — 0.45 = 4.33749 
Р =antiog,4.33749 = еї 332749 А. 76,52 


指数 增长 函数 


8.23 一 个 企业 前年 销 俏 额 为 150 000, 预计 将 以 8% 增长 ,确定 第 6 年 的 销 此 水 平 . 
E Ее S = 150 000(1.08)5 


ж АЖ £O FEBS 4 
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8.27 


8.28 


8.30 


8.32 


=190) 000(1. 58687) == 238 031 
当前 利润 为 240 000 的 企业 , 预计 今后 10 年 内 以 9% 的 速度 增长 , 求 10 年 底 的 利润 水 
平 . 
W EF т = 240 00{6(}.09)® 

= 240 000(2.36736) == 568 166 
- 个 每 月 食品 开支 为 $200 的 家 庭 , 在 食物 的 成 本 每 年 以 3.6% 的 速度 增长 的 情形 下 ， 
现 计 $5 年 后 每 月 食品 开支 为 多 少 ? 
Ж т> Е = 200(1.036) = 200(1.19344) = 238.69 
如 果 生 活 开支 自从 1993 年 后 每 年 以 12.5% 的 速度 增长 ,以 1993 年 的 100 为 基点 , 求 
2000 年 的 生活 成 本 指数 ， 
Ж о> C = 100(1,125)' = 100(2.28070) = 228.07 
一 个 打折 服装 店 , 如 果 每 天 减 价 10% , 直到 将 服装 卖 完 为 止 ,第 5 天 时 一 件 $ 175 的 衣 
服 的 售 价 是 多 少 ? 
W F Р = 175(1 - 0.10} 

= 175(0.9)° = 175(0.59049) == 103.34 
新 汽车 第 一 年 以 每 月 3% 的 速度 赂 值 ,年 初 定价 为 $6000 HR ECR- FERRMES 
少 钱 ? 


E ғ В = 6000(0.97)'2 = 6000(0. 69384) a= 4163,04 
如 果 美 元 以 每 年 2.6% 的 速度 贬值 , 一 美元 在 25 年 后 值 多 少 钱 ? 
W т> D = 1.00(0.974) 


=1.00(0.51758) = 0.5176 或 51.76% 
平均 住院 成 本 在 1989 年 底 时 为 $ 500, 到 1999 年 底 时 为 四 1500, ЖЕЕ Ж. 
Ж ёғ 1500 = 500(1 + ¿yU 
3 = (1+ :)10 
1+ = 93 
对 于 y3 ,输入 3, 按 因 | 键 ,再 输入 10, 并 代入 ， 
1+ = 1.11612 ç = 0.11612 a= 11.6% 
一 个 5 年 投资 计划 预计 由 每 年 2.6 万 增长 到 每 年 4.2 万 ， 需要 平均 每 年 增加 多 少 投 
资 ? 
W s= 4.2 = 2.6(1 + ;)° 
1.615 =(1 + i) 
1+ = 1.615 = 1.10061 
i =0.10061 == 10% 
一 个 发 展 中 国家 打算 由 目前 的 5.6 亿 储 车 增加 到 12 亿 ,如 果 每 年 以 15% 的 速度 增长 ， 
需要 多 少年 ? 
Б EF 12 = 5.6(1.15)* 
用 对 数 变 换 求 解 指数 ， 
1012 =]n5.6 + tln1.15 
2.48491 =1,72277 + 0.13976: 
0.13976; =0.76214 ға 5.45 %& 


АЖЕН, 人口 以 3.2% 的 速度 增长 ,计算 现在 人 口 为 1 000 000 的 国家 20 年 
后 的 人 口 数 ， 


由 于 人 口 是 连续 增长 的 , 所 以 涉及 到 自然 指数 函数 ， 
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解 ЕЕ P = 1000 0007 929 = 1 000 000е'“ 


=} 000 000(1.89648) == 1 896 480 
8.34 ”如 果 问 题 8.33 中 的 人 口 2.4% 的 速度 增长 , 则 20 А ПЖ £? 
解 == P = 1 000 000ta = 1 000 0002-4 
=1 000 000{1.61607) = 1 616 070 
8.35 ”如 果 世 界 人 口 以 2.6% 增长 ,需要 多 少年 人 口 将 翻番 ? 
E Е 2 = «0-06 


152 = 0.026: 
0.69315 = 0.026; t — 26.66 € 


8.36 ”如 果 世 界 上 可 耕种 的 土地 由 于 气候 条 件 以 3.5% 的 速度 被 侵蚀 ,现在 A 数量 的 可 耕种 


的 土地 12 FRATE? 
E F P = Ае TOD = дег — 0.657047А 或 66% 
оі А 


8.37 (а) 指数 函数 , (b) 等 价 的 自然 对 数 函 数 , 求 本 金 = 52000 以 12% 的 利率 每 
半年 复 利 一 次 ,3 年 后 的 价值 S ， 
p.12] “2 


解 EF (a) s =p{ 1+)” = 2000f 1+ 012] 


= 20001 1. 41852 Y=2837. 04 
(b) S= Ре" 
其 中 


= 2000(1.06)° 


r= ті + т) = 2h 1.06 = 2(0.05827) = D.11654. 
所 以 ， 
S = 20007 "8497 _ 2000е7 34982 — 2000(1.41853) == 2837.06° 
8.38 ЖФ Р = $600, 以 9% 的 利率 每 年 复 利 一 次 , ;= 5 年, 重 散 问题 8.37， 
W тж (2) 5 = 600(1.09)° = 600(1.53862)2= 923.17 
(b) S= Ре", Д ғ = 101.09 = 0.08618. 因此 
S = 60067-06180) — 600e = 600{1. 53864)==923.18* 


8.39 Же P= $1800 U 8% 的 利率 ,每 季度 复 利 一 次 ,1 =2 过年, 重 做 问题 8.37. 


解 EF (a) 5—1800(1.02)!9=1800(1.21899)==2194.18 
(b) к=41һп1.02=4(0,01980)=0.07920 
5 = 180060792163) — 1впп?-!9#00 ~ 1800(1.21896) =2194.13* 
8.40 ”在 每 年 复 利 一 次 的 高 散 情 形 下 , 求 $= Ре 076s4 的 等 价 形式 ， 
Ж EF г = mln 1+ i) 
т 
由 于 每 年 揽 利 一 次 , m=i, 
0.07696 = (1+) 
1 + í = antilog 0.07696 = 1.08 


i = 0.08 
所 以 


S = P(1.08): 
8.41 在 每 半年 复 利 一 次 的 离散 情形 下 , R pe 9%9758 的 等 价 形式 . 





* 误差 是 由 于 保留 小 数 点 后 二 位 而 进行 肥 整 产生 的 . 
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ж == r = 2а(1 + 0.52) 
0.09758 = 213(1 + 0.51) 
1+ 0.57 = апор). 04879 = 1.05 
0,5: = 0.04 ғ = 0.10 


(8.12) 
(8.13) 


所 以 
5 ~ р(1.05)2 
8.42 在 每 季度 复 利 一 次 的 情况 下 , 求 S= Ре 8: 的 等 价 形 式 . 
R = r = 4ln(1 + 0.25;) 
+ (o. 15688) = In(1 + 0.25;) 
1 +0.25: = antilog,Ü.03922 = 1.04 
i = 0.16 
5 = Р(1.04)“ 
ш ЖЕНЕ xr Б 
8.43 ”一 种 动物 由 1997 年 的 3.5 亿 增长 到 2001 年 的 4.97 亿 . 以 自然 指数 表示 该 动物 数量 
P, 并 确定 增长 率 ， 
E с> 3.50 = Pae = Po 
4.97 = Poe” 
将 (8.12) 中 的 P = 3.50 ЊА (8.133F 84k, 
4.97 =3. 50e" 
1.42 =” 
两 边 取 自 然 对 数 ， 
]n1.42 =]пе” = dr 
0.35066 =4r 
r =0.08767 == 8.8% 
所 以 


P = 3. 5060-0288: r = 8.8% 


8.44 ”政府 项 目 成 本 由 1995 年 的 5.39 亿 增 至 2001 年 的 10.64 Z. 用 一 般 指 数 表 示 成 本 , 并 


确定 年 增长 率 . 
W x 5.39 = Call + i)? = Ca 
10.64 = Со(1 + 7)° 
将 (8.14) 中 的 C=5.39 (A (8.15), ЖЕМИ, 
10.64 =5.39(1 + ;)5 
1.974 = (1 + ;)Š 
商 边 取 普 通 对 数 ， 
1001.974 = 6log(1 +) 


(0.29535) =log(1 + i) 


log(1 + i) =0.04923 


l+ i =antilog0.04923 = 100 0923 — 1.12 


i =1.12 -1 = 0.12 = 12% 
C =5.39(1 +0.12) i = 12% 
8.45 EH 1991 Æ C=2.80,2001 Æ C=5.77, ERIH 8.44. 
解 ёғ 2.80 = Call + i)? = C, 
5.77 = C,(1 + i) 


(8.14) 
(R. 15) 


(8.16) 
(8.17) 
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022.80 А. (8.17), 
5.77 = 2.8041 + i)’ 
2.06 = (1+ :)10 


取 对 数 ， 
1682.06 = jnlogfE + ғ) 
1500. 31387) =[ор( +) 
jog(1 + i) =0.03139 
l+ =antilog0.03139 = 100-9319 . 1,07495 
£ =1,07495 — 1 = 0.07495 = 7.5% 
所 以 


С = 2.80(1+0.075)' 1 = 7.5% 


EE ЗН PA БЕ ЭК Нук 


9.1 微分 法 则 


下 面 给 出 指数 画 数 和 对 数 函 数 的 微分 法 则 , 并 在 例 1 一 例 4 及 问题 9.1 一 9.8 中 给 予 解 释 
说 明 . 间 题 9.35 一 9.40 给 出 部 分 法 则 药 证 明 . 


9.1.1 自然 指数 函数 法 则 


给 定 F(z) =e ,其 中 g(x) 为 zx 的 可 微 函 数 ,导数 为 
f(x) = e”. g (z) (9.1) 
EU, 自然 指数 函数 的 导数 等 于 原来 指数 函数 飞 以 指数 的 导数 . 
例 1 求 出 下 列 自 然 指数 郴 数 的 导数 ， 
1. f(z)=e* 
© glr)= zr, РЕ z'(z)=1 &A(9.1), 
f(z=)— =e e 
所 以 e 的 导数 是 它 本 身 . 
2. Flade 
由 于 gz)=z 则 gr)=2z, 代 入 (9.1)， 
f (z) = е" “27 = 22е" 
3. Рх) = Зе?" 
这 里 р(2)=7-22, И р(х) = 一 2, (9.1), 
f (z) = Je 6-2 = be? 
求 其 在 z =4 的 斜率 ， 


F) =-6e240 веі | 





1 1 
В! =-2.2 


见 问题 9.1. 
9.1.2 Жа 的 指数 西数 法 则 


给 定 f(z)= а? На >0,а1, Н кх) z НОЖ FRO 
Тҳ) = ав). g (=) lna (9.2) 
ВП, ЗНС СНУ УСЕ РЕЛЕ АР. 
2 RERA a 的 指数 函数 的 导数 ， 
1. Ра) =а1 .这 里 g(x)=1-2x, 则 (rz)= ~2, 民 入 (9.2), 
Р(х) = а .- 2. Ina =-2а! ?*1па 
2. y=a7, 这 里 g(x)}=x, 则 g(r)=1. 由 (9.2), 
y = а 1] *1па = аһа 
ЖЖ a 可 以 为 具体 的 数值 , 见 问题 9.2(c) 一 9.2(g)， 
3. y=x?*a* .由 于 y 是 zz 与 4”Y 的 积 ,所 以 积 的 法 则 是 必须 的 . 
у =a la +3. ша) + a(r) 
= та?“ (3rlna + 2) 
见 问 题 9.2. 


9.1.3 自然 对 数 函 数 法 则 
给 定 FLz)=Ingtz),s(z) 为 正 且 可 微 的 ,导数 为 ， 
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_ (т) 
© = др eO) s E 





见 例 3 和 问题 9.3 一 9.5. 
例 3 求 下 列 自 然 对 数 函 数 的 导数 . 
1. F(x)=1ln6r’. 令 g(x)=677, 则 ©) =12r, KA 09.2), 





2. 
f£ (z) = 25 12+ = = 
2, le 3), 
| an ,,_ 1 
>” 2 l= х 
3. у= (= +65 +2). FRA 
‚ _ 1 . _ 2z +6 
У rz+6r+2 (2e +6) х + 62+ 2 
RHE x =4 Ж, 
, _ 14 _ 1 
у (4) = 40 = 3 


9.1.4 Жа GA E Бат R| 
В у(х) = logale) EP а >0,a 21, HB g(+ 29 3EBS B Pi. 导数 为 
| Рә = су (х) loge 或 Ро) = у 2 (2): 


因为 logse=1/lna 见 例 4 和 问题 9.6 Ж 9.40. 
а ЖР а 的 对 数 函 数 的 导数 ， 
1. 56) = юв, (222 +1). © (л) = 222+1;00 (6) = 42. ВА (9.4), 


Fle) = уру 4r .logoe = 


— log е 
+1 2х2 + 1 ë 


或 , Щ(9.4), 


-4r _. 
f (z) = (2х^ + l)lna 


2. y=logsr (2) = ж, g (х)=1.Щ(9.4), 





‚ _ 1 1 l _ loge 
Y OB € = x 


或 





9.2 AMEX 


对 前 一 阶 的 导数 俏 求 导 , 便 得 到 高 阶 导 数 , 见 例 5 和 问题 9.9 及 问题 9.10. 


例 5 Яа оңа 

‚АШ у= е5 .一 阶 和 二 阶 导数 为 
э =e (5) = Se 
Фу — < 5 — Sx 
Д2 =Se (5) = 25е 


2. СЯ y= ar, 一 阶 导数 为 


а 
= _ a*(1)]na = а*1па 
dx 


(9.3) 


(9.4) 
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其 中 Ina 为 常数 ,所 以 二 阶 导数 为 
т> = a*(Ina(1)(Ia) = а*(1па)? = arln2za 
= 


3. 已 知 y=lnzx,; 一 阶 导数 为 


由 简单 矫 函 数 法 则 , 有 





中 _ -2 1 

dz? 7 或 тї 
4. E NI у = log,3z. “ИЗ 

dy _ ley d _ _1 

dz 5143) Ња  zlna 


НАВУ ИШ, 其 中 lna 为 常数 , 二 阶 导数 为 
фу — zlna (0) ~ lina _ = ina = 1 


dz? (xlna ° za жа 








оз ЕЖ 
ШН Р 6 ЗЕР — FE 0 ЛУ НЧ, 便 得 到 了 偏 导数 . 见 例 6 和 问题 
9.11. 
例 6 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 ， 
1. Бе "27 .一 阶 和 二 阶 偏 导数 为 








z, = 0222903) = 308900) „Шз уу руаш) 
жы = 332 *?%!{з = ez+231 „= 2е03*+27)(2) = д6(32+25) 
2 = 663892) = , 
2. BM = = In(5zx +9у), WGRA 
Е 5 9 
sr 5z + 95 у Sr + 9у 
出 商 的 法 则 ， 
z +9 - 55)  —25 _ 
т (5x + 9y)° {5х + 9у)? 
(5х + 9у)(0) - 9(9) ` -81 
ка (Sx +9y)  (5z + 9у)? 
一 45 


Zm Сү, ууу: 2 


9.4 指数 和 对 数 函 数 的 优化 


指数 和 对 数 函 数 遵 循 4.5 节 和 5.4 节 的 优化 法 则 . 见 例 7 了, 问题 9,12 及 9.21. 
97 求 指 数 和 对 数 函 数 的 斑点 及 判断 最 大 或 最 小 的 步骤 如 下 ， 
1. 已 知 y=2ze*, 利 用 积 的 法 则 并 令 导 数 为 零 ,有 


9з = 27rf4elr) +t) = 0 = Ze fdr +1) = 0 
要 使 导数 为 零 ,或 者 2et* =0 或 者 4r +1=0. 由 于 对 x 的 所 有 值 有 20 
4х +1 =@0 £ 三 一 下 


检验 二 阶 条 件 ， 


ЕЕ 





EY = 2et(4) + (да + 1)(2e)(4) = 8e" (4a +2) 
a 


ЖЕКЕН ДИНИ, х= 一 二, 中 y/dz?=8e !( 一 1+2)=8/e>0, 由 二 二 阶 导数 为 正 ， 
所 以 函数 在 驻 点 取得 最 小 值 
2. 已 知 y=In(x?-6zx+10), 由 由 然 对 数 法 则 ， 


dy _ 2+ — 6 _ 
dr sx? - 6zx +10 





УД [Б] ДЕЛ Bb: 
zz-6r+t0 2r-6=0 х= 3 
利用 商 的 法 则 求 二 阶 导数 ， 
dy _ (z? — бх + 10)(2) — (2z — 6)(2z — 6) 





dz? (z? – бе + 10)? 
求 二 阶 导数 在 驻 点 的 值 , z=3,d2y/dzz=2>0. 
所 以 ,函数 取得 最 小 值 . 


3, E & ¿= Tt 76у). 
z, = (20-2) 7 © шу z = (2y -6e — 0 
由 于 对 任意 的 > 和 y 都 有 ef -2z+y 769 ер 所 以 , 有 ， 
2rz -2-0 2y-6=0 
F о=1 了 =3 
利用 积 的 法 则 检验 二 阶 条 件 ， 


‚2% 2 2 2 
кы = (2х _ 2)(2х _ 21etz -2х+у -бу} + е” -2т+у 6) (у) 


zy = (2y ~ 6)(2y - 6) ©) + сайа (2) 
求 在 驻 点 的 值 , EA е WERKE ЖЕЙ], Ж 
za = Ü+2e >Ü z=0+2 ">0 
检验 混合 偏 导数 ， 
z, = (2z -2)(2y – 6)" 72092-60 = 
# = = 1,y=3 处 有 z =0= zx, 由 于 кый „ЖЕНЯ се > (z,,)° Maa, ШИЕ 
此 时 取得 最 小 值 . 





9.5 对 数 微分 


经 常用 自然 对 数 及 其 导数 来 简化 多 项 积 和 商 的 微分 的 求解 过 程 ,该 过 程 被 称 为 对 数 化 微 


分 . 见 例 有 8 及 问题 9.22. 








利用 对 数 化 微分 求 如 下 函数 的 导数 ， 
_ (5z=! — 8)(3x + 7) 
(а) 两 边 歌 自然 对 数 
2-8 t47 
Басо = -DGD 
= 10(5х° — 8) + (314 +7) – (95 - 2) 
(b) 求 导数 
d _ g (z) _ _15z° 1222 _ 45x1 
az Наа т)] = glz) 一 523-8 + 31*47 925-2 (9.6) 


(c) 由 (9.6) 代 数 求解 e (>), 
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; 152? lrt _ _45* |, 97 
zt) = S б зүү ge 3| slr) (9.7) 


(9) 将 (9,5) 的 g(x) 代 入 (9.7)， 
; 1522, _12х*_ _ 45а* |. Gr C 8) Gx +7 
в) = 了 323347 905-2 (92? ~ 2) 








0.6 增长 率 的 两 种 度量 


一 个 函数 у= 了 f(z) 的 增长 G 定义 为 
g- did РИ) „у 
T у JG) Су 
由 9.1.3 rr, G 恰好 是 Iny 的 导数 ,所 以 ,函数 的 增长 可 以 由 (1) ЕЁ ЕЖЕ, (2) 
取 上 自然 对 数 , 再 微分 的 两 种 方法 来 求 .后 者 有 时 对 复杂 的 图 数 更 为 有 用 . 见 例 9 及 问题 9.23 一 
9.30. 
例 9 分别 用 上 述 两 种 方法 求 v = рет кж, Нр 为 常数 . 


1. 由 第 一 种 方法 ， 
_ М 
G =ч, 
ЁН, V = Pe*(r)= rPe”, IE 
Pe” 


2. 第 二 种 方法 , RER Н К, 
ҺУ = InP + In e? = InP + rt 
再 求 对 数 关 十 2 的 导数 ， 
i dV d 


іу а _ S _ — 
G= V u = Ча V) = y (P+) = 0+ = r 


9.7 最 优 时 间 


指数 函数 被 用 来 才 永 一 定时 间 内 增值 或 用 值 的 商品 的 价值 . 例如, 酒 , 奶酪 和 自然 资源 等 
商品 .由 于 将 来 的 一 美元 不 如 今天 的 一 美元 值钱 , 有 必要 将 未 来 的 值 贴现 为 现 值 . 投资 者 和 潜 
在 的 投资 者 追求 他 们 资产 的 现 值 最 大 . 见 例 10 及 问题 9.31 一 9.34， 
例 10 奶 酷 的 价 信 随 着 时 间 增 加 而 增加 , Вр 了 = 1400(1.25)”:, 如果 在 连续 复 利 的 情形 下 ， 
资金 成 本 为 9% ,假设 没有 储藏 成 本 , 那么 一 个 企业 应 该 情 藏 多 久 呢 ? 
解 gE 企业 想 使 奶酪 的 现 值 P = Ve-" 最 大 .代入 已 知 的 V 及 +;, 有 P= 


1400 (1.25)* et 取 自 然 对 数 ， 
InP = In1400 + ;!/211.25 — 0.09; 
再 求 导 数 ,并 令 导 数 为 零 以 求 最 大 的 P, 


ldp 1 -v2 _ 0.09 = 
Б $ =0+ Z (Inl,25)r 2 -0.09 = 0 
de _ [1 -1⁄2 - 
IE L P| Ga 1.25)" -0.09 |= 0 (9.8) 


因为 P 关 0， 50.25): 12 _0,09=0 





742 _ 0.18. 
lnl.25 
_ 1.25142 _ [022314 2 
-| 0.18 | = 0.18 | ~ 1.54 Æ 


由 《9.8) 求 二 阶 导数 ,因为 P= уг), ROSA, 
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ФР 1 -3⁄2 1 -1⁄2 _ dP 
2 = p| - + (ln 1.25): |+ É (In 1.25); 0.09 |97 
由 于 在 驻 点 dP/di =0, 有 


ФР = p|- тв 1.25)? |= - P(0.05579; *?) 
因为 P, г>0, 中 P/dr?<0, 所 以 函数 取得 最 大 值 . 
9.8 利用 对 数 变换 求 柯 布 -道格拉斯 需求 函数 的 导数 


需求 函数 将 一 个 顾客 对 一 种 商品 的 购买 其 表示 为 该 商品 的 价格 和 顾客 收入 的 函数 .通过 
求 满足 收入 约束 条 件 下 的 柯 布 - 道 属 拉 斯 效用 的 最 大 化 , 得 到 柯 布 -道格拉斯 需求 范 数 .给 定 
и 二 x 及 预算 约束 px + py =M, ARAH AHR, 


lnu = alng + 有 ny 


+ ЗУД ЙН RFRA, 
U =alnz + Blny + A(M — рт — pw) 
U, =at- ip, = 0 а = Аруу 
U, =B -Aap =0 B= у 


U, = M - pæ- руу = 0 
使 a 与 8 相 加 ,并 将 px +ру= M ҚА, 
e + B = А(р.х + руу) = АМ 











所 以 ， 
а +P 
M 
MEH л = (а + 8)/М REU, AU, В 
a “м Jp, = z= 10) (9.9) 
8 ë + _ 一 _ M 
pi 
对 于 一 个 严格 的 柯 布 -道格拉斯 函数 有 а +8=1, ТИ, 
х = М 及 э= (9.9с) 


x y 
@ 11 已 知 一 个 效用 函数 u= z93 957 A М = 200, (а) 导出 对 r My 的 需求 函数 ， 
(b) RTE р, =5, р, = 8 M р, =6, р, =10 Ё. 
Ж ғ (ә) 由 (9.9)， 


aM Ж 





т = 


(b) 在 p.=5,p,=8 


TE р. =6, p, = 10 
一 _ 0.3(200) -10 及 了 -07200) -14 


T 


习题 解答 
自然 指数 函数 的 导数 
9.1 根据 法 则 , drdz[es ]= ©. (ү) ЖЕҢ ЮНЕ ЕИ. 
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9.2 


(а) у= ee 
W F $ glr)=2r, M к (т)=2,Ж у = е(2) = 262: 
(b) у= е0) 

















# єє g(z)= Гау б) 2А 

y =e | _ 1) = 1 

` 3 3 
(с) у=е" 
Ж ғғ у = F Gr?) = Jre” 
(d) y=3e* 
E E y= зет (22) = bze" 
(e) у= е2"! 
s EF y =e tset] 
(f) y=e! *" 
解 EF у= = 4 47 
(g) y=5e 7 
Ж кє y = – 10ze! ё 
(h) у= 2=хе" 
Ш ғ шя. 

у =22(е") + е7(2) = 20 {т +1) 
(i) у= 3.21 
Ж = у = 32(2е22) + e3) =з (2л + 1) 
(j у= ze” 
Ж E y = x Sey} (22 = ze (Sr +2) 
(у yS 

4+1 f 
解 БЕР 由 商 的 法 则 ， 
y = {е^ + 1)(5e52) — (er — 1)(5е?*) 10е°* 
(еб +1)? (é +1)? 
2х 
(D =$ H 
я ғ y= (e= _ 1) (2е2* у _ le + 1) (26%) 一 4e 
底 非 。 的 指数 函数 的 微分 07 БЕХ 
е 
根据 d/dz [а= afg (ax) а 求 下 列 指数 函数 的 微分 : 
(а) у=а“ 
Ж e 令 Bfz)=2r, 则 gfz)=2 及 
y = asxf2)lna = 2a” lna 
2 
1 

| e y = a” (102 па = 10ra Ina 


(с) у= 422'' 


Ж > y = 42 Ayn = 204) 


зав: 数理 金融 引 论 











利用 计算 器 ， 
E r= y = 2(1.38629)(4)2”*? = 2.772584 7T 
(d) у=2* 
Б == у = 25(1)1һ2 = 2*]n2 = 0.69315(2)* 
(е) ye” 
# £p y = 2 (Oz)? = 2201) 17 = 2z(7)2 (1.94591) = 3.891822(7) 
(Ü) у= 272° 
注意 r ERAH, ПП 2* 是 指数 函数 ,由 积 的 法 则 有 ， 
E F y = х%[25(1)һ2] + 2*(3z2) = xz227(rln2+3) 
(g) y= 22% 
W «> | y = z2[25s(5)I2] + 25z(2z) = z25#(5rln2 +2) 
自然 对 数 函 数 的 导数 
9.3 REEM d/daz[Ing(z)]= 1/20) g (zx), 求 下 列 自 然 对 数 函数 的 微分 ， 
(а) у=1п2х? 
ж у> у 60) 2 
(b) у=1872° 
Ж к> у = 04а) 2 
(c) y=ln(1+ x) 
‚__1 
йат У КЕ" х 
(d) у= (4х +7) 
‚__1 4 
K == y =42+700) 447 
(е) y=ln6x 
Дуку 1. 
ж = > = 5206)= = 
(f) y=6lnz 
l| 56 
в ВЕ 


HE ”对 数 直达 式 中 的 常 系数 在 铀 分 中 消去 , Ie), 而 对 数 表达 式 之 外 的 常 系数 则 保留 , В). 
9.4 ” 求 下 列 自然 对 数 函 数 的 导数 、 
(а) у= = = (х)? 


W к> аг REREN 





У = Anz (шл) = 2шг| 2) = ¿hz 
(b) у= 18282 = (182)? 
н = y = 2а: (5) (8) = 2082 
(с) у= 32(32 +1) = (3+1) 
Ж к y = 0: + D| zza] 6) = 各 (as 二 
(d) у= (5+6) 
"= y = 20050 + 6)| L] (5) = Pa +6) 


(e) у= 1145 +13) 


AAE MERA A УИ О ‚149. 















































解 r= У = 3[n(4z +1300 zg] 90 = setar + 13)| 225] 
12 
= a 131245 +13) 
(D y=ln(x +5)2s=[In(< + 5) 02 
解 EF 2 glr)=la +S Ml g (у)=2(т+5),Җ 
， 1 2 
> ™ gasp eetl +5 
(g) y=lnír-8¥ 
. _ 1 _ 222 
Ж rr у = z -ap H 8)] 7 
(h) y=3ln(1 + > )° 
， 1 6 
# == y = з оа +} = 8 
9.5 利用 7,3 节 中 的 对 数 定律 简化 下 烈 自然 对 数 函数 的 微分 过 程 ， 
(a) у= (= +5)? 
解 КЕ 由 对 数 定律 ,有 Intr + 5 六 =2n(x+5). 所 以 正如 问题 9.4(f)， 
， 1 2 
y =- 2 ја -2 
(b) y=ln(2x +7)2 
W == y = 2]n(2z + 7) 
, 1 4 
У -2 = — 
(c) y=ln[(3z+7)(4z+2)] 
K E y = In(3z + 7) + In(4z + 25 
, 3 4 
У C 3r+? t ar+2 
(d) y=ln[5z2(3z2—7)] 
Ж є у = 10522 + (3х5 7) 
‚ _ 1Üz D z2 2 9 rŠ 
У “se уз n + t s= 7 
_ 3x 
(е) y=In -2 7 
Ж > у = br’ –іп(а2 - 1) 
„_ 2 __2у 
> r 2-1 
(Ü у= 
> (2z+5)2 . 
W = y = Inr? — In(2r +5)? 
АЕ РИ —1 _ 3. 4 
y = sGz5-2| a) = £ - — 
12z2+3 
(в) y=In т?+9 
# =e y = 00222 + 3) - In(z2 + 9)] 
б 1 Ах ___2хт | 225 £ 
> 2 2z2+3 хї+9 2ri+3 12.9 
以 非 。 为 底 的 对 数 函 数 的 导数 


обв 根据 法 则 
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4 ИНИТ 
а oga g(z)] = glz) g (z) loge = glr) E (2) Ing 
求 下 列 对 数 函 数 的 微分 . 
(а) у=1ор„(4х^—3) 
А 1 ' 1 Br 
E ü= y = 1 (8) 1.) = (4: -lna 
(b) у= 10849? 
б д. BlYb RB 3 
# s= > = Бот i) ~ rlnd 


(c) y=log(8- z) 








; l (| 1 
и = Y Tig- JC DLS 77 
(d) у= x loger 
Ж # 由 乘法 法 则 


, ñ z 

y = || 2. |+ (log,.r)(322) = = + 42210627 
(e) y=log,/z2-7 | 
H > 由 对 数 定律 ,y= оов, (z? Т). ЯГЫ, 


Lf l (2x) 


у= 22-7 


| пв 
lna: | (x? – 7)lna 








法 则 的 混合 应 用 
9.7 利用 法 则 求 下列 函 数 的 微分 ， 
(а) у= хах? 
Ж кї ШЕЕ 
у = | 2, (322) + 12222) = 3z + 2zlnz2 = 3r + 6z]nz = 3z(1 + 2|[nz) 
(b) у= хах? 
Ж ғ ._ 3 1] 2032р — 0.2 ыш = 2.2 
y x 12 (21) + ne (rl) = 2z? + 6r Iz = 2х {l + Зах) 
(c) yx=e"nz 
R F 由 乘法 法 则 
y = [+] + (Inz)(e*) = (1 thz] 


(d) y=e 2]n2zx 





‚бу -afl - - \ 
Ж == y = (0) + mal 2629) = tf E ааа) 
(е) у= 1а et? 

， \ z+ 
Е EF у = Te 2) = 5 
因为 In ee =3z+2,dfdz(]n e*t?) = d/dr(3z+2)=3, 
(f) у= е": 
# Е у = 8-10) 
т! Ж 
因为 enz з. 
(в) узе“? 
EF t bt2z+1) 1 

ш > e (110 = 2 


ен" Sr++]. 


FAE НИНДИ ЫК? _ “151， 





(hy у= е 

W s= y = ет (рх) 

对 于 d/dz(zlnz), Е Е 

y = е [a 1) + (nz)() |= «(1 + ]nz) 
(i) y= er har 
Ж == y = e= | L зу + n3r(2r) 
3 
= e бү + 2rinix) = тє” = + 213 } 

ВЕЕ 
9.8 ЖЕТУ ТЕЕ ЬИР. 

(а) >=3e 在 z=5 点 . 

® EF у! = O, bed 


在 工 =3， 
y = б.бе 9) —< 0,6(2,71828) == 1,63097. 
(b) y=2e К? Ф x=4 F. 


y = = Зе = 3676 = — 3(0.00248) =- 0.00744. 
(с) y=ln(z2+8z+4) 在 z=2. 


解 EF .. 2zr + 8 
> z +8z +4 
# x =2, 
.. 12 _ 
y = 4705 


(4) y=ln2(z +4) Жух=б. 





. ‚ 1 _ Де + 4 
É => y = [2m(z+ DI Hj = 20+ 
ТЕ т=б, 
y = 20 -= 202.30259) == 0.46052 
二 阶 导数 
9.9 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 导数 ， 
(a) у=е?? 
W r= y = Зе?? y" = de 
(b) у=е 1202 
r 1 一 = x” 1 _ I 
Ж кє у =- +, 0⁄2) У = e а) 
(с) y =3е2®*?! 
Шо = y = 15T! y = 75tl 
(d) y=2re" 


Ж F 出 乘法 法 则 ， 


у =2x(e") + ez (2) = 2e"(x +1) 
y =2e'(1) + (z + 1)(2ez) = 2e*(x +2) 
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(е) y=ln2x: 
解 Lor) È y= 5r ?a 
У 7 2.) т. ` r? 
(Í) ху=4пт 
E r= y -atj 3 y -Ar 
9.10 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 导数 ; 
(a) у= g 
Ё EF у= а? (Зва ~ Запа 
其 中 Ina = a 为 常数 ， 所 以 
у = (3u Ina) Зуша = Ja" (иа)? 
(b) y=a 3211 
E EF y = a (sna = 5a Ina 
у = (Sa U llna )(S)ina = 254% (na)? 
(с) y=log,5z 
解 ть У 一 0) na he - felna) ' 
HE” Ж ОЕШ 
А - -外 1 
у =- 1(zlna) һа = er Tina 
(4) y=logs6x 
_ 1 A) 1 _ а 
я кє > 206) 5! 7 іад (2003) 
‚ - — inà 1 
y = - 10х13) 《ln3) = ноз = x2]n3 
(е) y=3re’ 
H er ШЕННЕ 
у =3r(e*) + ez(3) = Зе (хо +1) 
y =3Зе (1) < (z ~ 1)(3е'} < Зе (у + 2) 
_ 4z 
Ч) > Зах 
Ж EF 由 商 的 法 则 
，_ (3lnaz)(4) —4z(3)(1/z) 12inx — 12 12(Inz - 1) 
У 92.2 С Or T Sia 
y= (9lmz)[l2(IAz)] -12(lnz — 1)][9(2)һх](1/т)! 
Е 8lIn‘x 
_ (108/х)(ш°л) — (216/z)(Inz — 1) (ағ) 
8#11п° > 
_ Фах -Sinz - 1) 二 4mnz+8 _ 4(2- = 
3zrln3  j3mhy C 3zxlnz 
偏 导 数 
9.11 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 : 
(a) z=e* 'У 
= : 2, ë 
E u= z = re > z, = 2ye* "° 
ЕН ЖЕЎЕ БЕЛ 


‚24.3 22.2 2,2 
z. 220022 7) +e Y (2) = 27 У (262+ 01) 


2 2 2. z 2, 2 
z, = 2у(2уе* 75) + e" "У (2) = 20 (2y? + 1) 


ILE ЇН АН А РИТ 


153o 





2 
20 iiy 


(b) r= 
E ёғ 


ж u= 
(d) x= 42% 5 
# EF 


(e) z=ln(7r+2y) 
Ж = 
由 商 的 法 则 


(Ü) z=lntx ?+4y:) 
E r= 


(g) z=logs(x -2y) 
R єє 


解 EF 


a Н 
- r + 
z, —4гуе — z, 


2 2 
2r +3y 3 
z, = drh tY z, = Зе 739 


з СИЧ 2 
z = A474re 19) + ы "(ду = de af4zr2-1) 


2 
了 
2 T Ie 


zZ, = 2ra t = 


уг 
z, = a (2)па = 24° "ne 
к, =a ne = 347° hna 
Eyr -2a Wina) (2) (па) = да 12а 
sw =3a (а) 03) 0а) = 9a Ia 
к, =6a 124 一 Zye 


z, = Ang = 3y n 
z, =4 Sn = S$(4) Ing 
= APT Ond) 3) 004) = 9454 
zw = S4 nAn) = 254) n4 


к, =15(4) A = Z= 

















7 2 

z, = z = 

* т + 2 > ?.r+2y 
„2 Оа 25)00) -7(7) _ __-49 
= (7z +2у)? (7= +23) 
2 Оха 25)00) -22 4 
> (7= +23} (77+ 25у} 
2 -— l _ 
9 (7z+2y = 

















2х у 
Зь ау z = г: 
2 = (= + 4у2)(2) 一 2х(2х) By 2r? 
ne Cr? 十 4у?)? ш (z? + 422 
т = МЄ +4›°)(8)-8у(#у) _ 842-322 
УУ (2 + 43232 ir? +4у?)! 
z = = 1бху _ 
ry (22 m 452) == 
=— 1 _ -2 
= {x -2y)na = (= - 2у)ња 
_ = llna _ — 1 


Zx+ 一 = 
{x - 2y) lna — (z - 2y)š]na 


Alna 4 





= = 
” (r-2y)ln?2a (r - 2íy)šlna 


2 


= 二 二 = 
» (т—-2у)?]па w 


(h) z=log,(3z2+ у?) 


2- — _ _ 2y 
(3г? + y2)]na у (3г? + yna 
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_ (Br? + у2)01па)(6) — ёд(буша) _ бу? — 18.2 








Zer 7 (3:22 + y") lna (3zr° + y Yina 
_(3:2+ ууа) (2) - 25(2уіпа) _ fxr -2 2 
бв (322 + у Упа (32° + уг} lna 

一 12ғу 


= = z 
Zay (322 + yê ha x= 


指数 和 对 数 函 数 的 最 优化 


9.12 


BA у=4тге! (a) REE, (b 决定 丽 数 是 取得 最 大 还 是 最 小 值 . 
解 кє (а) 由 乘法 法 则 


y = Arle) + е4) = Ü 
4e2z(3z + 1) = Ü 
由 十 没有 > 的 慎 满 足 4e ”=0 或 =0, 
1 


jz +1 = 0 r = — 





3 

(b) у= 4е (3) + (3л +1)(12ё°) =12е°°(3т +2) 
在 了 = -чруу=12е (1). t: y = 12(0.36788) >0. ЖЭ ЛУН 
重 做 问题 9.12, 已 知 y=$xre 0°". 

E EF (а) у = 52(- 0.26702") +е702(5)=0 


Se 02701 0.25) = 0 
AX 572550, (1-0.22)=0 z=5 
(b) у= 5е D2z(_0.2)+(1-0.2z(-1e 522)= a "(0.2x -2) 
在 x=5,y =e (1-2). E у = (0.36788)( -1)<0. 函 数 取 得 最 大 值 . 
重 做 问题 9.12. 已 知 y=In(x? 一 8zx +20). 





«2202.8 
н око) У = gr+20™ 
PAREN 22-8. +20 6922-8-08 z= 4. 
(b) y (Z Ba +20)(2) - (22 -В)(2х В) 


(x*- 8g +20)? 
#224, у= 二 >0. 函 数 取得 最 小 入， 
重 做 问题 9.12, 55% у= n(2z2—20zr + 5). 





; 4т – 20 
== = w——n n с 
8 (a) Y 251250315 
4хт-20=0 z=5 
19 у = (222—202 + SMA) — (4r — 20) (4z —20) 


(222 202 +5)? 
# r=5,y = - 180/2025<0. 0888. 
已 知 函 数 z =In(2z2-12z + у 一 10y), (а) REA (b 确定 函数 是 取得 最 大 值 还 
是 最 小 值 . 

















Ах —12 24-10 
EF = = - y _ 
н ок 21? = 12x + у*-10у 05 222-122 + у? -10y 
4 -12= 0 z=3 2у-10=0 ў =5 
(b) o = a? -ARa + у7- 10y)(4)- (ая —12)(4z -12 
= (2z=2—12z + у*- 10у} 
o = r Me + 57 — 105)(2) - (2y ~ 10)(2y -10) 
> (222 ~ 12a + 32 – 10у)? 


评估 在 z=3,y=5 处 的 信 ， 
2 -C40 0 二 172 
“ {-43# 1849 


_ C-43)(2) -0 _ — 86 
x (-43yy 7 1849 





< 0 





<0 


WAS KRATRAR MS 





ry 10) _, 
бу (2722 12у + уб - y 
在 了 -3,7=5,zv=-0= xu: 由 于 zzw<0 及 sy>(zm)5 所 以 函数 取得 最 大 值 . 
9.17 重 做 问题 9.16, PSI z =In(z2-4z+352-6y). 
2r-4 „— бу- 6 =Ü 
# Ea “> pgr + Зу -бу 0 > ү®-4у+3у%-бу 


2т-4=0 r=2 6y-6=0 y-t 


























(b) _ ба? - 4л + 33у -бу)(2)- (22-4)(2.-4) 
= (22-45 +332 -6у)? 
_ (21-42 +3у°-6бу)(6)- (6у- 6)(бу-6) 
Zw (12-41 + 32 бу}? 
在 工 =2,y= 1， 
(702) 0 и 
=” (92 C 4 <0 
(<-2746)-0 __42 
2 Л C *740<0 
z. = = {2r - 4)(X6y — 6) - 
Т (<š: - 4z + 3y? - бу)? у 


_ (z -бх+ y -gy) | 
9.18 重 做 同 题 9.16, 已 知 x=e . 


2 2 1 24, 
® EF (а) r = (6х — Oe Térty 58) =Ü z, 一 (2y - BJ rty 890 


在 х=2,у= PE =Ü = =. H F т, z 0 É z z >({ zw) 所 以 函数 取得 最 大 值 . 





6z-6=0 у=1 2y-8=0 у=4 
(b) 利用 乘法 法 则 


2 2 2 2 
кы = (6z _ 6)(6x _ буе?! -Bxty -8v) + кы fety 7896) 


2 2 2 2 
Zy = {2y 一 Hy 一 &}е Т “Sr+y —Ву) + et véIty -8r t2) 
评估 在 过 -1. 了 -4 的 值 
z = Ditéc 920 z=0+2 > 0 





юю 9, 


2 2 
2, = (бх 一 6)(2y 一 8yetar -6 _ z 


在 x=1,y=4 处 ,x,,=0= z... X i 于 有 2052,20 а (z Y 成立, 则 消 数 取得 最 小 慎 . 
2 
9.19 已 知 z=e 70772757740 重 做 9.16. 
W F (a 


2 2 
z, = (4х—12-2у} 15 7107-2595 -4 -0 
dz = 2y- 12 =0 (9.10) 
2 2 
z, = (- 2r + 2y = de tty a) 0 


-2r +2y-4=0 (9.11) 
联 立 求解 (9,107 和 {9.11), 得 工 =8,y=10. 


z z 2 z 
(b) z, = (4r = 12- 2y)(4r — 12 - 2у) r Clara AN y 07 -Ir 2 -4s) ру 


zy = (22 + 2y- 4){- 2r + 2y- 人 em + «0222-10, laty 4502) 
评估 在 x+ = 8, у =10 ИЯ, 
Za = 0t4 >0 а= Ü + 2e 0 
利用 乘法 法 则 求 混 人 台 偏 导数 ， 





2 z 
5 = (4= - 12 2у)(- 2z + 2у- 4)е2= -12т-2ху+у -dy + 02-0: Patsani _ > = 2, 


Е 8 y= 10 а -0- 2e “= MALE е >й „> Ce)? RE I 
mU gt ME. 
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9.20 已 知 需求 国 数 














Р = 8.25е 779 (9.12) 
(a) 求 当 总 收益 最 大 时 的 其 和 价格 , (b) 检验 二 阶 条 件 ， 
E EF (а) TR- PQ = (8.25 79 9Q 
1 乘积 法 则 有 
Pr; = (825, Фу + Q(- 0.02)(8.25е79 ®®у 0 


(8.25e FGG 0.020) =0 

到 为 对 任意 的 О, (8.25е 9) 关 0, 所 以 1 -0.020-0;0 = 50. | 
将 日 =50 代 A 和 9.12), 有 P=8.25e "OOR р=<в 25(0.36788] = 3.04. 
(O) ARRANA 

2 

КШ = (8.25е 9) 0.02) + (1-0.020)(—0.02)(8.25е " %9) 

={-- 0.02)(8.25e "9X2 - 0.020) 
评估 在 Q@=50 的 值 ， 
ФТЕ/40° = (- 0.02)(8.25е 1)(1) = - 0.165(0.36788) < 0. 

所 以 TR 取得 最 大 值 . 


9.21 已 知 需 求 函数 了 =12.50e 059 (а) 求 总 收益 最 大 时 的 量 和 价 禾 , (5) 检验 二 阶 





ЖЕ. 
Ж ЕР (а) ТЕ = (12.50е7° 9) о 
РР = (12.50е © "%93(1) + Ql- 0.005)(12.sge 0. 005Q ) 
={12, 50e MR) – 0.0059) = 0 
1-0.00580=0 9 = 200 
所 以 ， 
P= 12.50e Л ЛЮ) ~ 10 е7! = 12,50(0,36788} = 4,50 
2 А 
(b) TEF = (12.5067) - 0.005) + (1 -0.005Q)(- 0.005112. 50709) 


=(-0.005)(12.spe ©°7@)у(2-0.0050) 
评估 在 0200 #1, 
中 TRAdQ2 = (- 0,005){12. 50e 1){1) = - 0.0625(0. 36788) < 0, 


所 以 函数 取得 最 大 值 . 
对 数 化 微分 法 
9.22 ”利用 对 数 化 微分 法 求 下 列 函 数 的 导数 ; 
Ж EF (a) gr)=(z3-2)(zz-3)(8z -5) (9.13) 


{1) 两边 取 自 然 对 数 ， 
Izg(z) = Inir? - 2) + In( — 3) + lu(8r - 5) 
(2) Ж р(х), 

















d gtr) 3a? . 2: & 
45198 00)) - г) ti за 5 (9.14) 
(3) MAO LDPE etr), 
。 3r? 2x | 
g (r) = (= зо 3+ 元 z| вх) (9.15) 
(4) 将 (9.13) 中 的 gfx) 代 入 (9.15)， 


‚ 3г? : 
es a? - 3)(8z -5 











(b) Er) (67) 0566) + 2) 9.16) 


FIE АГН СВУ 157: 























(1) Ia(r)= (+7) 6) + 102) 
d ‚ gir). 42 5х° ат? 
(2) аа О е у= у» z 6 Ti+2 
， | Ari Sat A 
(3) g ТЫБ | = l e) (9.17) 
(4) Бп, (916 убт) K (9.17), 
, Ar? 524 3т? _| gd 5 3, 
во) = |025 | (z! + ?)(z + 6)(z2 + 2) 
3r 4)(2+4%+9 
(c) ar risas 
(1) Ing(z)=In(3z5-4)4In(2z2+ 9) —In(7>1— 5) 
d ag: gir) lrt 6g? 283 
(2) дов 029] gír) 39-4 22159 744-5 
, 152! 62 281° |. 
(3) в) то 7% 251 700) 
е) 152? + б.г? _ 28.25 | (345-4 (22? +9) 
(4) 有 (774 - 5) 
增长 率 
9.23 农产品 的 价格 以 每 年 4% 的 速度 上 涨 ,产量 以 2% 的 速度 增加 , 求 来 自 农业 部 门 的 收益 
R 的 年 增长 率 . 
# ¿Fm 将 收益 公式 民 = PQ 转化 为 自然 对 数 ， 


9.24 


9.25 


InR = БЕР+ ho 
自然 对 数 的 导数 同时 也 是 函数 的 增长 率 G( 见 9.6 节 ), 所 以 
G = (шю) = (np) + (ыд) 
但 是 ， 


(hp) = 价格 已 的 增长 = 4% 


(0) = PË Q HK = 2% 
ТЦ, 
G = (nm) = D.04 + 0.02 = 0.06 
БТЕ ВУ К R 5 TRUE B 6 kR H. 
在 一 定时 间 内 ,一 企业 的 输入 晤 以 10% 的 速度 增加 ， 而 输入 成 本 以 3% 的 速度 增长 ,总 
输入 成 本 的 增长 率 是 多 少 ? 
E r= C = PQ 
pe = BP + nQ 
G = (ас) = (nP) + É (nQ) = 0.03 + 0.10 = 0.13 
就 业 机 会 每 年 以 4% 的 速度 增加 , ü АПЫ 2.5% 的 速度 增长 . 求 每 人 就 业 PCE 的 
HER. 


# о тг PCE - р 


In РСЕ = ҺЕ – ҺР 
求 导数 便 得 到 增长 率 ， 
G = 20 РСЕ) = (ШЕ) - (np) = 0.04 – 0.025 = 0.015 = 1.5% 
IRRI RRO E Еро E. 
国民 收入 Y 以 1.5% HARRE, MAO Р 2.5% 的 速度 增 却 , 求 每 人 国民 收入 的 
增长 率 . 
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9.27 


9.30 


_ 工 
E EF PCY = р 


In PCY =InY - ҺР 
G = За PCY) = 2 (а Y) - (ШР) 
=0.015 – 0.025 = - 0.01 = ~ 1% 
FARRA 1% RER F BR. 
一 个 国家 出 只 两 种 产品 , 分 别 是 饮 Q 和 香 萎 五 ,它们 的 收入 以 百 万 元 计 ， 
c = celt) = 4 b = blt = 1 


П с ТОЖ WIEHE bh, b 以 20% 的 速度 增长 , 求 出 口 创汇 Е 的 增长 率 ， 


W = E =c +5 
lnE = ае + b) 
‚_ d -į 
G= a (rË) = ge + 5) 


H 9.13 ВЖ Е, £: 
1 





Ge = үс О) + (2) 
由 9.6 节 ,有 
_ 20) 、_ bt 
бо (O бъ) 
所 以 
c= б.с) 200) = G,b(:) 
代入 (9,18) 
Ge = HIG eli) + G,b(D] 
整理 
Gz = КҮБӨ: + ZC, 
代入 已 知 什 
4 i. = 4. 1 — 
Ge = z410 10) + 04160.20) = (0.10) +-—{40.20) = 0.12 或 12% 


ФЕЯ ANERER EHAKE ЖЫКЫ}. 


(9.18) 


一 个 公司 的 收益 70% 来 自 浴室 设备 ,20% 来 自 浴 帐 ,10% 来 自 浴巾 .如果 收益 分 别 增加 


15% ‚5% 及 4% , 求 总 下 益 的 增长 率 . 
E eF Gr = 0.70(0.15) + 0.20(0.05) + 0.10(0.04) 

= 0.105 + 0.01 + 0.004 = 0.119 或 11,9% 
已 知 S(z) = 100 000675, ЖЕ т = 4 时 的 销 晤 相对 增长 率 G. 
Ж F InS(:) = 100 000 + Іа е5 — |n100 000 + 0.5/7 
ЖУЙ, EE 0.5/7 = 0.512, 


_ S'(u) [ 1 -1/72 _ 0.25 
б = 41150) = А = (0,3 1), = = 





在 1=4 时， 


+ 


已 知 x(1)=250 00е 2" RHE с В 时 的 利润 相对 增长 率 . 


W e Iz(;) = I250 000 + 1.241 
_ d _ z (O _ (+ -3 _ %4 
G = m(t) = тту = 1.2 L}, = 55 


在 1=8 时， 


第 九 碍 ”指数 各 对 数 孙 数 的 微分 





时 间 最 优 


9.31 


9.32 


现 值 $ 100 的 切割 用 玻璃 以 下 面 公式 增值 ， 
| V = 10067 = 100e" 
在 以 (a) r=0.08,(b) ”=0.12 连续 复 利 的 情形 下 , 保持 多 入 才 会 使 现 值 最 大 ? 
E ке(.) 现 值 P 为 P=Ve ", 代 入 V 及 ;的 值 ， 
Р = 1002799: = pogge: 


转换 成 自然 对 数 , 有 InP = ln100+ е tTa 5100 + 172—0 ба, ЖЕ, #Ф ЭЖ, EE.: Indo 
HEY. 


d _1 dP _ 1 -m 
48Р) = че = 5: 0.08 
ар opf ln 
qr “P| 7: 0.08) = 0 (9.19) 
因为 Р-=0, 
1,710 0,08 
1 — 0.16 
_ -_._1__ 
(一 (0.16) = S pss = 39.06 


检验 二 阶 条 件 , 由 于 P = F(:), HARRENA 





Фр 1 -a 21-12 dP 
qr = pl i 加 { 0.08) dr 
因为 在 斑点 处 ,有 dP/di =й 
ЁР -pF 
і" аур 


由 于 了 及 + 均 为 正 ,所 以 上 式 为 负 , 从 面 在 1 = 39.06 时 ,函数 取得 最 大 值 . 
(b) Ж -=0.12, 在 (9.19) 中 用 0.12 (6% 0.08, 


у = Р| Hr - 0.12) =0 





1092 -0.12 
_ 1 
£ = (0.24) 2 = 970576 = 17-36 
СИЧ ЕВ ЕЈ, ANERE, NERS. 
为 投机 买 入 的 土地 以 下 面 公式 增值 
у = 1000e *° 
在 连续 复 利 的 情形 下 贴现 率 为 0.09, 为 使 土地 的 现 值 最 大 ,应 该 持 有 该 十 地 多 久 ? 
S = Р = 100067099 ypo0e VT 0.09: 
转换 为 自然 对 数 ， InP =In1000 + t _ 0.09; 
anp) = Р = Lian 009 = 0 
Жей 
ар 


_ 工 , -23 _ _ 
a Plat 0.09] = Ü 


113% =0.09 г = 0.2772 7,134 
Е 
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киш 
фр | 2 si il z id? _2Р 
q РІ £S: Pla [g 7-009] gpl’ 
注意 dP/di = 
9.33 ERMA :的 艺术 收藏 品 的 估价 为 
= 200 000(1.25) 
在 连续 复 利 的 情形 下 ， шия. 06, 则 收藏 者 应 任 有 多 入 后 再 出 售 , 才 会 赚 最 多 
的 钱 ? 
Ж > W OV DIA р- уе”, 
了 
Р = 200 00001.25) е" 
InP = 10200 000 + £171n1.25 — 0.06: 
ү" -证 К = 2-0 1.25): 1⁄3 -0.06 = 0 
= P. p бш. 251773 - 0.06 | = 0 
-13 300.06) 018 T? a М 
= 1.25 = Fui = (0.403) = 15.3 Æ 
9.34 为 投资 而 美人 的 征 石 的 价值 为 
V = 250 000(1.75) 4 
如 果 在 连续 复 利 的 情形 下 , 利率 为 0.07, 应 持 有 和 多久 获 利 才 最 大 ? 
K EF = 250 000(1.75) e 90 
In P = |n250 000 +:'#{01.75)- 0.072 
А ОР) = + аР = 二 (mn 1.75) 24 -0.07 = Ü 
а =p| + 400. 75) 9#—0. 07 |- 0 
А -4/3 
Tü 1.752 3 -0.07 = 0 £ = |] = (0.50) 33 52,52 年 
部 分 法 则 的 证 明 
9.35 ЕНН аг 的 导数 公式 ， 


Ш F 由 导数 的 定义 

















fz) = bm Hr +А0)- К) 
特别 地 , fO) = 
` ава) _ im ‚ м) ш 
т 
EIRE T Ina - Inb = шыл), 
Elnr) = lm Petarda] 
£ Ar 
整理 得 
ав) = imf ap tee] = ва] Ad i 82) ] 
FE 
(in х) = к Emis 22 ] 
由 对 数 性 质 , alne = Ina 
rir 
кгс) = tm | Lin( і + az | ] 


PILE З ИЛЛ 





9,36 


9.37 


H FRPR РЕЙ ЕТА, A 


i ÂT 
dil г) - 1 In| imi 1+ $| ] 
d.r х м-! ло! 





£ н=т/ё Ал WH Arb, A носо. T E 





2-0 ғ\ = 二 | lim! 1 ~ "| 
出 7.4 节 ,ce- ia| 1+ 二 | ,所 以 
Ona) = 一 he = 1 ] 
От + T 
假设 g(x) 为 正 且 可 微 ,证 明 y=Ing(z) 的 导数 公式 ， 
证 EF =a 及 w=g(x}), 于 是 
dy _ dy du 
dr da dr 
其 中 
da M 及 ч. = glr) 
EA 
d ] ñ 
L V g (x) 
用 g(z) 代 赫 а 
d ] 
Fpi кг) g (r) 
所 以 
d ра y gix) 
а MEC) © gir) g (z)- (xr) 


ШЕН y= ez 的 导数 为 ет. 
证 EF 两 边 肥 自然 对 数 





liny = Ine” 
由 方程 (7.3) 
lny - + 
利用 隐 函 数 微分 法 刘 , 注意 yr HAE, 
19у 
у Сат"! 
dy 
dr > 
Веку 
AL (e) 一 еї 


BH уе, Ш dy/dr = -g (r), 
证 F 利用 链 式 法 则 , 邻 y-e" E a= gfr)i 于 是 


dy _ dy би 
du du dr 
其 中 
d x А 
q = ° & би yla) 
RA 
d н r 
qr = e". (л) 


Ме ЖО ЛИ у, ШЇ кїз HERIDA а. 


АСАН, — е) . в) 
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9.39 证 明 log.fryy)=logsr 一 logoy， 


证 EF $ log. Æ r= logy Щ 7.2 1 А щш V 6 


a 2 
а! y 
由 指数 的 性 质 ,及 атаа > 
at = 2 
У 
再 次 利用 对 数 的 定义 
log, S = x 1 


ЇН s= logar, t= log.v, P I: 


log, - = logar — logay 
9.40 证明 log.e=1/Ina, 见 (9,4) 方 程 . 


证 将 已 知 方 妨 的 两 边 作 为 & 的 指数 ， 
但 а е. ЖА 


两 边 了 到 对 数 , 得 


l/hna i 
loge = loga = 


第 十 章 ”线性 代数 ( 纸 阵 ) 的 基本 原理 


10.1 线性 代数 的 角色 


线性 代数 (1) 以 简明 方式 表示 复杂 方程 系统 , (2) 提供 简便 方法 验证 方程 组 能 的 在 在 
与 否 , 而 不 必 求 解 以 及 (3) 丰富 方程 系统 的 求解 方法 . 然而 , 线性 代数 只 能 用 于 线性 系统 , 由 
”于 许多 经 济 关系 可 以 由 线性 方程 来 近似 , 而 余下 的 可 以 转换 为 线性 关系 ,所 以 上 述 限 制 几乎 是 
可 以 避免 的 . 见 例 2 和 7.6 节 ， 

例 1 一 个 公司 共有 几 个 发 货 口 , 均 销售 几 种 不 同 的 产品 .用 一 个 什 阵 来 表示 存货 的 情况 . 





EHO жа H ЖИР 整套 设备 
1 120 110 90 150 
2 200 180 210 110 
3 175 190 160 80 
4 140 170 180 140 


矩阵 的 行 表示 各 个 发 货 口 的 存货 水 平 , 列 代 表 各 个 产品 的 存货 情况 . 
12 非 线性 函数 , 例如 有 理 函 数 z уе, 通过 简单 的 整理 很 容易 变 成 线性 函数 ， 


0.3 
这 0.3 -0.6 


Z ооз її У 


由 对 数 变 换 有 

lng = 0.3lnz — 0. 61ny 
该 函数 是 对 数 -线性 的 .类 似 地 , 许多 指数 函数 和 宕 函数 也 很 容易 转换 为 线性 的 , 于 是 用 
线性 代数 来 处 理 . 见 7.6 节 ， 


10.2 定义 和 规定 


矩阵 是 数 , 参数 或 变量 的 矩形 排列 . 这 些 数 (参数 或 变量 ) 称 为 矩阵 的 元 素 .水 平 线 上 的 数 
称 为 行 , 垂直 向 上 的 数 称 为 列 , 设 行 的 全 数 为 7, 列 的 个 数 为 c, 和 窍 阵 的 维 数 定义 为 x x с, Е 
гс. r 始终 放 在 列 数 c 之 前 . 当 行 数 等 于 列 数 , 即 x = c 时 ,和 矩阵 称 为 方 阵 .如 果 算 阵 
是 由 单列 构成 的 , 即 维 数 为 r x 1, 则 称 为 列 向 量 ;如 果 和 矩阵 由 单行 构成 , 即 维 数 为 1 x с, Ш: 
为 行 向 量 . 将 矩阵 A 的 行 作 为 询 , 将 其 列 作 为 行 得 到 的 矩阵 称 为 А 的 转 置 , 记 作 A (Ж АТ). 
元 例 3 及 问题 10,I 一 10.3， 
йз Ея 





























А = 4027, р = [3 0 il 


азу 932 азі Э -3x1 





ар ёр ар 
3 9 ë] 
ау аур än B = C= 








7 
4 
5 


这 里 的 4 为 由 3x3=9 “ЖАНН BE, 排列 为 三 行 三 列 , 所 以 是 方 阵 .注意 到 在 矩阵 
的 元 素 之 问 没有 隔离 符号 .所 有 元 素 都 有 两 个 下 标 , 准确 地 确定 了 在 矩阵 中 的 位 署 .第 一 个 下 
标 代表 元 素 所 在 的 行 ,第 二 个 下 标 代表 元 素 所 在 的 列 .a 是 出 现在 第 二 行 第 三 列 的 那个 元 束 ， 
a32 是 指出 现在 第 三 行 第 二 列 上 的 泡 妹 ,纵向 数 得 到 行 数 , 横向 数 得 到 列 数 ， 

这 里 的 忆 为 2x3 Ж %. ИИ 5s 元素 为 9, ba TRHA EREC 为 3x1 维 的 列 向 量 ;D 为 
1 x 3 ВА. 
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А HRAN 
Jan йур uzy] 
А' = N do üz 
Qu Gs ау 
C 的 转 置 为 
С'={[7 4 5] 


10.3 ”矩阵 的 加 法 和 减法 


矩阵 的 加 法 和 减法 要 求 窒 阵 必 须 有 相同 维 数 . -个 算 阵 的 每 -个 元 素 加 到 (或 减 去 ) 另 一 
个 矩阵 的 相应 位 置 的 元 素 . 见 例 4、 例 5 及 问题 10.4—10.8. 
а CAER A В, ЕНА +в РЕТ. 








8 9 7 1 3 6 
4 5 10), 7 9 21; 
8+1 9+3 7+6 9 12 13 
хоне rs 6+2 КИ [ | 
+7 5+9 10+ 2 1114 121, 


ПОЯН Ср, 它们 的 差 C p 计算 如 下 ， 


є-[ ' p= | 7] сср [71 9-7) LT 3 ?] 
[2 641, © Ls ais; 7[2-5 6-4]. 1-3 2 
#15 RERI 中 的 企业 的 供 货 口 收 到 发 货 D, 新 的 存货 水 平 为 多 少 ? 
40 20 50 10 
25 30 10 60 
15 0 40 70 
0 40 10 50 
将 例 1 中 的 初始 矩阵 记 作 S. 新 的 存货 水 平 即 为 5 + D, 相 加 相应 的 元 素 ， 
120+40 110+20 90+50 150+10 T160 130 140 160 
s p= |200+25 180+30 210+10 110+60 225 210 220 170 
175 + 15 190+0 1604+40 80+70 190 190 200 150 
140 + 60 170 + 40 180 + 10 140+ 50] 1200 210 190 190 


10.4 标量 乘法 

在 年 阵 代数 中 , 形 如 12, -2 或 0.07 的 简单 数 称 为 因数 . ТИ E ЕШ ШЕЕ S SE BE 
的 每 一 个 元 素 相 乘 . 由 于 矩阵 相应 地 放大 或 右 小 ”该 数 的 倍数 ,所 以 称 此 过 程 为 标量 乘法 . 见 
例 6 及 问题 10.10 一 10.12. 
例 6 已 知 #=8 及 和 矩阵 AWT, REEE ZA, 

















[6 9 
А = |2 i 
B 4 3х2 
[8(6) 8(9) 48 72 
A = |8(2) Я = w s 
[8(8) 8(4) 3, 4 3214, 


10.5 Буз 
行 向 其 A УЕ B НН 一 个 前 提 :4 БВ 具有 相同 的 元 素 个 数 . з] Ку л: ЖЖЖ 


第 十 章 ”线性 代数 { 矩阵 ) 的 基本 原 项 加 165. 





后 再 相 加 , 便 得 到 积 
АВ = (aa X bn) + (арх Буу) + (ауу X by) 
行 - 列 的 乘积 为 - ARRAT. 1-Е ЖЕРЕ Ei ЖЩ ЕН], EE B ЖЕНИ ЖШ. 
Ж 7 Kali 10.13 一 10.18. 
#l7 GHA, ВТ, REE A УВ ЗЕ АВ. 
г12 











А = [4 7 2 9],,4 B = 


6 4х1 
АВ -4(12) + 7(1) +2(5) + 9(6) =48+7+10+ 54 = 119 


Е С, D, 
2 
С = (3 6 8], р = | 
3 


3х1 
它们 的 乘积 为 
CD = (3х2) + (6 x 4) + (8x 5) = 6+ 24 + 40 = 70 
注意 , 由 于 以 上 两 组 的 行 - 列 应 量 都 有 相 同 的 元 素 个 数 , 所 以 ,乘积 是 可 能 的 ， 
颠倒 乘积 的 顺序 ( B4 或 DC ) 会 得 到 完全 术 同 的 答案 . 
例 8 通过 下 面 的 例子 ,或 许 会 更 容易 理解 向 重 相 乘 的 含义 . 
假设 Q ЕЖ ЖЕ, EE RHI KAR, 而 P 为 它们 的 价格 . 


1.25 
Q = [12 8 10] P = оз 


-50 














则 通过 向 基 相 乘 得 到 那 一 天 的 总 销售 价值 TVS 为 
ТУЗ = @P = [12(1.25) + 8(0.75) + 10(0.50)] = 26.00 


10.6 ЖЕЗ 


维 数 为 (rix e Ax c2) 的 两 个 矩阵 相 乘 要 求 矩阵 是 协调 的 , 即 Q = ra, 或 引导 矩阵 的 
列 数 等 于 河 后 矩阵 的 行 数 , 于 是 根据 10.5 节 的 行 向 景 与 列 向 量 乘 法 规则 , 用 引导 和 矩阵 中 的 每 
一 行 与 河 后 矩阵 中 的 每 一 列 相 悦 . 行 - 列 向 量 的 乘积 ， 称 为 内 积 或 点 积 . 积 年 阵 c 就 是 由 行 - 列 
的 内 积 作为 元 素 构成 的 , 即 C 的 每 -个 元 素 C, Jë H s| S: 35 E 05 5 ; їй Б Ж А ЕЕЕ Ж; 
列 向 量 相 乘 得 到 的 . М. 9—0] 11 太 问 题 10.19~10.33. 
mo ея 











| 6 12 
4 -| 6 "| ss с, ! $] 
12 9 Id 2 4 3-45; 
13 212 

TEFIE aeta УЛИ, ЕКШИЛ БЕП ИМНЕ. ШИШЕГЕ D ЗГ. ЖЕ ПИ ЖШ 
ЯНЕ НЕО МСР, Жон ЕЛУ Ва —Ң A ЕЕ АЕ. 如 
条 一 个 数 相 等 , 即 引导 卸 阵 的 列 数 等 于 洁 后 矩阵 的 行 数 , 则 它们 是 协调 的 .而 且 , ЕШ > 
外 的 两 个 数 恰 好 构成 了 乘积 矩阵 的 维 数 , 所 以 ,对 于 АВ 


2х2 
FUERE KEKS АЕ F RE АЕ ЕНТ 3 = 3: BL Е НАЕ A ЖОШ PE 4 的 
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例 10 


维 数 为 2x2. 当 两 个 抢 阵 相 和 猴 协 调 时 ,乘积 AB 是 有 定义 的 . 
对 于 ВС, 





3х3 
引导 矩阵 B ДУ Ж-Н ЕЕ SE C ШТ 2-2; Fl B 和 C EAH. E BC 有 定 


X, A BC 是 3x3 КИШ. 
对 于 АС, 


2x РУ Зуз 


-- 2. = 


A ЖС ERTH, Ш 4C 没有 定义 ， 
由 于 例 9 中 的 A, В 已 经 得 到 验证 是 协调 的 , 则 可 以 求 出 积 AB = DD. 用 引导 矩阵 的 第 
一 行 R, 乘 以 滞后 矩阵 的 第 一 列 С, PRIER p 的 第 一 个 元 素 d,1( = R,C,), Ш 
Е, Ж И JE ЕЕ Б — 5] C, 得 到 р HEX daul RiC;). 由 于 灌 后 矩阵 BB 只 有 两 
列 ,转移 到 引导 矩阵 的 第 二 行 Ra 用 R, ÆU C1, 得 到 dul = К.С), 最 后 ,用 R, SË 
以 Ca, 得 到 dal = RC). AA, 

КС, Kica 

RC) В,С, 

-| 3(6) +6(5) +7(13) 3(12) + 6(10) + d 

12(6) +9(5) + 11(13) 12(12) + 9(10) + 11(2) 

利用 同样 的 方法 计算 pc, 

В.С, В,С, ЕС; 
ВС = = 区 В,С, кој 
3C1 ЕС, ЕС; 

601) + 1202) 6(7) + 12(4) 6(8) + 12(3) 30 90 84 

| | = > 75 n 


aB =p = | 


_ pa 10) 
axa 1260 25641, 


= |5(1) +10(2) 5(7) +10(4) 5(8) + 10(3) 
13(1)+2(2) 13(7)+2(4) 13(8) +2(3)i3xs 7 99 101.5 

参考 例 1, 假设 滑板 的 价格 为 $200, 儿 的 价格 为 $ 50, 绑 带 的 价格 为 $ 100, 以 及 设备 
的 价格 为 $ 150. 将 价格 用 列 向 量 P ЖК, 则 存货 的 价值 为 | 
120 110 90 150 200] 
y= вр = 1200 180 210 10 50 
175 190 160 80 100 
140 170 180 1401, 11501, 

ПА ЕМИ, 且 积 矩阵 为 4x1 维 的 , 因为 





© = 4х] 
4x] 
所 以 ， 
КІС 120(200) + 110050) + 90(100) + 150(150) г61 000 
R2Cil [200(200) + 18050) + 2100100) + 110(150) _ |86 500 
R3Cı| 175(200) + 190(50) + 160100) + 80(150) Е 2 500 
С 140(200) + 170С50) + 180(100) + 140(150)] 175 5001, 


第 十 章 ”线性 代数 ( 算 阵 } 的 基本 泳 弄 





10.7 和 矩阵 代数 的 交换 .结合 及 分 配 定律 


ВЯ ВЕЛИ Е ЕНУ АН ЛУ ос И, 1 8 3 262, 所 以 矩阵 加 法 是 可 变换 的 ( 即 
A+B-B+A), AA, SEDE TDS а] 可 结合 的 , 即 (4 1 B)! C=A+(B+ C). FE E # x+ 
于 矩阵 的 减法 同样 适用 ,这 是 由 于 怎 阵 减法 А – В 可 以 转换 为 矩阵 加 法 A +(- В). 

ЖЕШ ЕЕ ЕЛИ ”个 特例 外 不 满足 交换 律 ( 即 AB BA ). ЗЕЕ WS EL 2 Y Ë ( Bp 
КА = AB) .如 果 三 个 或 三 个 以 上 征 阵 是 协调 的 . 即 X... Yoxa 2,5 EP b= kde, HE 
矩阵 以 协调 的 顺序 相 飞 ,结合 律 是 成 立 的 , 妈 (XY)Z = Х(Ү2). {ЕТ ЕЛЕ] ЕЕ, БЕЗЕ 
法 也 满足 分 本 定律:4(B+C)= АВ + АС. WÍ 12—114 及 问题 10.34 一 10.48. 


例 12 п 
als n в- | И 


证 明 (1) 矩阵 的 加 法 满足 交换 律 4 + B= B+ 及, (2) 矩阵 减法 满足 交换 律 4 — B = 











-В+А. 
. Г4+3 1+7 7 18 
证 Ez (1) А+В =. 046 17) е евна 
"`3+ 4 Ма |7 " 
C l6+17 2+6 [23 8 
(2) а-в -| $ 3 nnf) J- -gra 734 п] 
17-6 6-21 11 4 -6+17 -2+6 
-|， M 
11 4 
例 13 已 知 
6 12 
3 6 7 
a=] l s. o 
12 9 112; 13 21, 
WER ЕЕЕ RI EE ABABA. 


证 e ЖАВ 是 协调 的 ， 2x3 = 3х2 AB 2х2 


Е | 3(6) + 6($) + 7(13) 3(12) + 6(10) +70] E [139 шо 
_ 112(6) + 9(5) + 11013) 12012) + 9(10) +1102) 2x2 1260 256.],,, 


矩阵 BA 是 协调 的 ， 3xt2 = Sx3 BA 是 3x3 


5(3) + 10412) 506) +109) 5(7) +10411) 
13(3) +2012) 1306) +209) 1367) + 2(11) 3 
所 以 ABA BA .通常 矩阵 不 会 在 两 个 方向 上 帮 协 调 . 


例 14 已 知 
7 5 
Te 
6- 3x2 


HERRENE AIE, 即 (4BJC= А(ВС). 
ЧЕ 7(9) + 5(6) lan из 
3х3 


6(3) + 12(12) 6(6) +12(9) 6(7) + 12(11); 162 144 174] 
| = |135 120 н 
3x 3x3 


63 96 11341, 


2 
B 9 "| 
B = c= |6 
2 6 5-5 


72 ax] 





Ш eF АВ = |1(4) +3(2) 109) + 3(6) 1010) +3(5) 


(4) + 6(2) 8(9) +66) 8010) +6(5) 


+168 - 


数理 金融 引 论 





(АВ)С 


А(ВС) = 


10.8 МЕЖЕ 


单位 矩阵 是 指 主 对 角 线 上 从 左 到 右 的 元 素 均 为 1, 其 他 元 素 均 为 0 的 方 矩 阵 . 见 例 15. 记 
作 了 ,有 时 也 记 作 已, 其 中 ”代表 矩阵 xm 的 维 数 ,单位 年 阵 与 代数 中 的 数字 1 很 相似 ,因为 
一 个 窍 阵 与 单位 矩阵 祖 莱 保持 不 变 , (Вр AI= 14 = 4) .单位 矩阵 与 它 本 身 相 乘 仍 是 它 本 身 ， 
IxI=P =I. FAL 4 = 4 的 矩阵 , 称 为 对 称 和 矩阵. 满足 4&x4 = A 的 对 称 矩 阵 A 称 为 等 





矩阵 





3x3 


2 
б 
3x3 H ахі 


38 93 95| 
=|10 27 25 

44 108 1101 

738 93 95] 
= |10 27 25 

-44 108 110. 

| 38(2) + 93(6) + 95(7) 
= | 10(2) + 27(6) + 25(7) 





[7 5] 











1299 
[44(2) + 108(6) + 110(7)J3 1150613,1 
_ | + 9(6) + 10(7)] 
02020) + 6(6) + 5(7) 1 


_ [>] 
75-2544 


132 [7(132) + 5(75) 
1 3 12) ° 1(132) + 3(75) 
8 人 的 3xa [8(132) + 6(757 3 
[1299] 

= | 357 Q.E.D. 
115061,1 


FERE. EE КАРЕ Е. 


Жао, Е PEER- TETEK — Е BE h sk R 2 E 


Н, — EER ERAR, 得 到 零 矩 阵 , 见 例 15 及 问题 10.49—10,51. 


例 15 Ея 


7 
А = 19 
1 





10 14 

5 12 
2 6 В = 

20 4 
3 7 


] by] то 
0 


1 


证 明 :(1) 41= 和 上, 即 与 单位 矩阵 相 习 仍 是 原 矩 阵 , (2) 





证 里 () M= 





С1(1)+ 3(0)+ 7(0) 





[7 ш 14 1 0 O 
9 2 6| 010 
ll 3 7 0 1 


ЖЗНЕ, (3) B+N=B, ИШЕН REI SS y ре. 





1(0)+ 3(D + 7(0) 


[7 10 H 
9 2 6 QE.D. 


1 3 7 
500) +120} 5(0)+ 120) 0 0 
2) Bw=| |+| | ED. 
( 20(0)+ 400) 200)+ до о 0] QEP 
5+0 12+0 | 5 12 
3 B N=| l- l Ер. 
(9) + 20+0 4+0 L20 4 Q.E.D 


BN = N, Б ЖЕ Ж p= 


1(0)+ 3(0)+ 7(1) 





Р) +1000) +1400) 7(0) + 1001) + 14(0) 7(0) + 10(0) + 14(1) 
901) + 2(0)+ 600) 9(0)+ 2(1)+ 600) 9(0)+ 2(0)+ «o 
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10.9 线性 方程 组 的 矩阵 表示 
矩阵 代数 可 以 精练 地 表示 线性 方程 组 .例如 , 线性 方程 组 
751 + 3r =45 
451 + 5.25 =29 
可 以 用 和 矩阵 的 形式 表示 
АХ = B 


7 3 | Г45 
4=| | x= [| £ B-j 
这 里 А ЛЕЕВ, ХВЕ, B 为 常数 向 十 ,多 AB 总 是 列 向 量 . 见 例 16 及 17. 
例 16 为 了 证 明 АХ = B 准确 地 代表 着 上 述 方程 组 ,必须 求 出 АХ. 
证 ez 因为 4 ХЕ, АХ 是 有 意义 的 ,日 其 维 数 为 2x 1, 


其 中 





2х2 = Sxl 
(2х1) 
所 以 ， 
j | | + ез] 
АХ = = 
4 5 Ж) 471 + Sra зА} 
Tri + 325 45 
АХ = | = | Q.E.D 
Ату + íz, 29 
例 17 已 知 


Sw +124 —7у+2е =139 
Jw — 1l3r + 4y + 95 =242 
为 了 用 矩阵 形式 表示 该 方程 组 , 在 心里 颠倒 矩阵 乘法 的 顺序 ， 


w 

Ë 12 -7 27 z Ba 

3 -13 4 9jxaly| 7 pl. 
Z —4Ax1 


ФА 为 打数 征 阵 , W 为 变量 列 向 量 ,BB 为 常数 列 向 量 ,方程 组 可 以 表达 六 
Азха Waxy = Box 





习题 解答 
矩阵 格式 
10.1 (а) 指出 下 列 矩 阵 的 维 数 , (b) 给 出 它们 的 转 置 及 其 维 数 . 





r6 7 9 12 9 2 6 12 
A=] 0 | Ba 7 5 8 3 С = 119 
9 1 0 4 5 
1 rl 2 57 
7 8 5 9 3 
p= |. 1 бгз, 
9 5 3 8 9 
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Ж EF (a) А=<2х3,В=3х4,С<3х1,0=4х2,Е=1х6 F F=4x3.C 为 列 向 基 ,E 为 行 
Ж. 
(b) А ЕЕ ШЖ А 的 行 作为 列 , 列 作为 行 . 








12 7 9 
6 2 
. 9 5 1 
бе B = € = [12 19 25],, 
А 图 |2 #0 из 
9 ЕЗ 
° 6 3 Has 
ion 
2 
И 1563 
9 
“о = |, F = |2 9 7 8 
1 $ 0 54 5 3 6 91,4 
8 
lll. 


10.2 已 知 @2\ =4, аз = 5, 13 = 3, ау б, q 10 K азат = 5, 利用 你 的 下 标 知 识 完 成 下 
ШЕЕ: 


# кє 由 于 下 标 总 是 以 行 - 列 的 顺序 给 出 ,所 以 cai =4 意味 着 4 位 于 第 二 行 第 一 列 fas = 5 E W 
着 5 位 于 第 三 行 第 二 列 ; 等 等 .所 以 


6 10 3 
А = 4 76 
-5 5 9 


10.3 一 个 公司 有 5 家 零售 店 , 第 一 家 有 10 台电 视 ;,15 个 立体 电 卓 机 s,9 个 磁带 架 2.12 
个 录音 机 x; 第 二 家 有 201,14s, 8d, 5r ;第 三 家 有 161,8s,154,6r; 第 四 家 有 254,155, 
7q tr; BERA Sr,123,20d4,18r. 用 矩阵 表示 各 家 零售 店 的 存货 
к EF ЖЕЛЕ t s 4 r 

10 15 9 12 

20 14 8 5 

8 15 6 

25 15 7 16 

5 12 20 1 


л + боёш h — 
= 
© 


和 矩阵 的 加 法 和 减法 
10.4 ЖЕЗ Ж БП A + B. 


озы [у 


E ёғ Азв=[ |- B 137 
12+2 7+6 14 13- 
7 ~10 一 
oaf] f 9 
-8 2 12 -6 
R == asg -| 7+(-8) -10 +4 ]= [1 6 
_ 8 + 12 2+(- 6) 4 -4 
(cy А=[12 16 2 7 8] В=[0 1 9 5 6] 
E [入 


А+В=[12 17 1l 12 14) 


第 十 章 ” 政 性 代数 {给 阵 ) 的 基本 原理 л. 





10.5 


10.7 


9 4 1 3 
2 7 216 5 
(4 4=|3 g В= |, р 
6 9 2 
10 7 
Ж r= А+в=|° 1 
5 13 
17 8 
ES 
一 7 2 12 6 5 
А = 1-35 87 B= |4 3 8 10 6 
- 10 5 H 9 
重 做 问题 10.4. 


М ке 因为 4 和 8 的 维 数 不 同 ,A -3x4, 有 =3x5, 所 以 它们 不 是 加 法 协调 的 . 
问题 10.3 中 的 母 公司 发 货 р ТАУ Е. 


4 3 5 2 
0 9 6 1 
D= 5 7 2 6 
12 2 4 8 
9 6 3 $ 
求 新 的 存货 水 平 . 
10 15 9 12 4 3 5 2 14 18 14 14 
20 14 8 5 0 9 6 1 20 23 H 6 
Ж F r= +D= |16 8 15 6|+15 7 2 6|= |21 15 17 12 
25 15 7 16 12 2 4 8 37 17 11 24 
5 12 20 1 9 6 3 5 14 18 23 23J 
ЖОКЕЎПЕ ЖЕ A-B: 
3 7 11 6 8 1 
al 7] ms 
12 9 2 9 5 8 
E ғ a-p- [36758 H- ps -1 10] 
12-9 9-5 2-8 3 4 -6 
16 
2 11 
(b) A= 15 В= 
9 
16 - 91 
Ж ёғ А-в- |2711 |? 
15-3 12 
9-8 11 
13 - 8 144 2 —5 
(с) А=] 4 1 В=| 9 6 8 
10 6 一 -3 13 і 
-1 -7 B 
Ж с Е 3 7 
13 -7 -13 


нтте 








10.8 问题 10.6 中 的 公司 的 月 销售 月 报表 R 为 





8 12 6 9 

10 11 8 3 

R= |15 6 9 7 
21 14 5 18 

L6 11 ІЗ 9 


求 月 底 的 存货 水 平 . 


[| 
— | 


~d 
II 
D 
pal 
т © m > 





37 17 11 24 21 14 18 16 3 ° 
14 18 23 23 6 1 13 9) 8 7 1 1 
协调 性 
10.9 и 
7 2 6 11 
6 2 14 
А = |5 4 8 -| | = | 4 p- 1) 
5 Ü 4 
1 9 13 
Е = [8 1 10] F= [13 3] 


ВЕТЕНО, 即 检 验 乘 法 协调 性 ， 如 果 协 调 , ЗП ҮРЕ, 确定 其 维 数 ， 
(a)AC,(b)BD,(c)EC,(d)DF,(e)CA, (f) DE, (g)DB,(h)CF,(i)EF. 


BOE UREWERA AC 的 维 数 ,3x Ó = DMFA 的 行 数 与 C 的 列 数 相等 
Ж АС 是 有 定义 的 .图 外 的 数字 恰好 是 АС 矩阵 的 维 数 3x 1. 


(b) 排列 BD 的 维 数 是 2x 他 = Зух вр 有 定义 ;其 维 数 为 2x1. 


(о) 排列 gC 的 维 数 是 1x = х ER ЕС 有 定义 ,其 维 数 为 1x1, 为 一 个 数 


(9) 排列 DF йй 2х1! = о EB DF 有 定义 ,其 维 数 为 2x2. 


(©) 排列 Ca 的 维 数 是 3x T = “P 3 БЕРЕ Ch 不 存在 , ЭРЕН: C 和 A TERHIN. 
[注意 ;在 (a) ФАСЕЕВ УН аар Г ЕЕ Л А ЕЁ. АС CA]. 


(排列 DE 的 维 数 是 2x Q = хз ШЕ DE 是 有 意义 的 , BERRY 2x3. 


Demme” 


Ch) 排列 CE 的 维 数 是 3x = D хо REHN. BERE CF MERO 3х2. 


O MAEM EF BEREIT 2 Т ко EBE E, F 是 不 协调 的 .所 以 EF REF. 


比例 和 向 是 乘法 
10.10 已 知 


确定 Ab. 
# уху же, ЕЕ EBE E ТЕШ ЖЕЛЕЛЕП, ШЕЕ ИЛ. 
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10.11 


10.12 


10.13 


10.14 


10.15 


(4) 204) 12 8 
Ak = |9(4) 5(4) |= |36 20 
24 2 





(4) 764) 
已 知 
7 -3 2 
k=-2 А=|-5_ 6 8 
2 -7 -9 
Ж АА. 
-207) 20-3) 202) 7-14 6 -4 
Ж ко As Ее -2(6 -2(8) -| 10 -12 -16 
- 2(2) 20-7) -2(—9) L-4 14 18 
一 个 服装 店 年 底 对 其 所 有 的 休闲 考 , 夹克 衫 和 套装 打折 扣 2096 W E v, 是 打折 扣 之 前 
的 存货 价值 ， 
5 000 4500 6000] 
ү; = Е 000 12 000 "эы 
8000 9000 11000 
求 打 折扣 后 的 价值 . 


Жо EF 减 价 20% 意味 着 服装 以 原来 价格 的 80% EO ЕЩ V, = 0.8Vy,. 


5 000 4500 6000 4000 3 600 4800 
Уз = 0.8110 000 12 000 7? 500 |= |8 000 9600 6000 
8000 9000 11000 400 7200 8800. 


已 知 


А =[9 11 3] 


[=~] 
h 
м с о 


Ж АВ. 
н = = 3 хі, ШЖ ABREX HRI AM. 


АВ = 9(2)-— 11(6) + 3(7) = 18 + 66 + 21 = 105 


已 知 
гз 
А=[2 -5 6 1] B= ; 
в! 
Ж AB, 
W se 因为 1x 各 ”= х1 EB AB 有 定义 
AB = i2(3) + (— 5)(2) + 6(- 8) + 11(6) = 44 
已 知 
| 21 
13 
А=[9 6 2 0 -5] В = |5 
8 
1 
Ж АВ. 


解 EF ER AB 定义 为 1x (S = $y x] 


| 


+173 · 


WE ERNE 





AB = 9(2) +6(13) + 2(51 + D(8) + {- 5)(1) - 101 
10.16 ЖАВ, 


| 
А =[!2 9 2 4] в |. 
l>] 


# um EBA 区 定义 11x = Dki ЖЕЕ. 


10.17 ”电视 机 的 价格 为 $300, зу {Жр ЙҮ $250, ЖЕЕ И S175. E LAE 
为 8125. 利 用 向 量 确 息 问题 10.3 中 的 第 二 发 货 口 的 存货 价值 . 


W Gn 存货 价值 为 Y= QP, 第 二 发 货 口 的 存货 是 用 向 量 表示 为 口 =[20 14 8 5], 价 格 向 量 





P 为 
300 
250 
| 
125 
EEP HEXIA = х,и 


V = QP = 20(300) + 14(250) + 8(175) + 5(125) = 11 525 
10.18 重 做 问题 10.17, 其 中 的 第 二 发 货 口 改 为 第 五 发 货 口 . 


Ж 8 和 这 里 89=[s5 12 20 18], P TE. EE QP 有 定义 .所 以 
V = 5(300) + 120250) + 20(175) + 18(125) = 10 250 


和 矩阵 乘法 
10.19 已 知 
ЕН а 


判断 AB 是 否 有 定义 ,如 果 有 定义 , 风 指 出 其 维 数 .并 求 积 矩 院 AB. 


Њо F MDA 有 定义 i2X О = D x2; 积 算 阵 的 维 数 2 2. 基隆 乘法 无 非 是 一 系列 的 行 - 


烈 向 量 的 乘法 , 积 矩 阵 的 元 素 a 是 引 导 短 阵 的 第 一 行 R, 与 沫 后 矩阵 的 第 -- 列 C, HRR; ат 
这 是 引导 矩阵 的 第 一 行 R, УИ ЕНЕНЕ Ж Я C, ARR ОЖ a 是 引导 矩阵 的 第 ; TIR ЧЮ 
后 第 降 的 第 ; 列 С, HRE, 46 БГ 


АВ = s: aa- [202 +1) pO +1401. r36 ne 
 LR,C, RoC] © 2003) + 5(0) 29) + S24 Loo 190 
10.20 ЕЖ 
[4 И Ë 8 | 
А = В = 
9 1 2 é 7 
重 做 问题 10.19. 


解 ep 下降 4B 有 定义 ;2x = 福 x3, 积 符 阵 的 维 数 为 2x 3 
ав | С! RiC? ao: FAG) + 7(2) 4(8) +76) 90 [28 74 e, 
-R,C, RC; ЕС; L 


9(3) + 1(2) HR) + 1(6) 9(5) + 167) 29 718 52 
10.21 ЕЯ 
2? ч 
А-0] shs 
ü |в 2 ü И 





重 做 问题 10.19 
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Ж ағ АВ 无 定义 ;2x О = хоо ТШЕ АВ 对 已 给 的 顺序 不 是 滋 法 协调 的 , 所 以 


EARE REE EEF A 的 列 数 2 不 等 于 矩阵 В 的 行 数 3. 
10.22 ”对 问题 10.21 中 的 BA, 重 做 10.19. 


W EF вА 有 定义 3x = 区 x2; 积 乱 阵 的 维 数 为 3x2. 


12 9 3 RC FC; (3) + 9(8} 2(1) + 9{2) 8 20 
BA = Ї | p 21 С, КС, | = отк ШИЕ К 16 
7 5 Кус, ЕС) 7(3) + 508) 741) + 5(2) 1 17 
10.23 ”对 问题 10.21 中 的 АВ’, 其 中 也 为 如 的 转 置 . 重 做 问题 10.19. 
， f 4 И 
E = 
9 6 5 


解 cF WB AB EX XQ = 2х3, уохз И. 


Ав, = [ ИГ? 4 J- [202 +109) 3(4) +146) 309+ 10907115 18 2] 
18 2119 6 5 L82) +209) 8(4) +206) &(7)+2(5)4 134 44 66 
(HE 10.21 和 10.23 注意 到 АВ ВА ZAR ERREA ЖИ ЖЕЕ ЕНЩ 10.36 和 10.41 中 


涉及 到 .,) 
10.24 已 知 
|: "| 
k 4 | 
А=|2 9 B = 
3 6 1 
чо 6! 
重 做 问题 10.19. 


=-=- 


解 EF РАВ Е Зх = D xa REEN 3х3. 


RC ЕС. К\С, 7012) +11{3) 7(4) +1146) 7(5)+11(1) 117 94 46 
АВ = RC; Е,С, RC, = = 


2(12) + 9(3) 204) + 9(6) 2(5) + 9(1) 51 62 19 
RC) КС. RC 1012) + 56(3) 10(4) + 6(6) 10(5)+ 6(1) 138 76 56 
10.25 РЯ 
чо 1 
6 2 5 
= B= |11 3 
7 9 4 : 
-2 9 
重 做 问题 10.19. 
解 027 ER 4B 有 定义 ;2x = о НН 2x2. 
АВ - К МЕ [810 +2010 +30) 0120) + 39)]- | 92 57 
RazC1 RC; 700) +901) + 4(2) 7(1)+9(3)+4(9)4 L177 70 
10.26 ЕЯ 
1 6 
А = [2 3 5] B= |5 2 4 
9 2 7 


重 做 问题 10. 19 
解 三 矩阵 48 HER IX = 习 x3. 积 邱 阵 的 维 数 为 1x 3 


- =” 
"=. 


AB = RIC, RIC; R Cs] 
= .2(7) + 3(5) + 5(9} 2(1)+3(2) +5(2) 2(6) + 3(4) + 5(7)] = [74 18 59] 


10.27 已 知 
5 3 9 4] 
„| е 
10 6 1 


-176+ 


Ый 





10.28 


10.29 


10.30 


10.31 


重 做 问题 10.19. 
解 07 Шав 无 定义 :3x 记 。 关 。 忆 x3. 按 给 定 的 顺序 乘法 无 法 进行 














==" 


解 EF EBE ABER IX = 


10.32 MÆ 10.31 中 的 BA. 


一 一 


W EP ER BA 有 定义 ;3x = а 3380832 AxA. 


Жш 10.27 中 的 BA. 
解 EF EBE BA 有 定义 ;3X 3 = Зур, НЕЛЕ 3x1. 
3 9 4 5 RIC, 3(5) + 9(1) +410 64 
ВА = |2 1 8|| 1|= IR,C.| = КИШИ Й 
5 6 12 10 3С; 545) + 6(1) + 110)- 1 
已 知 
2 1 5 10 
А = 13 2 6 В = |5 
1 4 3 
Ж пй 10.19. 
ОР 第 阵 AB ЕХО = xa БИНЕҢ эхэ. 
ГКС, R,C, R.C; 
AB = R.C, R, C R; Cs 
К.С, R;C, RaCy 
[2(10)+1(5) + 5(2) 201) + 1603450) 20) + 06 + 5(2) 
= |3(10) +2(5) + 6(2) 3(1)+2(3) +6(1) 3(2) + 2(6) 0 
LICIO) + 4(5) + 302) 101) + 4(3) + 3(1) HZ) + 4(6) + 302) 
[35 10 20 
= |52 15 30 
136 16 32 
已 知 
А = І В = [2 
= |. = 6 5 3] 
5 
ЖЛ) 10.19. 
я ЮР & АВ 有 定义 ;4x 1 _ уха 积 给 阵 的 维 数 为 4x 4 
КС, КС, RG; К.С, 302) 306) 35) 3(3) 6 18 15 
АВ = КС В,С) К.С, R,C, _ 162) 1466) 165) 1603) 2 6 5 
С, RiC RaC ВС, 4(2) 46) 4(5) 403)! |8 24 20 
КС, R,C, Р.С; RC 5(2) 5(6) 5(5) 503) 10 30 25 
当 
2 
4=[39 8 7] В = |5 
3 
Ж АВ. 


9 
3 
12 
15 
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RC, АС R C, КСЫ 2 
ВА = |R.t В.С, RC R€] І 9 8 7] 
КС, В.С) R G, Rala 3 
[2{3) 2{9› 2(8) 2(7) re 18 16 14) 
= 15(3) 5(9) 5(8) 0. [ 45 40 35 
303) 3(9) 3(8) 367) 9 27 24 212 


10.33 ”利用 问题 10.3 АТЕНЕ 10.7 中 的 价格 向 量 , 确定 公司 的 第 五 个 发 货 口 的 存 
货 价值 . o 
в Е V= QP x QP 是 有 定义 的 ,5x A = ху 的 维 数 为 5x 1 





mo 15 9 12 300 FC, 
20 14 8 5 | К.С; 
250 | 
Ү=[16 8 15 6 = |К; 
175 
25 15 7 16 В.С} 
125 
5 12 20 18! LRC; 
[10(300)+15(250)+9(175) +12{125)] 9 825 
200300) +14250) +8(175) + 52125) 11 525 
= |16(300)+8(250) +15(175)+ 61125) | = |10 175 
25(300)+15(250)+7(175) +16(125) 14 475 
150200) +12(250)+204175) +18125) 10 250. 
交换 律 及 矩阵 运算 
10.34 БЯ 
7 3 2 2 Ü 5 
А = |1 4 6 B= 13 4 1 
2 5 4 7 9 6 


Ra) 和 + 四 及 (by В+А 
+2 3+0 2+5) mm 3 
解 EF (a) A4+B=|1+3 4+4 selfi 8 , 
2+7 5+9 4+6 9 14 10 
+7 Ü+3 5+2 9 3 т 
(b) наср 4+4 1+6 -| 8 Д 
7+2 9+5 6+4 9 14 10 


А+В=В+ A В ГЕРЕ Е. 
间 题 10.35 一 10,42 WE Bi B 38 38 Ë E EBE E (д ЦЕ КУН. 








10.35 С 
5 3 3 13 
4 9 7 9 
A 一 H = 
10 8 2 
-6 12 6 


求 (a) A-B) -В+А. 
15-3 3-13 T 2 -10 
a7 99 l-3 | 


Ñ F(a) A- B= - | 
10 -2 8-1 8 7! 
6-8 12-6) L-2 6 
-3+5 -13+3 2 -10 
-7+4 -9+9 -3 
(b) —B+A= - 0 
-2+ 10 -1+8 8 7 


-8+6 -6+ 12-4 _ 2 6 


“178. ЖШ 2 Bl J| 





А-В= - 且 + 上 .这 说 明了 矩阵 减法 满足 交换 律 . 
10.36 АЯ 


= [4 12 9 6] В = 


求 (a) АВ 及 (b) ВА. 
首先 检验 协调 性 , 再 指出 矩阵 的 维 数 . 


一 一 = 


М 7 00) Шавед = Dx MEERY 1. 它 为 一 个 数 . 


АВ = [4(13) + 12{5)+ 9(— 2) +6(7] = 136 


(b) EE Ba 也 有 定义 4x = уха PERREN аха, 
13(4) 13(12) 13(9) 13(6) 52 156 117 78 
5(4) 5412} 5(9) 566) _ 20 60 45 30 
2 -203 -29) 206)| l-8 -24 -18 -12 
7(4) 7012) 7(9) 7(6) - 28 84 63 42 
ABEBA. IK IK B f SE Ж ЖЕЕ ETR. ИЖЕ КПШ F üa (F|, ЖЖ ЕЕН 
相同 . 
10.37 已 知 
4 
[72 9 1) 
А = 16 2 В = 
2 12 7 
1 8 


Ra) АВ Ж(Ь) BA. 
E 897 (0) 矩阵 AB 有 定义 ;3x 他 ”= 六 x3; 积 矩阵 的 维 数 为 3x 3， 


(-3)+4(2) 7(9) + 4(12) 7(1) + 47) -13 111 35 
AB = be 6(9) + 2(12) ер [ 14 78 | 
1(—3) +8(2) 1(9) +8012) 1(1) + 8(7) 13 105 57 


(b) KER ва 也 有 定义 i2x = Ухо BUERNE 2х2. 


27)+12(6) + 701) 2(4)+12(2)+7(8) -93 88 
АВЗВА . 拓 阵 乘法 不 满足 交换 律 . 这 里 的 两 个 积 的 维 数 及 元 素 均 不 人 同 ， 
10.38 СЯ ' 


4 9 8 
A= 7 6 2 
5 


3 


B 307) + 9(6}+ 101) –3(4) + 9(2) + 1 734 М 





1 2 0 
B=-|s31 

2 4 
求 (a) АВ 及 (b) BA. 
# er (O BEARR = 革 x3; 积 适 阵 的 维 数 为 3x3. 


701) +605) +200) 7(2) + 6(3) + 2(2) 1(0)+6(1)+2(4)] = |37 36 14 
11) + 505) – 300) 102) + 5(3) + 302) 100) +501) + 304)Ј {26 23 17. 
(b) JERE ВА 也 有 定 关 .其 维 数 为 3x 3. 
КИИ 169) + 2(6) + 05) 1(8) + 2(2) + 003)] К 21 9 
ВА = 


ШИИ 4(2) + 9(3) + 8(2) 4(0) + 9(1) + 8(4)7 К 51 и 
АВ = 


5(4)+3(7) +1(1) 5(9) + 3(6) + 1(5) 508) +302) + 1(3)| = [|42 68 49 
(4) +207) + 4(1) 009) + 2(6) + 4(5) KS) +_2(2) + 4(3)- 18 32 1 
ABZ BA , 维 数 相同 但 元 率 不 同 ， 
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10.39 


10.40 


10.41 


10.42 


已 知 


求 (a) АВ 或 (b) BA. 
É тк) 佐 阵 4B 有 定义 ;2x = Dx1; 积 矩阵 的 维 数 为 2x1 


[ + 5(0) + 2(- D) + з] [2] 


101) +300) +9- 1) + 4(3)- La 


(b) MR BA 无 定义 14x ж D x4. 乘 法 无 法 进行 .这 种 情况 是 年 阵 乘法 不 网 直 交 换 律 的 


另外 一 种 方式 . 
已 知 
‚п sfs 
2 6 
1 3 
Ж(а) АВ 和 (b)BA. 


-— <. 


(MEB ва 有 定义 :3X = 2х2 EE 352360 


(11) +6(2) 7(14) + 606) 89 134 
ВА = |4(11) + 5(2) 4(14)+ “o| = Ë 1 
1011) +362) 1414) + 346) 17 32 


Н АВ 不 存 , 故 ВА зАВ. 
已 知 


求 (a) АВ 和 (b) BA. 


解 ee (a) 短 阵 AB 有 定义 ;3X i = З 乘机 是 3x ЛЫН 


- 


-2(3) - 206) -2(-2) -6 -12 4 
АВ = | 43) 406) сае | 24 a 
75) 706) H-2 21 42 -1 


=. 


ВА = [3(-2) +6(4) + (—2)(7)] = 4 
因 怎 阵 的 乘积 不 满足 交换 律 ， 故 改变 皆 积 的 顺序 可 能 得 出 完全 不 同 的 答案 .矩阵 AB 是 3x3 Ж в, 
而 ВА 却 是 一 个 数 ， 
已 知 


求 (a) АВ 和 (by ВА, 


180. ` ЗЕН ӨЕ 








# КЕ 年 隆 4B 有 定义 ;3xr3 = Ўз ЖЕНЕ Зх3 维 的 矩阵 





[23(1) + 6(0) + 14(0) 23(0) + 6(1) + 1400) 23(0) + 6(0) + 14(1) 
АВ = #0 +1200) + 9(0) 1800) + 1201) + 9(0) 18(0) + 12(0) ~ 9(1) 
2401) +200) + 600) 24(0) + 201) + 60) 2400) + 2(0) + 6(1)2 





[23 6 14 
= [18 12 9 
24 2 6 


(b) JER B4 也 有 定义 ;3x(3 = 3)x3. 积 也 是 维 数 为 3x3 EB 


ВА = |0023) + 1(18) + 0(24) 006) + 1(12) + 0(2) 0(14) + 1(9) + 0(6) 
(23) + 0(18) + 1(24) 06) + 0(12) + 102) 014) +069) + 1(6)- 


3 6 14 
= |18 12 { 
24 2 


这 里 АВ= ВА. АЗЕ АА-АА ЫН ЕИ RNE К, F ре В 
PRHA ЛАШ Н MERRER. WL 11.7 $. 


结合 律 和 分 配 律 


10.43 ”分 析 和 矩阵 运算 是 否 满足 结合 律 和 分 配 律 ( 即 (4+B)+C=A+ (B+C),(AB)C= 
А(ВС),А(В+ С)= AB+ AC 满足 10.7 节 的 条 件 }, 忆 知 
[27] |912) [5 
А = В = С = 
9 5 3 L4 2 6 L10 з 8 
Ra) (A+B)+CH(b) А+(В+С). 
解 ta (6 л+в=[$°° 2+1 э] 3 1] 
9+4 5+2 3+6 l 7 9 
-15+7 3+5 НМЕ 8 и) 
13+10 7+3 9+8- 103 ц 17 
9+7 1+5 3+1 16 6 4 
(b) Bres n 2+3 al lu 5 "N 
6+16 2+6 ASE [22 8 п) 
9+14 5+5 3+14J L233 10 17 
СА + B) + C= A +(B + С) ВТ Я ЕАУ В, ИЩ 10 和 4 一 10 47 中 说 明了 





ка + 0(18) +0(24) 1(6) +0(12) + 002) 1(14) + 0(9) + ке 

















(A+B)+C = 





A+ (B+ O) -| 


其 他 运算 的 情况 . 
10.44 EH 
3 13 
А= |6 В = |8 С= |2 
1 6 


Ж(а) (А-В)+С ДД (Ь) А+(- В+ С). 


7-3 4 
ro 
12-5 7 
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10.45 


10.46 


10.47 


+10] 1 
ee 0 
12+ 1- 13 


(А-В)+С=А+(-В+С) ЕҤ [ЕШ ЖЕШ ЛТ 


已 知 
6 5 9 4 
А = [7 1 5] а: | с- (5 20. 
8 
Ka) (АВ)С K(b) А(ВС). 


Ë CF СНЕ 4B 有 定义 ;1x = ое хое, 





АВ = [7(6) + 102) + 503) 705) +104) + 5(8)] = [59 79] 


HEADE REGIS = хорхо. 


(AB)C = [59(9) + 79(3) 59(4) + 79(10)] = [768 1026] 


OMER BC 有 定义 ;3x = хл, F 352 EB. 


6(9) + 5(3) 6(4) + 5(10) 69 74 
ВС = É +43) 2(4) +4(10) = |30 48 
3(9) +8(3) 3(4) + 8(10) 51 92 


矩阵 4(BC ) 也 有 定义 11x = хо 1258. 





A(BC) = 17(69) + 1(30) + 5(51) 7(74) +1448) + 5(92}] = [768 1026] 
在 保持 乘法 顺序 不 变 的 前 提 下 , 矩阵 乘法 满足 结合 律 


已 知 
6 9 
А={4 7 2: s-i с 
1 


Ra) А(В+С)Я(Ъ) АВ+АС. 


6+9 15 
Ж EF (a) pscs [sisl = fo 
1+ 9 





EFAG C) 有 定义 i1x = Px EUSBE l> 0. 


(b) BAB SEX Ix = 入 xl1, 产 生 一 个 1x1 的 矩阵 . 


АВ = [4(6) + 7(5) + 2(1)] = 61 





ERACHEXIX É = Pa EN ЮЕ, 
АС = [4(9) + 7(5) + 2(8)] = 87 
所 以 AB + AC =61+87= 148. СЕ EREE E. 
一 个 汉堡 包 连 锁 店 一 周 内 销售 1000 MEE . 600 个 干酪 汉 储 包 , 1200 ERB. € 
们 的 价格 分 别 为 45 e ,60 Z ,50f .成 本 分 别 为 38 2 ,42 ,32. 求 企业 一 周 的 利 消 ， 


利用 (a) 总 概念 及 (b) 单位 分 析 证 明和 矩阵 乘法 是 可 分 配 的 . 
解 т> (a) 设 销售 基 为 Q, 价 格 为 ,成 本 为 С, НЕР т 


1000 . 45 0.38 
Q = | 600 P = 10.60 C = |0.42 
1200 .50 .32 


‚182. 数理 金融 引 论 





КАЙ ТЕ 为 


0.457 [10007 
ТК = PQ = е | «o| 
‚50-4 120 
EAR AHER TR 无 定义 . 取 Р Ж Q 的 转 置 以 使 乘法 协调 , 可 见 乘 积 的 顺序 的 重要 性 . 行 向 量 乘积 


{PQ 或 @P) 将 产生 一 个 实数 ; 列 向 量 乘积 (PB sk OP ТЕШ -个 3x3 SEE, E {ЕБ {ШЕ Ж 
Х.Х, РВ, ЗРЗЕ Q, 得 


[1000], 
TR = РО = [0.45 0.60 зл 600 
120 


==. 


这 里 РО ЖЕ ХХ = Dx PETI MEREK. 


TR = [0.45(1000) + 0.60(600) + 0.50(1200)] = 1410 
闻 样 地 ,总 成 本 TC= со. 
1000 
TC= [0.38 0.42 К = [0.38(1000) + 0.42(600) + 0.32(1200)] — 1016 
1200- 
RANE Æ 
П = TR- тс = 1410 - 1016 = 394 
(b 利用 单位 分 本 ,单位 利润 U 为 


0.45 0.38 0.0 
U=P-C= }0.60 | [0.42 = [0.18 
.50 32 18 


总 利 渔 卫 为 单位 利润 与 所 上 售 出 的 量 的 积 . 
0.07] [1000 
П = ze = s" | mn 
.184 01200 
ENTEL B U KpE, 


1000 
П =vP = [0.07 0.18 0.18] | 
120 
= [0.07(1000) + 0.18(600) + 0.18(1200)] = 394 Q.E.D. 
10.48 ”一 个 音 录 商 店 每 周 销售 700 张 CD, 400 ЖЕЛ Л 200 部 CD ЖЕЙ. АЫ g 4, 
$6, $150. RERA $3.25, $4.75, $ 125. 求 每 周 利润 , Ф (а) 总 成 本 
(0) 单位 概念 . 


00 4 3.25 
Ж EF (2) Q = |400 Д | -| з 
200 150 125.00 





00 
TR = PP = [4 6 150] = = [4(700) + 6(400) + 150(200)] = 35 200 
0 
00 
ТС =CQ = [3.25 4.75 125] = = [3.25(700) + 4.75(400) + 125(200)] = 29 175 
20 


І = TR - TC = 35 200 - 29 175 = 6025 


(b) 单位 利润 D 为 
4 3.25 0.75" 
U=P-C= | | | Е К 
15 125.00 25.00 
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* 183. 





10.50 


10.51 


总 利润 开 为 


00 
П = uq = [0.75 1.25 aa = {0.75(700) + 1.25(400) + 25{200)] = 6025 
20 


| 6 一 2) É °| 
A = B = 
一 3 б 6 3 


(a) 求 4B.(b) 为 什么 说 积 矩阵 是 独特 的 ? 

6(12)-12(6) 6{6)-12(3) 0 0 
W s (O аве Эу, 6(6) -3(6)+ ЧЫР И 
(b) К К Еау, HERRA RHEE ЕЧ Dk УНЕ EE 
Jš EBR. 其 原因 是 二 个 矩阵 为 奇异 的 .奇异 矩阵 是 指 其 一 行 或 一 列 为 另 一 行 或 列 的 倍数 [ 见 11.1 
节 ) .在 本 问题 中 ,4 的 第 一 行为 第 二 行 的 2 倍 , 第 二 列 为 第 一 列 的 2 入 .对 于 B. 第 一 行为 第 二 行 的 
2 倍 ,第 一 列 为 第 二 列 的 2 们 .所 以 ,在 矩阵 代数 中 , 涉及 奇异 具 阵 的 滋 法 可 能 产生 一 个 学 矩阵 ,但 
Ж ЕЕ ЫЕ П (В 10.50. 


已 知 
„Ыы а 


(a) ЖАВ, (Ь) 对 解 给 予 评价 ， 

_[6012)+12(6) 6(6)+1203)] _р144 72 
W s (O 4 Dy, 6(6) 3(6)+ soL 72 в) 
(b) АЖ, А, Ват, ЕТЕН РЕ RIE АВ 也 是 奇异 的 . 


已 知 
Ga sG е2 
А = В = С = 
1 2 2 2 4 2 
(a) R AB 及 4C,(b) 评 价 解 的 非 寻 常 性 质 . 
4(2) +8(2) Haana E 2] 
1(2)+2(2) KARD 6 5 
c = [4-2 +80 4(1) Loj [2 21 
Қ-2)+2(4) 101) + 2(2) 6 5 
(0) 尽管 p> C, АВ = 4AC .在 一 般 代 数 中 , — F 8k E] — + Жн] Rb ЖЕН ЖЕ Ж ar BE p= E н EJ ЕЁ, 
但 在 年 阵 代数 中 , -MERR — 4 ЖЖ РЕНЕ PI АЕ 8198 ФЕ] ЕЕ, 但 不 一 定 必 相 等 
在 这 种 情形 中 , A JARE. 


Ж ке») ав- | 


第 十 一 章 s E E 


11.1 行列 式 和 非 奇 异性 


一 个 2x2 算 阵 的 行列 式 |&|, 称 为 二 阶 行列 式 , 是 出 主 对 角 的 两 个 元 素 之 积 减 去 非 对 角 
的 两 个 元 素 的 葬 积 而 得 到 的 .已 知 一 般 的 2x2 的 矩阵 


aqa 4р 
А = 
йз an 


(-) 
аз аз | (+) = 011422 T 412921 
行列 式 是 一 个 数 , 只 有 方 阵 才 有 行列 式 . 如 果 一 个 矩阵 的 行列 式 等 于 零 , 则 称 该 行列 式 消 设 , Н. 
该 矩阵 为 奇异 的 .奇异 矩阵 是 指 至 少 有 两 行 或 两 列 线性 相关 的 符 阵 ,如 果 |4 1520, ШЕ A 
是 非 奇 异 的 , 它 的 所 有 的 行 和 列 都 线性 无 关 ， 

如 时 一 个 线性 方程 组 线性 相关 , 则 该 方程 组 有 无 数 多 个 解 , 即 没 有 惟一 解 存 在 .所 以 我 们 
想 要 知道 方程 组 解 的 情况 , 只 需 进 行 下 面 简单 的 行列 式 检验 就 可 发 现 潜 在 的 问题 . 设 一 个 系数 
ЖЕЕ А 的 方程 组 ， 

如 果 | 六 1=0, 和 矩阵 是 奇异 的 ,方程 之 间 存在 线性 相关 性 ,所 以 没有 惟一 解 存在 . 

如 果 | 丰 | 冯 0, 算 阵 是 非 奇 异 的 ,方程 之 间 没 有 线性 相关 性 .有 帷 一 解 存 在 . 

我 们 将 一 个 矩阵 的 线性 无 关 的 行 或 列 的 最 大 个 数 定 义 为 秩 o. 矩 阵 的 秩 也 可 用 作 线 仁 相 
关 人 性 的 简单 检验 . 设 А 为 一 个 维 数 为 za 的 矩阵 ， 

如 果 р(А) = n, A 为 非 奇异 的 , 且 线 性 元 关 ， 

ШЖ р(А)<п, 4 为 奇异 的 , 且 线性 相关 ， 

见 例 1 和 问题 11.1,11.3 和 11.7. 关 于 非 奇异 性 和 线性 无 关 的 证 明 , 见 问题 11.16. 


і: BA 
< aa 


行列 式 为 
ац 412 
14| = 











行列 式 计算 如 下 ， 
由 前 面 陈述 的 规则 有 
|А | = 6(9) —4(7) = 26 
由 于 |4 | 去 0, 抑 阵 是 非 奇 异 的 , 即 ,没有 任何 两 行 或 两 列 线性 相关 ,所 以 秩 为 2, 记 作 ， 
p( 站 )=2. 相 上 反 地 ,有 : 
[В| = 4(9) — 6(6) = 0 
H-|B|=0,B 为 奇异 的 , 有 相互 线 性 相关 的 两 行 或 两 列 存在 .仔细 观察 发 现 , 第 二 行 
和 第 二 列 是 第 一 行 和 第 一 列 的 1.5 倍 ,所 以 p(B8)=1 


11.2 三 阶 行列 式 
ап 21 ац 
А = јар аэ» аљз 
ау 830 033 


— F 3x 3 fi kE EE 
称 为 三 阶 行 询 式 , 它 是 三 个 积 的 总 和 .为 了 获得 这 三 个 积 ， 
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1. 0 М аз АНЕ al; 所 在 的 行 和 列 , А. (а). 99 a 632 
的 元 素 的 行列 式 . 

2. 取 第 一 行 的 第 二 个 元 素 an 并 在 心里 划 去 其 所 在 的 行 和 列 , 见 (b) ,然后 用 а 53 
祭 下 的 元 素 的 行列 式 的 -1 f, 

3. 取 第 一 行 的 第 二 个 元 素 ap 并 在 心里 划 去 其 所 在 的 行 和 列 , А (с). ЖЕН а 
余下 的 元 素 的 行列 式 . 


ты ЕЕЕ И 





@1 än Q än йз) üz йз, 0); аз 





аз йз a3 з Ga das аз йз йз» 


(а) {by (e) 
所 以 ,行列 式 的 计算 如 下 
422 923 a3 92 qar êy 
lA|=an + apl- 1) + дуз 
а 32 az азу 07 433 




















=аџ(адазу ~ anay) — ар(ацаз — anan) + aplayan- араз) (11.1) 
为 一 个 数 
见 例 2 和 例 3 及 问题 11.2,11,3 和 11.7. 
以 相同 的 方法 , 我 们 可 以 得 知 4x4 矩 阵 的 行列 式 为 4 个 积 之 和 :5xs 矩 阵 的 行列 式 为 5 
个 积 之 和 . 见 11.4 节 及 例 5. 
例 2 已 知 





行列 式 | 4 | 计算 如 下 
4 7 
ПЕ 
1 3 5 3 5 1 
=8[4(3) – 7(1)] — 3(6(3) – 7(5)] + 2[6(1) – 4(5)] 
=8(5) — 3(— 17) + 2(— 14) = 63 
|А 1320, ХИ А 为 非 奇异 的 , 且 о(А) =3. 


11.3 学 式 与 余子 式 


在 11.2 节 中 描述 的 划 去 一 个 元 素 所 在 的 行 和 列 后 ,余下 的 元 素 形成 该 矩阵 的 一 个 子 行列 
式 ,我 们 称 之 为 子 式 .所 以 , 子 式 | M; | 是 划 去 第 i 行 和 第 ; 列 后 的 余子 阵 的 行列 式 .利用 11.2 
节 中 给 出 的 矩阵 , 有 


[Mal = 





+ 








@22 423 аз 423 азр 423 


|M | = 














[Mu] = ` 





аз аз а аз ау az 
其 中 | M1 是 all 的 子 式 ， |M; | 为 al 的 子 式 ， мз] 为 аз 这 样 (11.11 的 行列 式 计 息 
公 趟 可 以 改写 成 





141= аи |М |+ а (- 01м |+ an] M. | (11.2) 
RTA C 1 是 带 有 符号 的 子 式 .余子 式 的 符号 规则 如 下 : 
С = (- D] My | 
所 以 ,如 果 下 标 之 和 为 偶数 , 则 | Cu = | M |, 因 为 -1 6648390835 1. rE itj 等 于 奇数 ， 
ДС, 1= -| Mj1, 因 为 -1 的 奇数 次 蹇 为 它 本 身 -1. 见 例 3 和 问题 11.18-11.24 
例 3 对 于 11.2 "ЕЖЕ 4, 余 子 式 (1) |Ci|,(2) [CRG |Cis| 的 求法 如 十， 
1) lCal=(- D! Ml 
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由 于 (一 1)'''= (一 1 和 = 














А R232 92} 
са | = | Ma | = 
ар ау 
2) Ср |= (= 1) М 
њЊ+(-1)12=(-1)0= -1, 
421 423 
|Co|=- | Mol =- 
ам a33 
3) Сз =(-—1)!*2| Ml 
ШР(-1)!*®=(—-1)*=1, 
421 423 
Сз = Mal = 
аз 432 








п.4 拉 普 拉 斯 展 式 及 高 阶 行列 式 


拉 普 拉 斯 展 式 是 用 余子 式 行列 式 的 值 的 方法 . 因此 ,高 阶 行列 式 可 以 用 较 低 阶 的 行列 式 来 
计算 .三 阶 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展 式 为 
|А [= an|lcal+aalcal+aslcal (11.3) 
其 中 |C; | 是 基于 二 阶 行列 式 的 余子 式 , 在 (11.3) 中 ,不 同 于 (11.1) 和 (11.2), ap HARI 
一 1, 因 为 由 余子 式 的 符号 规则, | Cuz| 中 自动 地 乘 以 -1 了 . 
拉 普 拉 斯 展 式 允许 按 任 一 行 或 列 求 出 行列 式 的 值 . 一 般 选 择 零 多 的 行 或 列 ,这 样 可 以 通过 
消除 项 简化 求 行列 式 的 过 程 . 拉 普 拉 斯 展 式 也 为 计算 三 阶 以 上 的 高 阶 行列 式 打下 了 基础 . 见 例 


4、 例 5 及 问题 11.25. 
ma EA 
12 7 0 
6 7 0 


沿 第 三 列 进行 拉 普 拉 斯 展开 , 求 得 行列 式 
{А | = au|Cis|+ a23 C. | + as | Cl 
由 于 a1s3=0,a33=0 
А | = аз Cs | (11.4) 
划 去 第 2 行 和 第 3 #|, R| Cal, 
12 


|Ca|= (— 1)? 6 








7 
7| = (= 1)[12(7) – 7(6)] =- 42 

代入 (11.4) 1А [= 30-42) = -126. 所 以 4 为 非 奇 异 的 , 且 р(А)=3. 

”可 以 通过 沿 第 一 行进 行 拉 普 拉 斯 展开 , 验证 上 述 答案 的 正确 性 ， 
例 5 4 阶 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展 式 为 
[А| = ai Си |+ а: 1С |+ ауу Сіз + aa | Caul 
其 中 的 余子 式 为 三 阶 的 ,它们 可 以 用 上 述 方法 降 阶 为 2 阶 行列 式 .5 阶 和 更 高 阶 的 行列 
式 以 同样 的 方法 求 得 . 见 问题 11.25(d) 一 11.25(e)， 


11.5 行列 式 的 性 质 
下 面 介绍 的 行列 式 的 7 个 性 质 提供 了 简化 算 阵 元 素 或 将 矩阵 部 分 变化 为 零 ,再 进而 求解 
行列 式 的 方法 . 


L. 一 行 (或 列 ) 加 上 或 减 去 另 一 行 (或 列 ) 的 任何 非 零 倍数 ,行列 式 不 变 . 
2. 交换 任意 两 行 (或 列 )， 只 改变 符号 ,不 改变 行列 式 的 绝对 值 . 
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,以 某 一 常数 乘 以 其 一 行 或 列 , 行列 式 变 为 原 行列 式 的 该 常数 们 ， 

. 三 角 乍 阵 , 即 主 对 角 线 以 上 或 以 下 元 素 均 为 零 的 矩阵 ,其 行列 式 为 主 对 和 角 上 元 峙 之 积 . 
. 一 矩阵 的 行列 式 与 其 转 置 的 行列 式 相 等 :|4| = la |. 

. 如 果 上 矩阵 的 某 一 行 或 列 上 所 有 的 元 素 均 为 零 , 则 行列 式 为 零 . 

, 如 果 和 矩阵 有 二 行 或 二 列 完全 相等 或 成 比例 , 即 线性 相关 , 则 行列 式 为 零 . 

问题 11.4 一 11.15， 


11.6 ЖУРЕК ЕВЕ 


余子 式 和 矩阵 是 用 | C; ARP ay 构成 的 矩阵 , ЖШН Е ЕНЕ BETA, 
[Cul 1С 1Ca| Cul 1Ca| en! 


= ^^ P 











С= | Ca] | Cal [C2al Adj4 = C” = | Cizl |Caz| Сз 1 
Cul 1С» |El (Cal ICa] ICzl 
例 6 已 知 


2 3 1 
А = |4 1 2 
3 4 


如 下 求 得 余子 式 和 矩阵 C ЖИШШ АдА: 


























以 1 C1 代替 元 素 ай» 

|12 4 2 4 1 

за 4 5 3 
Bı 2 1 2 3 -2-6 7 
Се, 5 4 ls sl |, n 

3 1 2 1 2 3 

Lhal |4 2 4 11] 
А ЗШЕ Ada ЖС 的 转 置 ， 


-2 —9 5 
АдА=С'=|—6 3 0 


7 9 -10 
11.7 ЕК 


对 于 一 个 矩阵 4 , 其 逆 矩 阵 4 -1 是 措 满足 关系 。 
АА = I = АСА 
的 惟一 矩阵 .注意 只 有 当 A 为 方 矩阵 且 非 奇异 时 , 道 矩 阵 4 -! 才 存在 . 
逆 牌 阵 乘 上 原 矩阵 简化 为 单位 矩阵 ,所 以 ,六 矩阵 在 线性 代数 中 起 着 善 遂 代数 中 的 倒数 的 
ТЕШ. ЖЛЕ ИДУ 
_| 1 





= ТА тАФА 
见 例 ?7 及 问题 11.25. 
бїт 已 知 
4 1 -5 
Е 3 1 
3 -1 4 
RREME A], 





1. 检查 4 是 否 为 方 矩阵 , 因为 只 有 方 答 阵 才 可 能 有 逆 存 在 .这 里 A 为 3x3 维 的 . 
2. 计算 4 的 行列 式 以 确信 ' 4 |520, Ж US Edi НЕ БЕЯ ИЦ ЯЙ ТРЕ. 
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141=4[3(4) = 16= 1)] = 1[(— 2)(4) – 1(3)) + (- 5000 200-0) - 3(3)] 
=52 + 11 + 35 = 98 Z 0 





A МАКАН o (A)=3. 
3. K A HATAREE, 
í 3 1 -2 1 |77 3 
-1 4 3 4 3 -1 з H 27 
1 = 5 4 -5 4 1 
С = |- -| = 1 31 7 
— 1 4 3 4 3 -1 
16 б 14 
1 -5 4 -5 | 4 1 
3 1 一 2 1 -2 3 

















HERTA ШЕЙ ЖЕЕ. 
13 1 16 
АфА = C = | и 31 | 


4. ТДА [= 1/98 35906 k, 得 到 











13 1 16 
13 1 16 28 98 98 0.1327 0.0102 0.1633 
Г 31 6|= т al £ = | 0.1122 0.3163 0.0612 
-7 7 H | 1 q| [500714 0.0714 0.1429 

14 14 7 


5. (ERE AA БИА А 以 检验 答案 的 正确 性 ,如果 答案 正确 ,两 个 积 均 应 为 单位 矩 
阵 工 . 见 题 11.26fa). 


11,8 用 逆 矩 阵 求 解 线性 方程 组 


逆 宇 阵 可 以 被 甫 来 求解 矩阵 方程 .如 果 
A. KX, = B, 
Hi A FE, 等 式 两 边 均 乘 以 À 1 根据 协调 性 , 有 
ATA. X. = А.В 

H 11.7 7, АТА = 1. ТЦ 

Г.Х = А.В, 
H 10.8 P, IX = X, ВТЕ 

X,a = (AB), 
方程 组 的 解 为 系数 矩阵 的 道 a SARA p 的 积 . 见 问题 11.27—11.33. 


Рз 已 知 方程 组 
Azı + х) — 5х3 =8 
~ 221 + 325 + z, =12 
Злу — z + Az, >Š 
求解 zl za Ж хз. 


解 ғ 首先 ,以 矩阵 形式 表示 方程 组 ， 
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H 11.8 1, 


代入 例 7 了 中 的 4 上 并 作 溢 法 有 
г 13 1 16 [104 12 807] 1967 




















98 98 98|. g 98 T 98 98 98 > 
H 31 6 88 372 30|] |490 
Х = | ов 98 98 "| % ' 98 |9817 |98 Ң 
aaaf” вр |u] | 
[714 14 7 14714771! 114 


所 以 тхү=2,х›=5 R ту=1. 
11.9 方程 组 解 的 克 莱 婚 法则 


克 菜 姆 法 则 提供 了 利用 行列 式 求解 线性 方程 组 的 简单 方法 .区 莱 姆 法 则 ， 
| А; | 


ТЕ ТА | 
其 中 z, 为 方程 组 的 第 i 个 未 知 变量 , | 4 ЕТЕК, | 4; АЕ ЖЕ E CH DE A 中 
=, 的 系数 所 在 的 列 被 常数 列 向 量 代 蔡 所 形成 的 特别 矩阵 的 行列 式 . АФ 9 太 问 题 11.34 一 
11,37. 问 题 11.38 中 给 出 克 莱 姆 法 则 的 证 明 . 
例 9 利用 克 莱 姆 法 则 求解 如 下 方程 组 
бху + 5х5 = 49 
32 + 4255 = 32 





Ж ағ 1. ШЕ ЁК 
АХ = В 


b Aal be 


141=6(4) – 5(3) = 9 
3. H BiR r, 的 系数 , 即 4 的 第 1 列 ,得 到 新 的 矩阵 А, 以 求解 гу. 


1 
32 


2. ЖА 的 行列 式 


ЖА, 的 行列 式 
ГА; [= 49(4) – 5(32) = 36 
利用 克 莱 姆 法 则 
_ _ Al 36 _ 
2 Ta 94 


4. 为 了 求 zz, 用 如 代替 xz 的 系数 , 妈 4 的 第 2 列 ,得 到 新 矩阵 A, 


| | 
А 





Ж А, 的 行列 式 
143| = 6(32) ~ 49(3) = 45 
利用 公式 
_ _ | А-1 _ 45 _ 
з= ато 5 


对 于 三 个 方程 的 方程 组 的 求解 , 见 问 题 11.350) ~ (е). 
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习题 解答 
行列 式 
11.1 求 下 列 矩阵 的 行列 式 ; 
9 u] -[® w] 
(a) 4=| 18 (b) 4=[25 -5 
141=9(18) – 13(15) = -33 lA|=40( —5)— (– 10)(25) = 50 
7 6 
(с) А = (9 i 
12 
# кє 因为 4 的 维 数 为 3x2, 只 有 方 阵 才 有 行列 式 , 所以, A 的 行列 式 不 存在 . 
11.2 ” 求 下 列 和 矩阵 的 行列 式 .注意 ,体会 零 的 出 现 如 和 何 简化 行列 式 的 求解 任务 . 
3 6 5 
(a) =|2 1 8 
7 9 1 
1 8 2 8 2 1 
解 = -3 ?| ol? +з? | 
=3[1(1)—8(9)]-6[2(1)—8(7)]+5[2(9)-1(7)] 
=3(-71)-6(—54) + 5(11) = 166 
12 0 3 
(Ь) |} 2 | 
4 6 1 
H EF \л1=12|7 slo ? Taf ?| 
6 1 å 1 4 6 
=12(2- 30) -0+3(54 - 8) = – 198 
0 6 4 
(c) =} 5 2 
7 6 9 
ж r= Uh г. Ё 2 of | 
9 7 9 7 5 
=0-6(27-14)+0= —?8 
ЖЕ 3 
11.3 ЖЕЙИН Ж, 
-3 6 2 
(a) A= 1 5 4 
4 -8 2 
Ж > Mi= -让 ronl 4 "| | 
4 2 4 -8 








= —3[10—(—32)]-6(2-16)+2( 8-20)= -98 
由 于 | 和 | 关 0, 即 4 为 非 奇 异 矩 阵 , 且 三 行 和 三 列 均 线性 无 关 , 所以， рЌА) =3. 


5 -9 3 
(b B=! 2 12 -4 
-3 -18 6 


12 -4 2 -4 
# e Bi =5| ЕЕ + 
-18 6 -3 








2 | 


-3 -18 
=5[72- (+72)]+9[12~ ( +12)] + 3[ -36 — ( —36)] 
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=5(0)+9(0)+3(0)=0 
出 于 1B81=0,8 УЯ ЕИ, 且 三 行 和 三 列 是 线性 相关 的 .新 以 , p(B) 关 3. 
现在 测试 二 行 或 二 列 是 否 为 线性 无 关 : 从 左上 和 角 的 子 捧 阵 开始 , 求 2x2 的 行列 式 ， 


|5 M 18) = 78> 0 
2 12 
所 以 ,p(B)=2.B8 中 只 有 二 个 行 或 列 线性 无 关 . 第 3 行为 第 2 行 的 ~1.5 悦 ,而 第 3 列 为 第 2 列 
1 
9-18. 
-8 2 —6 
(c C=| 10 -2.5 7.5 
24 -ő 18 
-2.5 7.5 10 7.5 10 -2.5 
解 u lel=-8] 2-5 СЕО |- | | 
-6 8 24 18 24 -6 


=-8[-45-(-45)]-2(180-180)-6l -60 (-60)]=0 
因为 | C| =0. 2С) 3.9122 FERRI: 


-$ 2 2 一 看 
= 20—20=0 = 15—15 = ( 
10 -2.5 -2.5 7.5 
10 -2.5 - 2.5 7.5 
=-60—(—-60)=0 =—45—({(- 45) = 0 
24 -6 -ő 18 


HT C 的 所 有 2x2 子 矩阵 的 行列 式 都 为 零 , 即 C 没有 任何 二 行 或 二 列 是 线性 无 闫 的 ,所 以 
atC) 天 2 而 ptC)=1. 第 2 行 是 第 1i 行 的 -1.25 稍 , 第 3 行 是 第 一 行 的 -3 倍 ,第 2 列 为 第 1 列 的 


- 才 倍 ,第 3 列 为 第 1 pl 


2 5 
(4) p= ; n 
1 


МО 由 于 矩阵 的 线 福 无 关 的 最 大 的 行 数 一 定 等 于 线性 无 关 的 最 大 的 列 数 , D 的 秩 木 可 能 超过 


2 AETHER, 
И КЕЕ 35 = - 1350 = 
7 | 2272558 1580 рр) = 2 
显然 D 的 二 列 线 性 无 关 , 与 此 同时 , D 也 只 有 二 行 线性 无 关 , 因为 第 2 行为 第 1 行 的 2 5% 3 
行 的 和 . 
行列 式 的 性 质 
11.4 EH 


2 5 1 
А = |3 2 4 
1 4 2 


比较 (a) А 的 行列 式 与 (b) А = 6 (с) 指明 满足 行列 式 的 哪个 性 质 ， 
M F(a) |А|=2(4-16)-5(6—4)+1(12-2)= -24 


3 1 
{b} -| 2 | 
1 4 
|A'[=2(4-16)-3(10-4)+1(20-2)= -24 


(с) 这 说 明了 一 矩阵 的 行列 式 等 于 其 转 置 的 行列 式 . 见 11.5 35. 


11.5 已 知 
dll 415 
4 
@ 472 
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11.6 


11.7 


11.8 


11.9 


比较 (a) A 的 行列 式 与 (b) A 的 行列 式 ， 
| 14 | = anaa ana 


解 EF (а) [А | = апаз aiaa (b) 4=| 
已 知 


(а) ЖА 的 行列 式 , (b) 交换 4 的 1,2 两 行 的 位 置 得 到 一 个 新 矩阵 B, R | B|. 
(c) 交换 4 的 1,2 两 列 得 到 另外 一 个 矩阵 C, 求 1c1.{d) 比较 上 述 行 列 式 并 指明 
满足 哪个 行列 式 性 质 . 

Ж EF (а) |Al=100-12)-4(6-8)+2(9-10)=4 


j 5 4 
(b) s- 4 : 
2 3 
IB| = 3(8-6)-5(2-4)+4(3-8)= – 4 


4 1 
ТЕ 
2 3 2 


[С1=2(10-9)-4(8-6)+1(12-10)=-4 
(dj 1C1=181= – АІ, HATRET НЕРИР НТА 5, ERRETIRA НА. 


已 知 
x = 
[у 
(a) 求 W 的 行列 式 , (b) 交换 W 的 1,2 两 行 , 得 到 一 个 新 矩阵 了, 并 比较 1 | 与 
247 
Ш EZ (a) | |= we ~ yz 





(b) у=|? z] |Y |= yz — wz = — (uz ут) = — | W| 


-=w T 
已 知 。 
3 57 
2 3 


(а) ЖА 的 行列 式 , (b) А 的 第 一 行 滋 以 2 得 到 新 矩阵 B, 求 B 的 行列 式 .(c) H 
较 行 列 式 并 指明 满足 行列 式 的 哪个 性 质 ， 


Ж F (2) |А|=3(3—8)—5(6—16)+7(4—4)=35 


6 10 14 
(6) В=!2 1 | В| =6(3-8)-10(6-16)+14(4-4)= 70 


2 3 
(с) IBI=2l|A |. ЯЕ LERE- HRI, {ТЕРИ KS T ЕКИНШИ. 
已 知 
2 5 8 
А = f 10 1 
1 15 4 





(a) RIALO MERO A 的 第 2 列 ,形成 新 的 短 阵 B, 求 |8|.(c) 比较 行列 武 


解 ЕР (2) КА] =2(40- 15) -5(12-1)+8(45-10)= 275 


Е-Е ж Ж Е 
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11.10 


11.11 


11.12 


11.13 


11.14 


(b) нажити 5. 


2 1 8 
B- 13 2 1 `В1\—2(8-3)—1(12-1)+8(9-2) = 55 
1 3 3 


(c) |B|=-lA| 


E H 
ИІ “| | на 
А = В = 
an an аз kan 
比较 (a) А 的 行列 式 与 (fb) 8B 的 行列 式 . 
N EF (a) | А: = ajan — G 12134 





(b) 181 =аџ аз – kanan E(anas)- (apas) = Вана» араз) = klal 
已 知 
5 1 4 
0-3 7 
1 6 
(а) 求 |41,(b) 第 1 列 减 去 第 2 列 的 5 倍 ,形成 新 的 矩阵 p EIB] (с) 比较 行 


列 式 并 指明 满足 行列 式 的 哪个 性 质 . 
Ж EF (2) |А|=5(12—5)—-1(18—20)+4(3-8)=17 











0 1 4 
(b) 6 2 | [В|=0-1{—42+5}+4(-7+2)=17 

-1 1 6 
(©) ТВ = А. Я Е 0—10 9 ААРА, 不 改变 行列 式 的 值 ， 


(а) 对 问题 11.11 PRERE 4, 从 第 ! 行 减 去 第 3 行 .形成 新 矩阵 C.B (b) 求 |c|. 


1 0 -2 
Ж EF (a) -| 2 1 
1 б 


(b) 161=1(12-5) -0+(-2)(3-8)=17 
已 知 上 三 角 窍 阵 


А = 





一 3 Ü OÜ 

2 -5 { 

6 1 4 
ВАРНА Ейр 8332 (а) 求 | 4 |.(b) 求 沿 主 对 角 线 的 元 素 之 和 
(e) 说 明 演示 的 是 行列 式 的 哪个 性 质 . 

解 E (2) i4|=-3(-20-0 0+0=60 
(b) {-3)(—5)(4)=40 
(c) 三角 和 矩阵 的 行列 式 等 于 其 主 对 前 元 素 之 积 ， 


CATZ 
2 -5 -1 
А = f 3 6 
0 -7 
即 主 对 角 线 之 下 元 素 均 为 零 . (a) RAL (bD) 求 主 对 角 元 素 的 积 ， 


解 E (а) |4|=2(-21-0)-(-5)(0 0)-1(0-0) = – 42 
(b) 2(3)(-7) = – 42 
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11.15 已 知 
12 16 13 
| 55 9 
-15 20 -9 
(а) 求 141.(b) 说 明 演示 的 是 行列 式 的 哪个 性 质 ? 
W (a) lA|=12(0-0)-1600-0)+13(0-0)=0 


(b) 如 果 矩 阵 的 某 一 行 或 列 的 所 有 元 素 为 零 , 则 行列 式 为 零 .由 于 AME 413 RK ОУ 0, 所 以 
抑 阵 实际 上 为 2X3 维 的 ,而 不 是 3X3 的 .只 有 方 矩阵 才 有 行列 式 . 


奇异 与 非 奇异 矩阵 | 
11.16 利用 一 个 2x2 的 系数 抵 阵 4, 证明: 如 果 |14| 天 0, 则 4 的 两 两 行 与 列 之 间 线 性 无 关 ， 
从 而 方程 组 有 惟一 解 . 
Ж EF 设 备 二 个 未 知 数 的 二 元 线性 方程 组 
ат + ару = b, (11.5) 
ада + ау = b (11.6) 


ЖҮН an (11.5), Н – ait 乘 1t11.6), 并 相 加 以 消去 y 以 求解 >. 


ааз + арау = ayb 


OGMT 一 аура у = 一 apb: 
laan- арад)я = axbi — ab 


à, 一 b 
т = 071-402 (11.7) 
ацаз — 4109 


Қ ацао арад = 1А |. Е(И.7), [А | = апаз anan = 0, r АН. BRS 
AE ВАЕН Ж [А = anan  anan0, R| z 有 惟一 解 . 且 方程 一 定 是 线性 无 闫 的. 
11.17 “利用 行列 式 判 断 下 列 方 程 组 是 否 存在 惟一 解 : 
l12x1+7x2=147 
13z1+19r2 = 168 
解 E 找 出 系数 矩阵 ,并 求 行列 式 | 41. 如 果 |4| 去 0, 短 阵 A 是 非 奇 异 的 ,方程 组 有 唯一 解 存 
在 .如 果 |4|=0, 和 矩阵 是 奇异 的 ,方程 组 没有 惟一 解 .所 以 





(а) 








4=[ ”| [д | = 12{19)— (7315 = 123 
15 19 
ИЖА 150, 4 是 非 奇异 的 , 且 有 惟一 解 存在 . 
дх,+3ж›=27 
(b) 
бхү+9т»=81 
2 3 
W == - _ 
| А р ү Га |=2(9)-6(3)=0 


没有 惟一 和解 存在 .方程 是 线性 相关 的 ,第 2 F opp i AN 3 i. 
( |2217 40.7216 | 
64x, 一 48хт,„ = 192 


72 -54 
解 ғ a|” 258) [А |= 72(- 48) – (– 54)(64) = – 3456 + 3456=0 


EFIA =0, PBB FARERNE, S 2 个 方程 是 第 А Š gs. 
4х +3лу+5х5=27 
(а) хръбхо +223 = 19 
Зк + х. +323=15 
4 3 
6 | !А1=4(18-2)-3(3—6)+5(1-18}=-12 
1 


ЖР-# ЖШ BE 





惟一 解 在 在 . 
4р. +20) + бхз=28 
te) 3r: + +, + 2тзу= 20 
10z1 + 5ra + 15х4=70 
4 2 6 
н Б |, 1 | [Al =4(15—10)-2(45-20)+6(15—-10)=0 


10 5 15 
方程 组 没有 惟一 解 存在 ,仔细 观察 发 现 第 3 个 方程 为 第 1 个 方程 的 2,5 8. 


56x1+47z2+ Brs=365 
56 4 8 
84 -39 | 
28 -BI 


(f) 4845 – 3925 + 2r; = 249 
28r- 8lzr:+ 4х;=]68 
求 行列 式 之 前 从 第 1 列 中 提出 公 因 子 28, 从 第 3 列 中 提出 4， 


Ж EF A= 











2 4 2 
[д 1 = 28(4)[3 -39 3 
1 -81 1 


显然 ,第 1 列 和 第 3 列 线性 相关 .行列 式 等 于 0, 所 以 没有 惧 一 解 存在 . 
[A| =112[2( – 39 + 243) – 47(0) + 2{ — 243 + 39)] = 112(0) =0 


子 式 和 余子 式 
11.18 已 知 


[e ae] 

А = 

421 422 

求 第 一 行 每 个 元 素 的 (a) 子 式 | M; | 和 (b) ЯМ Cl. 

解 F(a) AR ал, 在 心里 划 去 第 1 行 和 第 1 列 , 祭 下 的 元 宗 为 子 式 ,所 以 |M ,| = 
ar 类 似 地 ， ім] =й). 

(b) 由 余子 式 的 法 则 ,有 


С] = 【一 1] Ma | =+ llan) = az 
cal= (2м [= - lan) =- ax 


13 17 
А = Р И 
RE TETEH) 子 式 及 (b) 余子 式 ， 
Ж F(a) |Mal=17 |M> | = 13 


(b) [C, |=(-1):t1|M, = -1(17) =-17 
ICal= 0-1) Mpi = +103)= 13 


A = | 


求 第 2 列 每 个 元 素 的 (al) 子 式 及 (b) PTR. 
Ж ëm (2) |M,| =12 |М»|=6 
(b) |Col|=(-1)!*2[M4;;,| = - 12 

|C. |= (-1)2*2| Мә] = 6 


11.19 已 知 
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11 .21 


11.22 


11.23 


已 知 


5 2-4 
А = |6 -3 了 
1 2 4 


求 第 一 行 每 个 元 素 的 (a) FAMO 余子 式 . 
ЖШ к> (a) 划 掉 第 一 行 和 第 一 列 
































-3 7 
| Mu | = =- 26 
2 4 
同样 地 ， 
6 7 
| М;| = = 17 
1 4 
6 3 
| Ma | = = 15 
1 2 
tb} С =(-1)%] М] = -26 
С =(-1)# М = -17 
|Cal=(-1'|Misi = 15 
已 知 
9 11 4 
A= 3 2 7 
10 4 
求 第 三 行 元 素 的 (a] 子 式 及 (b) 余子 式 . 
ЖО EF (a) 划 去 第 三 行 和 第 一 列 
11 4 
|Му|- = 
了 
类 似 地 ， 
9 4| 
| Maz | = = 51 
3 7| 
9 11 
| Ma | = | =- 15 
3 
(h) 
[ С» = (13! |M, | = 69 
[Ca] = (- |M | = 51 
| Сы] = (- DS|Ma | = — 15 
已 知 
13 6 11 
A= |12 9 4 
7 10 2 
求 第 二 列 元 素 的 (a) TEAM 余子 式 . 
12 4 
Шо EF (a) I Mi | = |=- 
7 2 
B 11 
I Mp | = = — 51 
7 2 
К M 
| Mx |= = — BÍ 
12 4 












































第 十 - 章 Ш Шой 
(by Сте (1 I Mo = 16-4) = 4 
1 Ca I- (- 1) 1 M> | = 51 
1 Cy |= (-1) 1 Ms !=-—1{- 80) = 80 
11.24 ” 求 下 列 矩 阵 的 (1) 余子 式 短 阵 C 和 (2) ЖӨЕ AdjA. 
w 4=| | 
a A la 3 
[Cul се | [Mul Mel 3 -4 
# D се е ical] L luar Deal [D 1) 
3 -12 
(2) Адас 
-4 7 
(b) а=] | 
I 13 6 
6 -13 ИЕ 6 -5 
解 (1) c-| 。 (2) АА | 
(с) А=| 9 | 
° -2 7 
7 20 рт 16 
解 ë (1) c= [x 9 (2) АйА= | "| 
6 2 7 
(4) A=|5 4 9 
3 1 
j 9 -| 9 5 МІ 
Cul Te 6131 3 i 3 1 3 3 
Ж ке (1) с=с се өы] |62 
21 22 23 3 1 3 1 3 3 
[Cal ICal leal j 7 É 7 6 ?| 
4 9 5 9 5 4|J 
-23 
Е -15 5 -o 
-10 -19 14 
-23 19 -10 
(2) ми-е-| 22 -15 ЕЧ 
3 -12 14 
13 -2 8 
(е) А=|-9 6 -4 
一 3 2 -1 
Г 6 4 |-9 -4 -9 ë 
2 -1 -3 -i -3 2 
-2 B| 13 8 13 -2 2 
解 EF (1) C= 一 | 一 一 14 
2 -1 -3 -1 -3 2 
-40 
-2 j _| 13 8 13 -2 
L 6 -4 -9 -4 -9 6 
2 14 -40 
(2) АдА=С'= |3 1] -20 
-20 6 
拉 普 拉 斯 展 式 
11.25 利用 拉 普 拉 斯 谭 式 求 下 列 矩 阵 的 行列 式 ,注意 :用 最 简单 求解 的 行 或 列 展开 ， 
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15 7 9) 
(a) A=|2 5 6 
9 0 12: 
E E 沿 第 二 列 展 开 | 
| 2 6. 15 9 
Al=anlCnlr ааба + aal Cn|= 7(-1){) 12|* F 12 =e 
=- 7(— 30) + 5(99) = 705 
23 35 0 
(b А = 72 46 10 
15 29 0 
W > 沿 第 三 列 展开 ,有 
23 35 
[ásan] Cn] + az] Cal а 1а = 0+ w 02 H 
=- 10(142) = — 1420 
12 98 15 
() A= 0 25 0 
1 84 19 


ЕШ E 沿 第 二 列 展 开 , 有 





12 15 : 
JAl аа 1а | ваба |+ an| Cal = 0+25| 12 pt Ü = 25(- 87) = — 2175 
2 4 1 5 
3 2 5 1 
(4) A= 
1 2 1 4 
343 2 


解 т> 沿 第 一 行 展开 ,有 


ГА 1=а (Си |+ а [Со [+ ауу] Си |+ а [Са 


2 5 1 3 5 1 
=2(-1)'*1 2 1 4|+4(- Dli 1 41+ 

4 3 2 3 3 2 

3 2 1 3 2 5 

1K-1)3 2 4]|+5C- 1131 2 1 

3 4 2 3 4 3 














+ ЕЛЕ 3x3 PER, 
кее a ДӘ ДӨ Р 
3 2 4 2 4 3 3 2 3 2 3 3 
2 4 1 4 1 2 2 1 1 1 1 2 
[з 4 ‘|-2l; 2 “|, 217-213 l-l; 5, zj] 
=2[2(- 10) - 5(— 12) + 1(2)] —4[3(- 10) ~ 5€- 10) + 1(0)] + 
1E3(- 12) - 2( - 10) + 1(- 2)} -~ 5[3(2) ~ 2(0) + 5(— 23] 
=2(42) - 4(20) + 1(- 18) - 5(—4) = 6 
0 1 3 








Š 
(е) A= N 


=> t 


6 0 
1 5 
14 2 
Ш s= 沿 第 二 列 展开 
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ГА 1 = Съ [+ а |С 1 аз Сз 1+ аа Са | 














5 1 3 5 1 3 
=0+2(—1)*2|3 1 5| +0+1l( -lt 4 6 O 
D 4 2 3 1 5 
再 代入 3x3 子 矩阵 的 行列 式 值 
|А|=2(—60)+1(88)= 一 32 
З 
11.26 ЖЕЎ ЙЕН А l. Саа Еу ЗЕ. 
w af 15] 
8 7 
解 F A" 12 TTAdi4 
求 行列 式 的 值 
|a | = 24(7) – 15(8) = 48 
FPK: Р BRPA 3 B At Si kh BE 
7 -8 
c= | M 
及 
7 -15 
АДА = С = 
АСС | 24| 
所 以 
了 _5 
_ 1[ 7 -15 48 16 
al: ME Ё i (11.8) 
6 2 


利用 (11.8) 中 a ЖАЮ, 086 A la = I, 


_ Ap 7 = 15724 15 7(24) – 1548) 7(15) – 15(7) 
АЗА = 1 = 1 
šl, Mi М ао ун апа] 
1 Г48 o] [10 
=®[» МЕ p 上 
7 
ы а 0 
6 12 
Ж = [А | =7(12) – 9(6) =30 
余子 式 矩 阵 为 


及 
АђА = С' | 7?) 
所 以 
2 _3 
_ 12 -9 5 10 
А22 _ 
als | Е 之 | 
‚ 5 30 
-7 1 
ө [5 
-9 13 
Ж ü [41 = —7(13) – 16(- 9) = 53 


13 9 
‚г 3] 
-16 -7 


























11.27 ”利用 算 阵 求 首 方法 求解 下 列 线 性 方程 组 .将 所 求 的 解 代入 原 方程 以 验证 你 的 答案 . 





.00 ， 数理 金融 引 论 
13 -16 
мас Ыі 
B 1 
rl3 167 [53 53 
у эу у 
53 793 
4 2 5 
(d) A=13 1 8 
9 6 7 
Ú == |A|=4(7-48) - 2(21-72) + 5(18-9) = -17 
ATARE 3: 
1 8 3 | з 1 门 
6 7| |97 9 6 
2 5 4 5 4 2 + 3 9 
с=с, 2 ЕЕЕ 
2 5 4 3} | поз 2 
1 8| |3 8 з 11 
及 
-4 16 и 
AdjA = Є = | 引 - 17 5 
° -6 - 
所 以 
а 16 п 
-41 16 1 17117717 
agl 51 -17 v- -3 1 1 
9 -6 -H | 9 в 2 
п и 17 
14 0 6 
(е А=:9 5 0 
0 11 8 
й == (А | =14(40) — 0 + 6(99) = 1154 
余子 式 矩阵 为 
40 -72 %9 
с = | 66 112 эч 
-30 54 т 
ЖЕ 5 
4D 66 -0 
AdjA = Ë 112 Ч 
99 -154 70 
20 33 15 
46 66 -30 57 577 577 
Е 112 s- - 25. 26. = 
9 -154 7 9 т 3 
1154 7577 577 
方程 组 解 的 矩阵 求 逆 方 法 


第 十 一 章 ш ж Е | | -201 ， 





11.28 


[4+т,+3х›=28 

(а) Sr 
[4 3 [|+ 28 
# = -2 s) ГА bi 


由 11.8 i X- A B. AR AW AEA HS – 302) =14.А 2 рун Е 


c a 





所 以 


于 是 代入 X= д lB, HHR 


s 5 еге) U 





Х = 
„1. 21 2x1 2х1 
7 7 22 
所 以 ,了 = 二 1 r,=8. 
(b (8917 712726 
2+ 3х5= 44 
ré- 7| z 56 
EF = 
" KERE 


这 里 , |А: =6(3)-17(2)=4. 


3 -2 ， 3 -7 
c -| | ada с = | ] 
-7 6 -2 6 


所 以 


X= 
2x] 





3 
4 56 42-77 -—35 
` ELLEI AEI 
2 
有 Fz1= -35 及 2)=38. 
两 个 相关 市 场 (叉子 与 牛排 ) 的 均衡 条 件 为 

en. - P, = 87 

- 2P, + 36P, = 98 
Kk ИЕ. 

18 -17 P] rg? 
# s | НІНЕН 
这 里 , 1А |= 18036) -( -1)( - 2) =646. 


36 2 Г36 1 
с = | АДА = | | 
1 iš 2 18 


.202 + 数理 金融 引 论 





1 9 


18 i 

| г. [3 1 323 646 
А = — = 

1323 323 


所 以 





18 1 [1615 
323 646 |[87 323 5 
НЕН 
323 323 -323 
得 P=5 及 PP,=3. 
这 与 问题 2.12 中 由 联 立 方 径 求 得 的 解 相 同 ,作为 练习 , 利用 矩阵 求 斤 的 方法 求 问 题 2.13 的 
ж 


11.29 KATERA nA 35 k: 


求 均衡 价格 . 


ят 5 RJ- 


ЖЕ, [а= 508) 0-1) -2) = 38. 





K 
4 1 
an Af J- 19 19 
381ү 5 1 5 
38 38 
所 以 
4 1 60 + 16 
х-|# B 5]. 19 - [| ^] 
la 5164 lis+go| 15.5 
38 38 38 





EI Pi =4 Ë P,=2.5. | 

11.30 已 知 :IS 方程 为 0.3Y+ 100i 一 252=0 及 LM 方程 为 0.25Y - 200; - 176= 0. Ж 
入 的 均衡 水 平 及 利率 . 
解 上 将 19 与 LM 方 程 写成 如 下 形式 


| 0.3Y + 100; = 252 
0.25Ү — 200: = 176 
КЕРЕДК, 其 中 


0.3 10% Y 252 
4-[ 1х0] s- iia 
0.25 -200 : 176 


所 以 
| A |= 0.3(— 200) - 100(0.25) = – 85 
_ [- 20 7925 
2 і-100 0.3 
Ë 
-200 -100 
os 
-0.25 0.3 
4w 2 
А 1 [2% - 1007 17 17 
А 二 一 == = 
BSL- 0.25 03 0.05 0.06 
17 17 
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所 以 
4 20 10 080 + 3520 
п и [22] _ 17 _ [ 800 ] 
= [ogs 0.061761 | 12.6- 10.56 0.12 
17 17 - 17 


HE Y=% 六 =0.12 正 是 问题 2.23 中 败 联 亲 方 程 所 求 得 的 解 .自己 完成 问题 2,24 的 练习 . 
11.31 ”利用 给 阵 求 逆 方 法 求解 下 述 线性 方程 组 的 林 知 数 . 


2x1+4rz 一 37z3 = 12 


КЕ 一 5с) T 213 一 13 





= ку + 3z, + 2x3 = 17 


2 4 —3] 21 12 
E r= 3 -5 2| „| = 113 
-1 з Аі 17 


其 中 |Al=2(-16)-4(8)— 304) = –76. 



































-5 2 3 2 3 -5]1 
3 2 -1 2 -1 3 
-16 -8 4 
4 -3 2 -3 2 д 
ce-l- - = |- 1? 1 -10 
3 2 -1 2 -i 3 
-7 -B -2 
4 -3 2 -3 2 4 
-5 2 3 2 з -5|J 
-16 -17 - 
АфА = |- 8 1 -13 
4 -10 -22 
в оп 了 
в po 76 76 36 
-12 1 _ _. 8 1 13 
A =] 3 
4 -10 -22 а з 
36 76 7 
其 中 的 公分 母 76 ВЕИТ АЗЕ ИЕ Н. 
所 以 
16 1 7 192 + 221+ 119 
в ж, 76 7 ғ; 
_ | 5 1 13 96—13+221 _ 
X=] 36 596 7611121 75 415 17 
a 10 2, T —48 + 130+ 374 6 T; 
75 7 7 76 


11.32 ”三 个 相关 子 市 场 的 均衡 条 件 为 
11Р; 一 Р, 一 РА = 


1 
чы 
ке 





P, +6Р;—2Ру = 26 
- Ру — 2P; + 7P3 = 


1 
ko 
下 


求 各 个 子 市 场 的 均衡 价格 ， 


ll -1 -iP 31 
Ж > -1 6 -2||P, -| 
-1 -2 7 24 


3 
其 中 141=11(38)+1(-9) – 108)=401. 





























见 问题 2.16, 肝 联 立方 程 得 到 相同 解 
E H Y=C+I,, F C = Co 
Ш ТЕ 将 已 给 的 方程 整理 以 使 内 生变 
Co 和 jo EA FIA. 


11.33 





所 以 


E 


系数 定 阵 的 行列 式 为 |&1=101)7+L(C -下 
从 而 





所 以 


1 
ё 





204. 数 型 金融 引 论 
- 6-2! |1 2 Е 6; | 
- 2 7 1 7 ©! -2| а 9 а 
пулу. з 
27 w К 1 8 23 65 
6: -1 61. 
38 9 8 
А&А = Ë 76 | 
8 23 65 
3 3 8 
зв о g] 1401 #1 ай 
зш 76 中 而 w ай 
8023065 |a 2 6 
Ol 41 301 
зв 9 в 1178 + 234 + 192 
401 301 40| 401 n P, 
8 23 65 | 247 [248 + 598 + 1560 Ps 
Ol 401 301 401 


+ bY .利用 和 矩阵 求 道 法 求 Y ECE 的 均衡 水 平 . 


ЕСУ, Я 


| 





ЕТЕ – b IF] Л Ze Р, j PF Ep E 


Y- C = Ía 
- bY+ C = Ce 


J- [2] 


)=1~b. 余 于 式 知 阵 为 C=[ | 


To 
Co 


- 1 
1 


Ү 
C 


1 . ИИ 
Ү = Tipo + C.) | C = Tigle. + blo) 


在 第 2 章 的 例 3 中 没 用 矩阵 方法 也 求解 4 
ЗІЗ Ш 
H a НЛ РЯ, 
| 2х\ T bz, =22 
t= xit 5z,= 53 








11.34 





(a) 


时 了 相同 的 均衡 收入 水 平 . 
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E EF 由 克 莱 姆 法 则 
LA ! 


=: C Al 
其 中 А, ЭШ WOW 5] Br e r 的 系数 列 而 得 到 的 新 和 矩阵 .所 以 ,由 原 数 据 有 


Li 151 Ga 














Ж А|=2(5)-6(—1)=16. 
用 常数 列 代 替 系 数 策 阵 的 第 一 列 ， 














22 6 
Ав [э 
其 中 |41| = 2205) 6(53) = -208. 所 以 
_ lAl 208 
a= ТАТ 1 一 
用 常数 列 代 替 原 系数 和 矩阵 的 第 二 列 ， 
-| 2 2) 
-1 53 
其 中 Адз =2(53) – 220-1) =128. L 
ТА 128 a 
ТЕЗ Al 6 
7Уру+2р›=60 
(Ъ) 
Ру + Š p, = 78 
7 2 
" Sigi 
其 中 ,14|=7(8) -2(1)=54. 
60 2 
1 B 2) 
Ж.д | = 6008) – 2(78) = 324. 
7 60 
А Ë л) 
|А›| = 7(78) — 60(1) = 486. 
= _ 1А11 _ 324 _ -1421 486 
站 AT 有 ГАТ 54 "9 
18Р„— Р,=87 
(с) _ 
18 -1 
aia 4-| ， М 
其 中 |А|=18(36)—1(-1)(—2)=646. 
87 -1 
А, = 
! B М 
其 中 |А||[=87(36) +1098) = 3230. 
18 87 
415 B н] 
其 中 142|=18(98) – 870-2) = 1938. 
p А11 3230 _ в _ 1421 1938 _ 
РАТ е6 25 及 Peryg = 646 = 3 


ТЕРТ 2.12 中 用 联 立 方程 求解 了 该 问题 . 在 问题 11.28 P X EERE AR ET ВВ. 
RATURAREN REA E. ERARE. 
11.35 对 下 列 线性 方程 组 , 重 做 同 题 11.34. 
0.4Y +150; =209 
(2) LO 1Y 250; =35 
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а-["* 190] 
и = 0.1 -250 


这 里 |41=0.4(-– 250) – 1500.1) = – 115. 
[2 150] 
А, = 
35 一 290 
Ht |A |=209(-250)-150(35)= -57 500. 
pi 209 
А» = | 
0.1 35 
其 中 ia,l|=0.4(35) ~ 200(0.1) = – 6.9. 











与 问题 2.24 的 方法 进行 比较 . 
5ту-2х›+ 3гуш 16 


(b) 2z,+3x,-5zr í =2 


421-5х9+бхз=7 


























5 -2 3 
8 F |А|= |2 3 —-5|=5(18—25)+2(12+20)+3(—10--12)=-37 
-5 
m6 -2 3 
|А|=|2 3 -5|=16(18-25)+2(12+35)+3{-10—21])=-111 
L7 -5 
Ë 16 3 
|Aji=|2 2 -5|=5(12+35}—16(12+20)+3(14—8)= -259 
u 7 6 
5 -2 16] 
144=|2 3 2|=5(21+10)+2(14—-8)+16(-10-12) = -185 
L4 -5 7] 

z At g nli; p altl 185, 
A| -37 lal -37 3 Jal -37 
2хү|+4ху- шу=52 

(с) - zı + 5r, t 3z,=72 
3zi - 223+ 2z;=10 
2 4 -i 
解 EF Al=|-1 5 з|<2(3}})-4(—-11)-1(-8)=114 
3 -7 2 
2 4 -1 
А\= {72 5 3|=52(31)-4(114)-1(-—-554) = 1710 
10 -7 2 
2 52 -1 
Asl=|=1 2 3}=2(114)-52(-11)-1(—-226)=1026 
3 10 2 
2 4 52 
Aal=| -1 5 722|=2(554)-4(-226)+52(—8)= 1596 
3 -7 10 
= ар 00-15 а= = 06-9 а= ытым 
Прут р pi3=31 
(dj ү—ру+6р›—2р;=26 
ру 72ра+7ру = 24 
11 -1 -1 
Ж F 14|=|-1 6 -2!=11(38)+1(-9)-1(8}=401 


-1 -2 7 
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11.36 


11.37 








31 -1 -1 
|А!=|% 6 -2|=31(38)+1(230) - 14-196) –1604 

24 -2 7 

11 31 1 
1451= 1-1 26 -2|=11(230)—231(—-9)-1(2)—2807 

vl 24 了 

tl -1 3 
lA,|= | -1 6 26| =11(196) +1(2) + 31(8) — 2406 

-1 -2 24 





与 问题 2.16 成 11.32 PERET ETER. 
已 知 第 6 #017 的 约 东 优化 问题 的 一 阶 条 停 为 


ТС уба -у-А -0 
дт 
атс 
зу ~ 245-т-А = 0 
HE A2- ry =o 
FUH ЗЕН ЖОЕ т, у. 
Жоке 整理 方程 
16z- у-А = 0 
ЕК 
-х- у =-4 
以 矩阵 形式 表达 
16 -1 -1][х Ü 
-1 і 02 LÀ 42 
沿 第 三 列 展 开 |Al=(-1)0+24-(-1)( 16-11+0= -42 
0 -1 -11 
Ау = Ü 24 -1 
42 -1 H 


治 第 一 列 展开 |А, = -42(1+24)= - 1050, 


16 0 -1 
“| 1 Ü -1 
-1 -42 u 
沿 着 第 二 列 展开 lA;|= – (-42)(-16-1)= - 714. 


16 -1 0] 

















-1 -1 -4 
#Ж— Р Н [Al = -42(384 -1) = -16 086. 
所 以 
__ 141 -105 [Al -714 
r= ТА -2 ^7 = Al та = 17 
+ _ Lal – 16086 _ 
А-тар р = 383 


已 知 问题 6.37 中 的 带 约束 的 效用 最 大 化 一 阶 条 件 为 : Q; - 102 = 0, О,-24=0,Ж 


240-100, 一 2Q,=0. 利 用 克 莱 姆 法 则 求 О, 及 Q, 的 临界 值 . 
解 ке 以 矩形 形式 表达 为 


207 + 


HB: 数理 金融 引 论 





0 1 -101|©, 0 
1 0 -2|1Q:|] = 0 
-10 -2 0214 – 240 


其 中 |А = – (100-20) (-10)(-2) = 40. 





r Ü l - 10 
А | 0 0 ЕЕЕ 





















































r u 0 - jO 
A, = 1 0 al {-- 240){10) = 2400 
L-10 - 240 0 
r o> 1 0 
Аз = 1 Ó 0|- -200 = 2 
L-10 -2 -240 
А 
> IAI 480 _ д _ lAl 2400 _ 
Q= ТАТ 49 = 12 Ф = ТАТ = 40 = 60 
及 
pa 4з | _ 240 _ 
LAL 407 
11.38 EA 
[arı + bx; = E (11.9) 
leri + dz; = h (11.10) 
证 明 克 生母 法 则 
| и “l 
K ld lad Те hl _ lal 
ЭР Д lal ja Д [А | 
г c 
E EF (11.9) 除 以 6， 
a g 
pT TT a {11.11) 
Bi d ЗЕ 11 ЙОЛ, RALIO, 
rt dr = ЧЁ 
- er,- dr, =-— À 
(at) dg — hb 
b 1 T b 
£ ?| 
dg - hb h d | А, | 
! ad — rb a Й [А | 
c d 
KEA, (11.9 а 
b 
z+ r= (11.12) 
Hi -e 36(11.1253FJN E(11.10) 
— ёт| -E E 
G 证 
tT] + dr = À 
K bc | _ ah- yg 
а ! 2 a 
a g 
_ ah — cg _ 1с A | Az] 
T25 моз |, 





第 十 二 章 ”特殊 行列 式 和 和 矩阵 及 其 在 经 济 学 中 的 应 用 


12.1 Жат 


在 11.1 节 中 介绍 了 如 何 利 用 简单 的 行列 式 简 捷 地 检验 线性 相关 性 .而 雅 可 比 行列 式 不 仅 
ир Н СМЕЯ ЖОН ЖЛЕ, П А ну Е ДЕЗЕ ра УАН ЭСЕ. ЖН] ШИЕ | | E dH 2r 
程 组 的 所 有 - 阶 偏 导数 技 着 一 定 的 顺序 排列 组 成 的 .已 知 

ур = falti 22, тз) 
уз = /з\ ху, 52,03) 
33 = fala хр, хз) 


дур дуз ду 
джур дх, дху 


dyi 952,953 _ 


ду; дуз дуз 
Әх} дж, ддз 





J| = 








Яху, Arn dry 





lər дх› ду» 


注意 到 ,; 雅 可 比 行列 式 的 第 i 行 是 由 函数 y, 关于 每 个 独立 变量 xz, ra, zy 的 偏 导数 组 成 的 , 第 
j 列 是 由 函数 yi, у, уз 关于 第 j TETE 的 偏 导数 组 成 .如 果 | 了 | =0, 方 程 是 应 数 相关 的 ， 
如 果 | 了 | 兰 0, 则 方程 为 函数 无 关 的 . 见 例 1 及 问题 12.1~12.,4， 

例 1 已 知 





yi = 5х] + 32) 

уз = 25z1 + 30x1r2 + 922 
利用 雅 可 比 行列 式 , 判断 其 函数 相关 人性. 
Ë ое 首先 , 求 一 阶 偏 导数 


дуу ул ду› дуз 
9х T Әх, = 3 ITI = 50, + 3022 93 = 3021 + 182: 


然后 ,构造 雅 可 比 行列 式 





5 3 
|= 50x1 + 302; 302; + 182; 
Жїн 
[J| = 5630x; + 1822) — 3(50z, + 302) = 0 
由 于 j 了 | =0, 由 方程 之 癌 是 函数 相关 的 . 仔细 观察 发 现 , 2522 + 3Ü<z z, + 9х1 = (5.51 


+ 3r2). 
12.2 海 赛 行列 式 


对 于 多 元 函数 = = (х,у), НӘ — ЖЇР z, = z = 小 满 志 ,取得 极 值 的 窜 分 条 件 为 
(1) za, z, 2>0 极 小 值 


za z <Ü 
(2) RAE 


ылу, 2 ( za 
Йй, 5.4 书 , 利 用 海 赛 行列 式 可 以 方便 地 检验 上 述 二 阶 条件 . 海 赛 行列 式 :FH| 是 由 所 有 的 二 
阶 篇 导数 构成 的 , 其 中 二 阶 直 接 仿 导数 位 于 主 对 和 角 线 上 , w x 8 导数 位 于 非 对 角 线 的 位 置 . 所 
以 
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Жуу Жуз 





IH |= 





12 Жуу 


其 中 z, = ey -如 果 位 于 二 对 角 线 上 的 第 一 个 元 素 妈 第 一 主子 式 | H,| = xu 为 正 且 第 二 主子 
式 


Tar Жуу 


|H2| = 








= Err уу 一 (z,,)° > 0 
Zay Eyy 
MEMEH RRR. |H | >0, |H: >0 时, 溜 赛 行列 式 | 下 | 称 为 正定 的 .正定 的 海 赛 
行列 式 完全 能 胜任 级 小 值 的 二 阶 条 件 的 角色 


ШЕ ін =, <0 及 第 二 主子 式 


Хх ry 


|H; | = > 0 








Zay Жуу 
MB ЧАО ТАЕ З | Н,| <0, | 五 ;| >0 时 , 海 赛 行列 式 | H | 称 为 负 定 的 .一 个 负 定 的 
海 赛 行列 式 完全 能 胜任 极 大 值 的 二 阶 条 件 的 角色 . 见 例 2 ЖЕ 12.10—12.13. 

例 2 在 问题 5.10(a) 中 , х= 322 ту+ 25у -4z – 7у+12 ЖЕНЕ zo=1 及 у= 2 处 达到 


最 优 .二 阶 偏 导 数 为 = = 6, x,,=4 及 е = -1. 利 用 海 赛 行列 式 验证 二 阶 条 件 ， 








'H|- Rar ry -| 6 | 
2 Ey T — 1 4 
求 主子 式 ,| 万 | =6>0 及 
， 丰 一 1 
нае | -1 I-D C DCD 2320 


由 于 |Hi|>0 R|H,| >0, И ЖТР н | ЖЛЕ ЙЛ, AT x 在 临界 值 处 取得 最 小 
值 ， 


12.3 判别 式 


行列 式 可 用 来 判断 任何 二 次 型 的 正定 或 负 定 .一 个 二 次 型 的 行列 式 称 为 判别 式 |D| .给 定 
二 次 型 
т = аж? + bry + су? 


判别 式 的 主 对 角 线 由 二 次 项 系数 组 成 , 非 对 角 线 元 素 由 非 二 次 项 系数 的 均 分 构成 .所 以 


a Ë 
[| = 2 
> € 
如 同 海 赛 行 列 式 的 检验 一 样 , 求 主子 式 的 值 
. b 
a 2 
ID.|= a 及 |P:| = = ac- È 


2 
如 果 |D1|, 1D;| >0, 1D | 为 正定 的 , B. z 对 所 有 的 非 零 的 =,y 为 正 的 ,如 果 1Di|<0 及 
102120, Н х 对 所 有 非 零 的 zx 和 y AMR. WREDI AO, z 可 能 为 正 值 也 可 能 为 
负 值 见 例 3 及 问题 12.5 一 12.7， 
例 3 已 知 二 次 型 2=222 +5ху+8у?, МЕНӘ. 
构造 12.3 节 的 判别 式 ， 


然后 评估 主子 式 ， 


ФТ УТУ RI BM R tenir rh Pi Hi 


. 231: 





2.5. 
2 0 =16-6.25 = 9.75 >0 
2.5 8 


所 以 > 为 正定 的 , 即 对 所 有 的 非 零 x 和 y, = ВАКТ. 
12.4 高 阶 海 赛 行 烈 式 


已 知 y= f(zi, rnr) MERIA 
Уп Fn Уз 


iDi|=2>0 = | 


н|= Уп Ую Уз 








Уз Vu Уз 
其 元 素 为 y 的 各 个 二 阶 偏 导数 ， 


= a z 等 等 
Ун = dz? Ур 一 Əz;Ə>) y2 ` 


极 小 或 极 大 值 的 条 件 ,分 别 取 决 于 第 一 ,第 二 和 第 三 主子 式 的 符号 .如 果 |H1| = yn >0, 


= — > 
дтздтэ 


н, | = Уз Уо 








хо |H, = | H|>0 
Ул 522 
其 中 | 五 ;| 为 第 一 主子 式 , Дн 为 正定 的 , 且 完 全 胜任 极 小 值 的 二 阶 条 件 的 角色 .如果 | | = 
yn <0, 


Уп 12 


IH;| = >0 |н,|=|н|<0 








321 Уз? 
| 吾 | 为 负 定 的 且 完 全 胜任 极 大 值 的 二 阶 条 件 的 角色 . 更 高 阶 海 赛 行 列 式 有 类 似 的 结论 . 如 果 
#81 的 所 有 主子 式 为 正 的 , 则 | 玉 ! 为 正定 的 , 且 极 小 值 的 二 阶 条 件 成 立 , 如 果 | 五 | 的 所 有 主子 
式 的 符 屿 在 负 与 正之 间 交 替 出 现 , 购 | Н | ЖЛ, 生 极 大 值 的 二 阶 条 件 满足 , 见 例 4 和 问题 
12.8,12.9 05 12.4—12.18. | 

例 4 最 优化 函数 y= -5x?+ 10zx1 + хух3-223+ 4х) +2x273 一 4zx3, 利用 海 赛 行列 式 检验 


二 阶 条 件 ， 
Ж «> 一 阶 条 件 为 
9 
Эр > => 10у +10+ z = 0 
3 
Ja = Уз = 4r, +2r3+4= 0 
SX C oyy = rit 2e- 8m, = 0 
azra 5З T2 — ÖT, = 
以 矩阵 形式 表示 为 


-10 0 П [21 — 10 
x 0 一 4 |e- L 4 (12.1) 
1 2 - х3 0 
利用 克 莱 姆 法 则 ( 见 11.9 节 } 求 行列 式 的 值 ,14 | = - 10(28) +104) = - 2765®й, 因为 
А | 是 雅 可 比 行列 式 , 且 不 等 于 零 , 则 上 述 三 个 方程 为 函数 无 关 的 . 

|А, |= – 10028) + 1(— 8) =- 288 

[42| =- 10032) -(- 10)(— 2) +104) = — 336 

|As| =-= 1008) ~ 1004) = — 120 








所 以 


“212. 


неме 








lAa] —120 





тз = ГАТ = 二 76 2 0.45 
由 - 阶 条 件 求 二 阶 偏 导 数 
уп 5710 yg =Ü эз =! 
Уу = 0 ур = - 4 уз = 2 
ya = 1 Уз = 2 уз = — 8 
所 以 
|-10 0 1 
Нн\=| 0 -4 2 
| 1 2 -8 





由 一 阶 条 件 为 线性 的 , 所 以 1H | 的 元 素 与 (12.1) 的 系数 矩阵 相同 .最 后 ,分 别 检验 其 
第 一 .第 二 及 第 三 主子 式 

|-10 0 

|H =-10<0 |н; | = | O 4 

нз = |H|= |4i=-276<0 


由 于 主子 式 的 符号 交替 地 为 负 和 正 , 则 海 赛 行列 式 为 负 定 的 , 从 而 该 函数 在 кү = 1.04, 
72=1.22 及 元 ;=0.43 处 取得 最 大 值 . 


С 





12.5 约 东 优化 的 增 广 海 赛 行列 式 


在 5.5 节 中 , 为 求解 函数 f(z, y) 满 足 约束 glr, у) = 的 极 值 问 题 ,构造 新 函数 
Е(х,у,А) = f(z,y)+ [p g(x,y)], 它 的 一 阶 条 件 为 F.=F,=F,=0, 
二 阶 丸 件 可 以 由 增 广 海 赛 行列 起 | 下 | 来 表示 , | 吾 ; 有 以 下 两 种 形式 ， 

















Кы Fo E, Ü z, z, 
| 下 | = |F Fo gy| 或 |а, Е. Fy 
Br Ey 0 gy Fy Fyi 
它 是 由 常 义 的 海 赛 行列 式 
F. F. 
F; Fy 


加 入 约束 的 一 阶 导数 并 以 0 为 主 对 角 元 得 到 的 . 增 广 主子 式 的 阶 取 次 于 加 边 的 主 F 式 的 阶 . 所 
以 , 1 二 | 代表 第 二 个 主子 式 | 其 ;| ,因为 加 边 的 主子 式 为 2x2 的 . 
对 于 满足 glz Tis ох) = А 的 元 国 数 P zi ro, er, Eps 





Fu Fu ` Fi, дү Ü бү в o Z 
Fu Fo c Fy, ga gı Fu Fu v Fia 
IH|- |: : б: 或 Jg Fa Fg Е), 
Fa Fa с Em zg, : : : : 
B81 R U En 0 Ba Fa Fo се F,, 











EFIR = ІБ, AAH Eh nxn 主子 式 加 边 得 到 的 ， 

如 果 所 有 的 主子 式 为 负 , 即 | 万 ;| | 万 ;|,…, | 百 |<0， 则 增 广 海 赛 行列 式 为 正定 的 , Н 
正定 海 赛 行列 式 永 远 满足 极 小 值 的 充分 条 件 . 

如 果 主 子 式 由 正 到 负 交 蔡 出 现 , 即 | 下 ;| >0, | 百 ;,|<0, | 万 ,| >0， 等 等 , 则 增 广 海 赛 行列 式 
为 负 定 的 , 且 有 人 负 定海 赛 行 询 式 总 是 满足 极 大 值 的 充分 条 件 . 如 果 上 述 准 则 下 满足 , 则 需 进 一 
步 的 检验 , 因为 上 述 准则 代表 的 是 充分 条 件 而 木 是 必要 条 件 , 该 内 容 超 出 了 本 书 范围 . 见 例 5, 
例 6 及 问题 12.19 一 12.27. 对 于 4x4 的 增 广 海 赛 行列 式 , 见 问 题 12 28 
例 5 参见 第 S 章 的 例 9. 用 增 广 海 赛 行 列 式 检验 一 阶 条 件 , 以 判断 Z 是 有 极 大 值 还 是 极 小 


第 十 二 章 “ 特 殊 行 列 式 和 外 和 阵 及 共 在 经 济 学 中 的 应 用 








值 . 
Ж 是 由 (3.8) 和 (5.9), 有 Z. =8,Z, -12,Z, = Z =3. 由 约束 z+y=56, 有 g,= 


1 及 g,=1, ТИ 








由 第 二 个 主子 式 HFR, A 
|Н›|= [H| =8(- 1) -3(-1)+1(3-12)=-14 
H+TIH,|<0,|H| XEEN, АШ Z 达到 极 小 值 . 见 问 题 12.19—12.22, 
例 6 参见 第 6 章 例 10, 应 用 增 广 海 赛 行列 式 检验 广义 道格拉斯 生产 函数 取得 最 大 值 的 二 阶 
条 件 . 
解 e 见 方程 (6.15) 及 (6.16) 得 , Qg = –0.24К71%1.9°, Qu = –0.25К941, 715, 
Qk = Qik =0.2K 7951.705; Н ЗК +47.=108, 有 gx -3, g 一 4 所 以 
—0.24К71914% 0.2K OL 0% 3 
0.207958 -05 –0.25к0: 1.5 4 
3 4 0 


Іні = 








由 | 瑟 ;| 开 始 , 沿 第 三 行 展开 
Н, | =3(0.ВК-%®#17%5 + 0,75K%4L-L5) — 4(- 0.96K 1605 0.6K L-05) 
=2.25К®%1 L5 4.8K OL 05 3.84K 16000.5 


2.25К°^* 4.8 3.8419? 
113 T usus f KL > 0 


ЕРІН, >0, | 百 | 为 负 定 的 , 从 而 又 达到 最 大 值 . 见 问题 12.23 一 12.28. 
12.6 投入- 产 出 分 析 


在 现代 经 济 中 , 一 种 商品 的 生产 往往 需要 许多 其 它 产品 作为 中 间 品 投入 其 生产 过 程 中 ( 例 
如 ,急需 要 煤 , 铁 原矿 . 电 等 等 ), 对 产品 ; 的 总 需求 x 是 对 其 所 有 的 中 间 需 求 与 由 消费 者 ,投资 
者 、 政 府 及 出 口 商 作为 最 终 使 用 者 所 引起 的 对 其 的 最 终 需 求 5 之 和 . 如果 a 代表 生产 价值 一 
元 钱 的 产品 ; 所 需 投 入 i 的 价值 量 , 对 产品 i 的 总 需求 则 可 表示 为 














Z; = diat, t anty +9 + air, + b; 对 i = 1,2,--, n. 
ШЕ ВЕЕ ЖК Ж 
Х = АХ +В (12.2) 
其 中 
[zi йү 12 Aln bi 
x = T? À = а 21 2 223 B- ba 
LT y 431 аһа U апп б. 
А 称 为 技术 系数 矩阵 , a, 称 为 技术 系数 .在 技术 系数 矩阵 A 和 最 终 需 求 列 向 量 吾 已 知 的 





情况 下 ,我 们 可 以 求 出 满足 最 终 需求 的 总 产 出 水 平 冲 ,由 (12.2), 有 
Х-АХ = В 
(1 -А)Х = В 
Х ={1-АУ!В (12.3) 
所 以 ,对 于 一 个 三 部 门 的 经 济 来 说 ， 
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г 


| l-an Ta — 415 b) 
Ter Ü 
3 ёз 
Жз 1— А ЖЕУ АЗЕ ВЕ Е ЗА k À pe th Bus н, 劳动 和 资本 也 被 包含 在 
投入 中 .在 这 样 的 模型 中 , 第; 列 元 素 之 和 将 等 于 1: 生 产 1 单位 或 1 元 钱 价 值 的 ; 产品 的 所 有 


BAREH 1, 正如 问题 12.39 所 示 , 见 例 7 及 问题 12.29~12.39. 
例 7 已 知 技术 系数 丁 阵 4 及 最 终 需 求 列 向 量 B，、 


0.3 0.4 0.1 20 
А = 10.5 0.2 0.6 в = |10 
b. 0.3 0.1 0 


求 三 个 部 门 的 总 产 出 水 平 x. 
Ж з=щ(12.3),х—(1- A) 1B, Н 


100 0.3 0.4 0.1 0.7 -0.4 —0.1 
I-A= 0 1 Qj- 0.5 0.2 0.6|= |-0.5 0.8 -0.6 
0 1 1 0.3 0.1 -0.1 -0.3 0.9 


. 0.54 0.39 0.32 
(Т-А)! - 0.51 0.62 0.47 


.23 0.25 0.36 


-az l-an таз 











— ац -ayz 1- аз 


Жай, 


并 代入 (12.3) 中 ,有 


0.54 0.39 0.32] [20 24.3 160.93 
- 了 =- 1 _ 
X = EER 0.51 0.62 0.47|110| = 0.151 30.5|= !201.99 


.23 0.25 0.361130 17.9 118.54- 





| 
= |22 
Хз 
12.7 特征 根 与 特征 向 量 


到 目前 为 止 , 我 们 能 够 利用 主子 式 来 检验 海 赛 行列 式 和 二 次 型 的 符号 定性 . 符 导 定性 也 可 
以 利用 系 阵 的 特征 根来 检验 .给 定年 阵 4, 如果 能 够 找到 一 向 量 v=0 及 标量 c, 使 得 


AV = cV (12.4) 
ЛІ, 标量。 称 为 特征 根 , 向量 Y 称 为 特征 向 量 . 方 程 (12.4) 也 可 表示 为 
АҮ = dV 
整理 ,得 
AV – ӘУ = 0 
(A —cI)V =0 (12.5) 


其 中 А-ТА 的 特征 矩阵 .由 于 假设 了 天 0 则 特征 矩阵 4 — ¿I 必 为 奇异 的 { 见 问 题 
10.49), 从 而 其 行列 式 必 为 罕 . 如 果 4 为 3x3 和 矩阵 , Ni 








ац с az 215 
[А - ер = az аз = с az =0 
8431 2232 аз — є 


在 (12.5) 中 ,由 于 14 — сг] =0, 则 (12.,5) 有 无 穷 个 解 玉 .可 以 通过 标准 化 V 的 元 素 vp ВЕ 
Жо WEZ? =l, 以 得 到 惟一 解 . A 9. 
如 果 
1) 所 有 特征 根 c 为 正 的 , 则 А 为 正定 的 . 
2) 所 有 < 为 负 的 , 则 a 为 负 定 的 . 
3) ”所 有 的 < 为 非 负 的 , 昌 至 少 有 一 个 c=0, 则 А 为 半 正 定 的 . 
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"215. 








例 8 


例 9 


所 有 с AFEN, 且 至 少 有 一 个 c=0, 则 А 为 半 负 定 的 . 
906 c 为 正 ,而 另 - - 些 则 为 负 , 则 А 为 符号 不 定 的 ， 


TLA 8, Ф| 9 和 向 题 12.40 一 12.45 及 9.3 节 . 


已 知 
-6 3 
4-| 3 2) 
ЖА 的 特征 根 ， 
Ж e 由 于 特征 矩阵 4 cf 的 行列 式 必 为 零 ,所 以 
一 在 一 ce 3 
a-a =) 3 262. = 0 (12.6) 





(=6-с)(-6- с) – (3)(3) = 0 
с + 12е + 27 = 0 (с+9)(с+3) = 0 
EL = = 9 ex = – 
由 于 二 个 特征 根 均 为 负 , 则 A 为 负 定 的 .注意 ; (1) cit cz DEF 4 的 对 角 线 上 的 元 
素 之 和 ,(2) cica 一 定 等 于 行列 式 14 | 的 值 . 
继续 例 8, 求 第 一 个 特征 根 cl = -9 的 特征 向 量 ， 
Ж 晤 将 c=-9 代 入 (12.6)， 


Ë 6 С 9) p 3 [E] 


pJ аш» 


由 于 系数 矩阵 为 线性 相关 的 , 则 (12.7) 有 无 穷 多 个 解 . 年 阵 与 向 量 相 生得 到 两 个 完全 相 
同 的 方程 ， 
. I 324 + 325 = Ü 
以 vi 求解 v 得 | 
v =- v (12.87 
再 标准 化 (12.8) 的 解 , 使 得 
ul+ o = 1 (12.9) 
将 o, = — v RA (12.9), 88 #l 
vitl- u) =1 
ЯШ, 291=1, = ту. REPS, v= | 十 = A035. (12.8), = а А o= 
– V0.5, 则 第 一 个 特征 向 量 为 
| 
Vi = 
~ /0.5 


求 第 二 个 特征 根 с,= -3 的 特征 向 量 ;， 
将 cx= -3 代入 (12.6)， 


P -6 “C МЕ Е - JJ- 0 


- 3% + 320 =0 
3v — 3v = Ü 


RRA 


所 以 , v= оз ,标准 化 
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у 0 
Ж у›=| 
L 


о} + 2 = 1 


(1) + 03 =1 


雅 可 比 行 列 式 


12.1 


12.2 


12.3 


用 雅 可 比 行列 式 检 测 下 列 方程 之 间 的 函数 相关 性 ， 
y, = 6z; t år, 
у; = Fa + Ir; 


RAER, 以 建立 雅 可 比 行列 式 | 了 |， 





ду ду, дуз _ дуз _ 
и т> Dr -— этү ' Әт, 
所 以 
|° 4 
lJ] = = 6(9) - 7(4) = 26 
了 9 


HT|J|=0, 则 方程 是 函数 无 关 的 .注意 到 线性 方程 组 的 雅 可 比 行 列 式 | 了 | 等 于 其 系数 矩阵 的 
行列 式 14 |, 且 所 有 元 素 相 等 ,这 样 ,11,1 节 中 的 矩阵 恬 奇 蜡 的 行列 式 检测 完全 可 以 用 线性 方程 的 雅 
可 比 行 列 式 检 测 来 完成 . 











已 知 
yi = Зх - 4х2 
уз = 921 — 2451) + 162} 
重 做 12.1 8. 
W # 一 阶 贪 导数 为 
л =3 2 = 4 232 = 1821 — 242; = =- 24z) + 3272 
[Дд 
3 -4 
LIIS ава -24m -24x + зд T 307 2401 + 3221) +418 — 24ra) = 0 
它们 是 函数 相关 的 : 
(3217 47))2= 922-2405) + 16х% 
已 知 
у = zi- 3x> + 5 
ya = zi- 6rirs +925 
重 做 问题 12.1. 
и #5 22; 这 - 3 S= 4zl-12ziza 2 -6zj+18z3 
2т\ -3 
75 Da барлаа, | 20 627 + 1822) + 3(4z1 — 122422) = 0 


E TEA ЖОШ: уз = (уу S ЖР 
ур 5 = zi- 3z +5-5 = 11-35) M (zi - 3a = zi- 6ziz, + 9x3 


用 雅 可 比 行列 式 检验 下 列 方程 间 的 商 数 相关 性 ， 
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(a) эуу=4хү—т›; 
у= 161} trir + х3 
Жж Е 
4 -1 
32r t$, Brit2z; 
方程 是 诅 数 无 关 的 ， 
(b) у =1.521+ 12225 + 2425 
уз=2ту+Ёгу 
Зху+ 120; 12z)+48x; 


iJ| = = (Tit la) + 1(32z +25) = 645 + 16zr.=S0 








W =m |[у|< 
方程 之 间 是 函数 相关 的 ， 
(с) уу=4т1Ї+3лт‚›+9 

у = 16r] +24т1т› +925 +12 


=8(3xz= + 1225) – 2012г +4825) = 0 

















Ж с 
BTI 3 
= = 82102421 + 18к,) —3(64л} + 48лүг;)=0 
64ri+ dBzizs 24т{+18л, 
方程 是 芽 数 相关 的 ， 
二 次 函数 的 判别 式 与 符号 定性 
12.5 ”利用 判别 式 淹 断 下 列 二 次 函数 是 正定 的 还 是 人 负 定 的 . 
(а) у=-3х1+4туг›—4дў 
E F 将 二 次 项 的 系数 放 在 主 对 角 线 上 ,将 非 二 次 项 系数 均匀 分 配 在 а аа Е, 所以， 
-3 2 
|р|= | 
2 –4 
其 中 
-3 2 
[D] =-3<0 Ða! = | А 了 -Caro-ao=s>yo 


由 于 1 Di| <0 及 |DD;| >0, 所 以 у 为 负 定 的 ,从 而 对 所 有 的 非 零 值 x) 和 ту, у ИН. 
(b) y=5xr1—2rirs+7r? 
Н E 判别 式 为 1D|= | 2 И 
ЖФ 1р: =5>0 lD: = D| =5(7)-(-1X-1)=34>0. FIDi >0 1р, >0, 所 以 yy 
为 正定 的 , 从而 对 所 有 的 非 零 值 * со 必 有 y>0. 
12.6 对 y=5zi-~6riza+r3z —2ж›лу+ 8r? -3r rap Ж 12.5 m, 
和 解 ” 和 RP 对 于 三 元 的 二 次 函数 ,将 三 次 项 系数 放 在 主 对 角 线 .上 ,而 将 уут, 的 系数 平均 地 分 配 到 аз 
和 a3 的 位 置 上 ,将 тут, 的 系数 平均 地 分 配 到 aas 和 аз ВОВЕ Е, 等 等 .所 以 











5 -3 -1.5 
|Ip|= |-3 3 -1 
-1.5 -1 8 
其 中 
|D |= 5>9 = | 3 едо 
-3 3 





及 | 了 Dj = 1р|= 5023) + 3( — 25.5) ~1.507.5) = 27.2520. В у 为 正定 的 ， 
12.7 利用 判别 式 判 断 下 列 函 数 的 符号 定性 : 


(а) y= 221+ 4212) 5х%+2х›хз—Эл}+2хугз 
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-2 2 1 
E r= IDI=| 2 -5 1 
1 1 -3| 
其 中 
|D,|=-2<0 |= |7? | -6>0 
2 -5 
Ж1руі=1рі = – 214) – 20-7) +1(7) = ~7<0, 所 以 ,y 为 负 定 的 . 
(Ъ) у= Tri 2r} +2zzr;- 4zi- briza 
-7 0 -3 
Ж ЕР їр|=| 0 -2 1 
-3 1 -4 
其 中 
|р, 1D] = | ? Е 
0 -2 





ж\р, =1р|=—7(7)—-3(-6)= -31.0 y AAEH. 


最 优化 问题 中 的 海 赛 行列 式 


12.8 


利用 (a) 克 荣 姆 法 则 判断 一 阶 条 件 及 (b) 海 赛 行列 式 判 断 二 阶 条件 , 求 下 列 函数 的 
最 优 解 . 
у = 3zi- 5х - ziza + 622 — 45) + 2553 + dzi + 203 — Irira 
Ж F(a) 一 阶 条 件 为 
yi = бхү-5-—ху-3Э3ху = 0) 
уз = — 20+ 122; — 4 + 2z, = Ü (12.10) 


уз = 2z; + Bx, + 2 — Зту = Ü 


利用 克 莱 姆 法 则 , ГА |= 6092) = 10-2) - 3034) = 448. 由 于 | 4| 也 等 于 |J1, 所 以 方程 为 西数 无 
关 的 ， | 


其 矩阵 形式 为 


| А] = 5(92) + 1(36) - 3(32) = 400 

| Aal = 6(36) - 5(- 2) - 3(14) = 184 

|43|= 6(- 32) + 1(14) + 5(34) =-8 
所 以 


1 = 00 = 0.89 т) = 184 a1 Z; = 8 е 0.02 


(b) R12.10 На ОЛЕШЕ, 
yú = 6 342 = — 1 уз = — 3 


HI 








3a = l 2z=12 ya=2 
Уз 5-1 ур= 2 ya = 8 
所 以 
6 -1 -3 
|н|= l-1 12 2 
-3 2 8 
其 中 
6 -1 
[Н,|=6>0 Е [=> 
-1 12 


БІН: = 181=1А1= 448>0. 所 以 下 | 为 正定 的 .从 而 y 在 斑点 处 达到 最 小 值 ， 
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12.9 已 知 у= – 5:{+ 10у, +лулу-2хл%+4жу+2хулу-4лх%, 重 做 12.81. 








(а) 
уу = — 105+ 10+ xs = 0 
уз = 4х3 + 4+ 253 = Ü (12.11) 
уз = xı + 2r - хз = Ü 
E ЕР 短 阵 形式 
-10 0 fa — 10 
| Ü -4 £2 = B 
1 2 =B Lr 0 
ЯШ v 3 БЕШ 
[А|=—10(28)+ 1(4) =- 276 
|А; | = – 10(28) + 1(- 8) = — 288 
[A| =- 10032) + 10(— 2) + 1(4) =- 336 
[43| =- 1068) — 10(4) = - 120 
所 以 
т, = 208 == 1.04 z, = 2320 ~ 1.22 z, = HA = 0.43 
(b) 求 (12.13) 的 二 阶 偏 导数 ,构造 海 赛 行列 式 
-10 0 1 
[H| = 0 -4 2 
1 2 -8 
ЖР! Н! = -10<0, 191400, ЖІН. |A| = -276<0. 所 以 ,| 再 | 为 负 定 的 , 从 而 > 取得 最 


KË. 
12.10 完全 竞争 市 场 上 的 一 个 企业 生产 两 种 产品 , 总 收益 和 总 成 本 函数 为 
ТК = 150, 1 18Q3 ТС=201+20,0› +39? 
由 于 一 种 产品 的 边际 成 本 依赖 于 另 一 种 产品 的 产 出 水 平 ( 例 ,3TCVaa， =40|+ 
2Q2), 所 以 两 种 产品 在 生产 中 是 技术 相关 的 ,利用 (a) 克 裴 姆 法 则 判断 一 阶 条 件 (b) 
海 赛 行列 式 判 断 二 阶 条 件 , 使 企业 利润 最 大 化 . 
Ж F(a R=TR-TC=15Q, +180, -2Q1- 20 Q.- 302 
一 阶 条 件 为 
I, = 15-46; — 2Q; = 0 
П, = 18- 20 - 6Q; = 0 


ERER 
-4 -21fQ] r- 145 
Ei «Йа 
由 克 莱 姆 法 则 
[al=24-4=20 |A,| = 90-36 = 54 | A| = 72- 30 = 42 
所 以 
Q, = 35 = 2.7 Q, = 32 = 2.1 
tb) 利用 海 赛 行 列 式 检 验 二 阶 条 件 ， 
-4 -2 
|H|= | 
-2 -6$ 





EPIH | = -4 及 | 五 :| =20. НЕРІН АЕН, АТ NRM. 


12.11 利用 12.10 题 中 的 技术 ， 求 一 个 生产 两 种 技术 无 关 的 产品 的 竞争 企业 利润 最 大 的 产 
出 水 平 ， 
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解 um 该 企业 的 总 收益 及 总 成 本 隙 数 为 
TR =70,+90, ТС- 91+209 +509; +205 
(s) 
H = 7Q, + 9Q; -Qİ 2Q, - 50-205 
Ili = 7-2Q ,-2 = Ü 
I, = 9-95-40, = 0 


т |72 M 
€b) Го -4 


其 中 | 有 | = -2 #.|H,| =8, FAH AREH, AT II 取得 最 大 值 . 
12.12 已 知 一 个 完全 苞 断 企业 生产 两 种 相关 的 产品 , 即 
Р; = FQ, Qa) 
如 果 两 种 商品 为 互 奉 的 , 产品 需求 函数 及 总 成 本 函数 为 
Pi =80-501-20, Р, = 50- 1-30, TC=3Q?+ О,0,+20% 
利用 (ay ” 克 莱 姆 法 则 及 (b) 海 赛 行列 式 ,使 企业 利润 最 大 化 ， 
М EF (а) I=TR-TC, 其 中 TR= P.Q I+ P,Q; 
П = (80 - 50, - 2Q:)Q,i + (50 - Q, - 3Q,)Q; -03Q - Q,Q; + 202) 
=80Q + 500 – 4Q,Q, – 801 - 50 
П, = 80-40, - 169, =0 П = 50-40, - 109, ,-0 


г g-e 


[А | = 160 - 16 = 144 [д | = 800 — 200 = 600 |А | = 800 – 320 = 480 








(b) [H| = |- 

PIH |= -16 &]|H;.| =144. 所 以 H PEA, 
12.13 已 知 一 个 厂商 生产 丙种 替代 商品 , Н. 

Р, = 130-40, – @ Р, = 160-20-50, ТС= 292 +2010, +40? 
利用 {a) 克 莱 姆 法 则 判断 一 阶 条 件 及 (b) 海 赛 行 列 起 检验 二 阶 条 件 , ЖД ВЧ. 
W EF (а) П=(130-40,-0;)0, + (160-20, -50,)0,- (0202+20,0,+402) 
= 1300; +16009, – 50,9,-69? -902 
П, = 130-59, -120,=0 П,=160- 50; ~ 180, =Ü 





所 以 
| 一 [2] Би 
- 5 -1810,1 L- 160 
|A| = 191 
А; | = 1540 Q, = 000 == 8.06 
|A;| = 1270 Q, = 区 * 6.65 
(hy PE - | 
- 5 -18 


H |= -12% H.| =191. #0 па. 
12.14 已 知 一 个 垄断 企业 生产 三 种 相关 产品 , 其 需求 函数 及 成 本 酒 数 为 
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P, = 180-30; – ©, - 29; Р, = 200 — Q, -4Q, Р; = 150 - Q, - 30; 
TC = Qİ + Q,Q; + Qš + 093 + Qš 
重 做 12.13 题 . 
ШО Eg" (а) | 
П =(180- 3Q, - Ф - 29.) 60. + (200 - О,-40;,)0,+(150- Q - IQQ 
- (Qi + QQ: + Q$ + QQ + 0) 
=180Q, + 2009: + 1509 ~ 3Qi Q; - 2Q2Q3 - 2Q, Q, - 40 - 505 - 4QŠ 
П, = 180 30, - 2Q, - 80, = 0 П, = 200 - 3Q, - 209, — 10Q; = 0 
| П; = 150 - 20, - 20, – 8Q; = 0 




















ЖЕЕ 
- -3 -2]|6, ~ 180 
ЕЕЕ 
-2 - 2 -6 (у 1150 
|А | =- 8(76) + 3(20) – 2(— 14) = - 520 
|А, | – – 180076) + 3(1300) — 2(— 1100) = - 7580 
[А;] = – 801300) - 180020) — 250) = — 6900 
| А, | = ~ 8(1100) – 3050) — 180(- 14) = _ 6130 
所 以 
Q i= 二 14,58 0, = 3.27 O, = 9120 р. 
|-8 -3 -2 
{b} iH|=|-3 -10 -2 
-2 -2 -8 


PIHI = -8,|H;| =71, Ë Hl=|Ħi=|A]= -520. 所 以 LRA. 
12.15 重 做 12.14 ER, E: 
Ру=70-20,-0,-0,_ Р, = 120 - 01-40-20; 
Рз = 90- Qi- Q; - 393 
ТС = Qi + Qi1Q; +203 + 20,0, + Q$ + 0,0, 
Ж Е (a 
П = 700, + 1209 + 90Q3 3019, - 50,9, ~ 30,9, - 3Q? ~ 602-402 
= 70-30-3093: 60; =0 П, = 120 -3Q, -5Q; ~ 12Q; = 0 
П = 90-30, - 50, - 80, = 0 











所 以 
-6 - 3 -m[Q, - 70 
-3 -- 12 -3| Q. I = | a| 
-3 - 5 -8 lQ, _ 9 
| À ! = — 336 
|4\|=-2% Q = 2200,5 05 
[42| =-2160 G2 = 二 ~6.43 
5. _ = 1680 
A = -- |, = — E .. 
[А;| = -1680 ğ; =- 
-6 -3 -3 
(b) iH|=|-3 -12 -5 
-3 - 5 -8 


ЖН = 6,1915 63, 及 |Hsl = |H} = |A |= - 336. 所 以 下 取得 最 大 值 
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12.66 ”已 知 需 求 函 数 和 总 成 本 函数 为 
О, = 100-3Р{+2Р, Ө, = 75 +0.5Р- Р, TC= 07 +2QQ: +Q} 
由 于 P, 与 P; 在 两 个 需求 函数 中 有 相反 符号 , MW: ХЫП ku W AHT EE (Ë H 
(商品 2 的 价格 P, 上 涨 会 引起 对 商品 1 的 需求 量 Qi 的 增加 , Р, 上 天 则 会 引起 Q. 
的 增加 ) ,利用 (a) R P= f(Q)W ВАК, (b) 利用 克 菜 姆 法 则 检验 一 阶 条 件 ., (с) Ж) 
用 海 赛 行列 式 检 验 二 阶 条 件 , 使 利润 最 大 化 . 


W FF (a) 由 于 二 个 商品 是 相互 关联 的 , 则 反 函 数 必须 由 二 个 需求 函数 联 立 求 得 .整理 常 来 函 














数 得 ， 
- 3P, + 2P, = QI - 100 
0.5P, - Р, = Q, ~ 75 
HEER | 
[72 1: B = 100] 
0.5 -led 9-75 ] 
Ж#Н ЖЕЛ 
|А|=2 
[А,] = Q = 100 ?| =- Q, + 100-20; + 150 = 250 - Q, ` 2Q, 
Qi-75 -1 
P. = l а = 50-01-20; = 125 -0.50; - Q, 
ГА: | 9-10 =- 30, + 225 — 0.50, + 50 = 275 0.59, - 3Q 
0.5 9-75 п 
P, = а = 252 120, 230: - 137.5 -0.25Q, – 1.50; 





(b) 
H =(125- 0.50, ~ @,) 0 + (137.5 - 0.250, - 1.5Q.)Q; - (Q? + 2Q Q; + 92) 
= 1250: + 137.59: – 3.250,0, - 1.50? - 2.501 
П, = 125 — 3.2506; - 30 = 0 П, = 137,5 – 3.250, – 58, = 0 





所 以 
[7? ке). 站 ] 
-3.25 -5 Ql L 157.5 
[д | = 4.4375 
~ _ 178.125 
A] = . = == 
14 | = 178.125 д, 4.4575 >= 40.14 
= 6.25 
А = = — s == 
[4,[- 6.25 б, Tas 1-4 
-3 -3, 
(о) н\= | 5 
-3.25 -5 





[Н] = -3, 19] = 1н = [41 =4.4375, Ы п БАНКИ. 

12.17 СЯ 9,=90-6Р;-2Р, 9,=80-2Р; ~ 4Р, TC=2Q1+3Q, Q, +2Q2 
其 中 О, 与 Q, 为 互补 品 ,因为 P 与 P. 在 每 个 方程 中 具有 相同 的 符号 , 重 做 12.16 
EN. 


# Б (а) 将 需求 函数 变换 为 О 的 函数 
s эы 
-2 -44[Р,] 19, - 80 


Q, —9) -2 








=- 401 + 360 + 2Q, – 160 = 200 — 4@ + 2Q; 
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_ 200 - 4Q +20, 














1 = эй = 10-0.20, +0.19; 
_ 6 90 
| А„| = Q. = 60, + 480 +20; — 180 = 300 - 60+ 20i 
-2 О;-80 
8212 „15 озо. +010 


(b) 


П = (10 - 0.29, + 0.1Q,)Q, + (15 – 0.30; + 0.1Q,)Q, ~ (205+ 30,0 + 2Q1) 
=100; + 150, - 2.8010, - 2.2091 - 2.30: 


H, = 10 - 2.80, - 4.40, = П = 15 - 2.80; – 4.60, = 0 


所 以 
-4.4 一 2.8 a -10 
[ув и Г [sl 
ГА 1= 12.4 
[А |= 4 0, = р = 0.32 
[А2 | = 38 Q, = 528. 3.06 
сане 26 
to) 7 ов -4.6 
[H,|= – 4.4, |Н = 1А [= 12.4, FU П RIBA AK. 
12.18 Es 
©, = 150 — 3P + P, + Р; Q = 180 + Р, ~ 4P, + 2P, 
Qs = 200 + 2P, + Р, - 5P, 
ТС = Q: + 9.9, + 2Q3 + 0:03 + О + Q IQ, 
重 做 问题 12.16. 


МО ко) ЖАКО 





-3 1 1] |F: Q, - 1501 
| Р, = о, 一 o| 
P, Qa- 200 


|А, | =(Q, – 150)(20 — 2) ~ 1(- 5Q; + 900 - 203 + 400) + 1(Q; ~ 180 + 40, - 800) 


=- 4980 + 18Q1 + 6Q; + 60; 

p, = 24980 + Sat 803 60: -138.33 -0.5Q - 0.17Q, -0.1703 
- 3(- 50; + 900 — 2Q3 + 400) — (Q, 
— 5090 + 90; + 130, + 709; 

p, = 20901 901 HHA: 705 141.39- 0.25Q, - 0.360; — 0.190, 


[А | = – 36 





| 4z| = 





150)(— 5 - 4) +1093 – 200 - 20, + 360) 





[Аз | =- 3(— 403 + 800 — Q, + 180) —1(05— 200-20), + 360) + (Q, — 150)(1 + В) 


=- 4450 + 9Q, + 59; + 11Q; 
— 4450 + 9 +565 +11 
Ps = e Q, 9: = 123.61 – 0.250; – 0.140, – 0.310; 





(b) 


H =P + P, Q; + РуО; — ТС 
= 138.330 + 141.390, + 123.610; - 1.42 Q, Q, 


— 1.330:@3 - 1.42Q Q; - 1.501 - 2.36Q! - 1.31Q2 
Ш =138.33 ~ 1.42Q; — 1.42Q; - 3Q, = 0 
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П, =141.39 1.42Q1 - 1.339; - 4.72Q; = 0 
П, =123.61 ~ 1.330,- 1.420, — 2.620, = Ü 
所 以 
-3 -1.42 — 1.42] [91 [- 138.33 
-1.42 -472 -1.33||Q@:|= КЕ 
L- 1.42 -1.33 -2.62 LQ, - 123.61 
|A| =- 22.37 
= 二 612.27 _ 
|А;|=- 612.27 Q, = — 2 = 27.37 
= _ 329.14 _ 
|A| = 一 32914 Q, = 55755 ~ 14.71 
5 2.55664 _ 
|А,|<- 556.64 б,-—- тур == 24.88 
-3 -1,42 -1.42| 
{с} H |= | -1.42 一 4.72 >] 
'-1.42 -1.33 -2.62 


IH [= -3,191= 12.14 X| Hp -|A| = -22.37 PV TARAH. 


约束 最 优化 的 增 广 海 赛 矩阵 


12.19 


12.20 





已 知 效用 函数 и = 2zy, 预算 约束 方程 为 3z +4y= 90. 通 过 (a) 求 临界 值 z, y ДА, 
(b) 利用 增 广 海 赛 行列 式 | 豆 | 验 证 二 阶 条 件 , 以 求解 满足 预算 约束 的 效用 最 大 化 问 
题 . 
解 EF (a) НЕН 

U = 22у + А(90- 32 – 4y) 
一 阶 条 件 为 


U, = 25 -3А-0 0,=22-44= 0 U,=9-3z-4y=0 


БЕТЕ 


УЗЕННЕ Д, |А | =48, |A! = 720, |A |= 540 iA] =360. ЯЫ £= 15, = 11.25 = 7.5, 
(b) ЖОРУ, у ТЕН Л р, уй 一 阶 偏 导数 ， 


ERER 


(12.12) 

















U,=0 U,=0 U2=U, c=3 оза 
由 12.5 节 , 构造 增 广 海 赛 行列 式 
3 0 3 4 
ЇН\= 2 0 4| 或 ]H|= |3 O 2 
13 4 2 0 
|H2| - Iñ|=- -2( 22) +308) = 48 > 0 


, IH,|= [B= -3( 6) +406) =48>0 
如 上 两 种 构造 增 广 行列 式 的 方式 均 不 影响 主子 式 的 值 .由 于 1 五 | = |41>0, 出 12,5 节 的 法 
则 ,| 互 ! 为 负 定 的 ,从 而 U RERA. 
利用 12.19 题 中 的 技术 ,求解 效用 = xy + 满足 预算 约束 бл +2y=110 的 最 大 化 
问题 . 


解 EF (а) U = ayt уг А(110—ё6хл -2у) 


П„=у+1-бл=0 U, =r- 2À = 0 


0, =110- 62 -2у=0 
ПЖ ЕЖ АТТ 


0 1 -的 Fr - п 

1 0 -2||y -| 0 | 

1 

-6 -2 0 ~ 110- 
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12.21 


12.22 


12.23 








Шз ЖЕПК 
т=з. у=27 及 1-4 
() 由 于 ,=0, Up=, D.,=1=DU,,C,=6 Ë C,= 2, 
0 1 6 
|[H|= 11 0 2 (H| = |B | = 24 
6 2 0 


BW ЖЇН, >0, ШИ | ЖИА EB), MAT U 取得 最 大 值 . 

已 知 一 企业 的 总 成 本 C = 45 х2 +90<xy + 90у”, 必须 满足 生产 配额 2r+3y=60. 通 过 
(a) 求 临 界 值 及 (b) 利用 增 广 海 赛 行 列 式 检验 二 阶 条 件 以 式 解 在 满足 配额 情况 下 的 
成 本 最 小 化 问题 . 


W F(a C=45z2+ 90y + 9052 + A (60 —2> — 3y) 





C, = Wr + 90у -24 = 0 C, — 90 + 1805 ~ ЗА = 0 
C, = 60 – 2r — Зу = 0 


90 90 - 225г Ü 
90 180 -3 ñ = Ü 
-2 -3 0 — 60 


НЕННЕ ДЕ 2-12, s=12 及 1 和 =1080. 

(b) BT Ce = 90, С, = 180, Cy 5905 С.я. =2 № g,=3 
90 90 2 
90 180 3 
2 зо 
ІН = – 450, ЊҒІН:1<0, ІН ATEH, AT C ЮЕШ ME. 

利用 12.21 题 的 技术 求解 一 企业 在 满足 生产 配额 Sr + 7y = 732 的 情况 下 成 本 С = 
3х2 +5ху + буг 的 最 小 化 问题 . 


ЖО EF (a) С=3з?+5ду+бу*+ А(732-5х-7у) 


ERER 








[H| = 








C, = br + 5y - ЗА = Ü C, = бт + 12y — ТА = Ü 
C, = 732-5, — Ту = 0 





联 立 求解 得 


r=] 3-51 À =141 
(0) 由 于 Ca=6, C.S 12, Cy 55 Cu. a 5 É g=, 

















6 5 5 
|Н|- |5 12 7 
5 7 | 


| 万 :| =5(35-60)-7(42-25)= 一 244. 所 以 | 于 | 为 正定 ,从 而 C 达到 最 小 . 
利用 12.21 题 的 技术 ,求解 在 满足 约束 10z + 3y = 140 情况 下 效用 u= x05y03 的 最 
大 化 问题 . 
E ЕР (a) U = "5y A (140 -— 10r - 3y) 
U, = D.S 0503 А = 0 ЏИ, = 0.329503 ..3 = 0 
D, = 140- 105 - 3у = Ü 
联 立 求解 得 
т = 8.75 y=17.5 K 4 = 0.04 

(b) ВРО, = -025e Sy, 0 = 0.213y 1, [р = Uy = 0.15> -05y 92 z = 108 
g = 3. 

Í- 0,.25z 1503 0.152 9570.7 10| 

lE} = | 015e iyt 0.21.0517 3 
19 3 0 | 
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12.24 


12.25 


12.26 


沿 第 三 列 展开 
| Н; | = 100.452 95. 0.7 + 2.1zŠ 571.7) -3{- 0.752 71-5593 _ 1.52705у797) 
一 21.c053 7 十 dr M3y 0.7 + 2.25: 1-03 > 0 


AT z ухо ЕНА КАЯ ЕНЕ, РТЫ 和 ;|>0, 从 而 | 下 | 为 负 定 的 ,U 取得 最 大 值 . 
同 12.23 题 , 求解 满足 预算 约束 2x + 8y = 104 的 效用 u = 025 y ARKE. 
Шоке (2) Ur yal04 -2r By) 
U, = 0.258т 075504 24 су ,=0.4ry 0 _ 81 = 0 
U, = 104 -2r -8y = 0 





联 立 求解 , 得 
х= 20,7 = 8 及 A = 0.03. 
0.187527: yat 0.1279 у706 2 | 
(b) IH = 0.127975) Mé -0.24 By*16 8 
2 8 0 
沿 第 三 行 展开 


|Н, =2(0.8z> "753 96 + 8,535,165) в 1 1з L буз Ty ts) 
一 0.9%6z0 ys + 3.27 0.79708 十 127 204 > 0 
所 以 | 政 | 为 负 定 的 ,从 而 U 达到 最 大 化 . 
利用 问题 12.21(a), (b) 和 (c) 的 技术 求解 满足 约束 2zy = 337.5 的 成 水 C=37+ 4y 
的 最 小 化 问题 .讨论 该 解 与 问题 12,19 的 解 之 间 的 关系 ， 


Ж EF (2) C=3r +4y+ 40337,5 22у) 
, 1.5 

С. = 3 - 24у = 0 = 5 (12.13) 

Су = 4- 245 = ü A= 之 (12.14) 

С, = 337.5 — 2xy = Ü (12.15) 


由 (12.13) 与 (12.14) 得 
~ = + y = б.75х 
代入 (12.15) 
337.5 = 22{0.79ғ) = 1.5z2 
х? = 225 я = 15 
所 以 5=11.25 K A =0.133. 


(b) ВС, =0,С, =0 ЖС, = С. = -21 及 由 约束 25у = 337.5 所 得 到 的 g, =2y,gv=2z, 有 








0 -24 2y 
[Н | = |—-2,) 0 2z 
2y 2r 0 


lal =-(-2А)(-4ху}+2у(-4хА)= lazy. ҒА, z,5>0,|H,1<0, BM H | SESH, 
从 而 己 取 得 最 小 值 . 

(с) 除 目标 函数 与 约束 其 倒 之 外 , 该 问题 与 12 .19 题 完全 相同 .在 12.19 中 ,日 标 函 数 u= 2zy 在 
满足 约束 3x + 4y= 90 ВЯ ТЕХ жаН С 3r + 4у 在 满足 约束 2xy = 337.5 18 
况 下 最 小 化 .所 以 ,我 们 可 以 在 满足 于 算 约束 情况 使 效用 最 大 化 或 在 一 给 定 效 用 水 平 下 ,使 成 下 最 
小 化 . 

已 知 Q =10K ?L901 及 P. =28, P. =10, Q – 434, (а) 求 临界 值 , (b) 利用 增 广 
海 赛 行列 式 求解 成 本 最 小 化 问题 . (с) 月 问题 6.41(b) 的 答案 来 检验 本 题 答 案 . 


Ж ë> (а) 日 标 函 数 c= 28K +101, 约束 为 10К®7[,%1 = 434, 所 以 


C =28K + 10L + А(434 – 1009711) 
Ck =28— ТАК "L — (у (12.16) 
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12.27 


12.28 


C, =10- AKL" < 0 (22.17) 
С, = 434 - 10К971°! — 0 (12.18) 


整理 ,六 由 (12.17}) 去 除 (12.16) 消 去 X 


28 | ТАК 9.31 9.1 
10 二 АК? ?}, 05 


RAOSE 93288 
434 = 10(2.5)9°]%1]0%1 434 = 19198 
І = (22.8) 8 = (22.8)1-2 аы 50 





FFA К = 125 K A= 11.5. 
(b) Е Скк=2.1АК 01, Су =0.9AK°TL 158 Cu = –0.7АК 90-09=Cix 以 及 由 的 东 
得 到 的 gk = 了 区 953101 р = KOT 09, 有 有 


ТАКС! ~ 0.7АК 0.3 р 9-9 ТЕЗ] 0.1 
“н | = |—0,7АК 3709 D.ga Kb LLS KO-77 -0.9 
ткр К?р OS 0 


沿 第 三 行 展开 
іН, | =7K VIL 0 ,7AK0.47 E _ 0.3AK9T 71-85 
_ К (2 JAK ip 70:8 + 4.94 tj -0 By 
= -493KOITL T _ AKLI — _ Sakip LT 
由 于 К, 1,420, m| <0]H 为 正定 的 ,所 以 已 取 得 最 小 值 . 
(с) 答案 与 问题 6.41(b) 的 完全 相同 ,但 是 注意 到 当 和 目标 函数 为 线性 的 , 而 约束 为 非 线性 的 时 所 采 
用 的 不 同方 法 . 见 问题 12,27{e) 中 所 计算 的 同 题 6.41(b) 的 增 广 海 赛 行列 式 . 
利用 增 广 海 赛 行列 式 检验 (a) 第 6 章 例 7,(b) 问题 6.41(aj,(ej 问题 6.41(b) 
的 二 阶 条 件 . 





16 -1 1 
Ж üw) IH|=]|-1 24 1 
1 1 O 





IH,|=1(-1-24)-1(16+1)= - 42. BP IH,|<0, (B! ЖЕ Йй, СВМ. 
—0.21K IL 0.15К 975-95 g 
(b) | 下 | = |0.15К-%?1-%5  —005К%3р -15 2 


6 2 Ü 
Н, 1=6(0.30К 971.705 + .5 下 037 -15) 2 2(- 0.42K -1710.5 _ 0 ,8 天 -让 7 


一 日 下 0 Ша. + 3.6K Tr -0.5 + ,84 民 -41705 > 0 
H+T|HB,| >0, | 万 | 为 正定 的 , 则 Q 取得 最 大 值 . 
| 2. lar 01 0.7K h3y 0 9 28 
0.7K 93 0-9 _ 0,9К% 7—19 10 
28 10 0 
| Н, 1= 280709 3р 09 + 25.2К97 1749) - 10(- 21K 1304 _ I9.6K 7031.799) 
= 705.697. 719 + 392K 03109. 90KR-1310! > 0 
ATIE! >0, | 五 | 为 负 定 的 ,从 而 Q ЖАҢ КЇН. 
利用 增 广 海 赛 行列 式 检验 问题 5.12(c) 的 二 阶 条 件 , 其 中 求 满足 约束 x + ytz=56 
的 4xyz? 的 最 优 值 .一 阶 条 件 为 FE = 4ye? -A =D, F,=4zz2- À =0 K F. =Ñxyz — À 
= 从 ;临界 值 为 =14,5=14 及 =28. 


解 F F 的 二 阶 偏 导数 及 约束 的 一 阶 偏 导数 , 建立 增 广 海 赛 行列 式 如 下 ; 


IH |= 





0 z, д, E 0 1 1 1 
я | Bz Бы Fo Fa _ 1 0 4:2 Byz 
By F, Fy Fa 1 4z? 0 Bez 
Br F, Fy Fa 1 Byz 8rz Bry 
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УІН, А БВВ) хз РТР 
Н, | = 0- 10-422) +1(4:2) — 8:2 > 0 
ЕКІН WA, E H = 1н. -1ER 





L 42? З ут 1 Ü Byz 1 0 д2? | 
Н.| =0-1|1 0 8re|+1|1 4z? 8xzl-1 42 0 
1 Saz 8ry 1 Sy Бугу 1 Bye ёте 


|H, | = - 0100 - 8те. 82) — 422(8zy - Brz) + #ус(Вуе — 0)] 
+1[104 &zy — 8yr + Baz) — 0 + Bye(Bye — 42251 
—1[1(4& + 822 — 0) — Ü + 422(8yz — 47)] 
[Нэ] =—1(— 64222 - 32222 + 32023 + бату?) + 1(32ryz? — б4луг? + 64252 — 32 ут?) 
– 1032123 + 32у55— 1624) 
| Нз] =16:* – 6422? - 64:1 — б4туг? + 6422: + 645222 
RË х= 14,9-14,5 = 28 Н, 
|H,| =- 19 668 992 < 0 
ВРА, |>0 及 | 百 ;| <0 |F: AAEH, МВ RAKE. 


投入 ~ 产 出 分 析 
12.29 CARRIEN 4 及 最 终 需求 向量 了 ШК: 
产 出 部 门 
1 2 3 
0.2 0.3 0.211 150 
А = |0.4 0.1 0з 2 部 门 8 = |200 
3 0.5 0.22 3 210 


求 对 1,2 和 3 部 门 的 总 需求 . 
# F 由 (12.3), 总 需求 向 量 为 区 =(f 一 A) !B, 其 中 
0.8 -0.3 -0.2 
Т-А = Е 0.9 К 
-0.3 -0.5 0.8 
Ж-А Й 


,57 0.34 0.27 
(I-A)! = ра 0.41 0.58 0.32 


47 0.49 0.60- 
0.57 0.34 0.27] [15 10.2] [879,50] [ху] 

== 1 21 - — 
X= 52390-41 0.58 0.32} |2001 = so |244.7| = |1023.в5 | = |=, 
.47 0.49 06H 121 294.5 1123222 |e! 


12.30 如 果 对 部 门 1,2 和 3 的 产品 最 终 需 求 分 别 增加 40, 20 和 25, 求 问 题 12.29 的 总 需求 


ЩА X=(I- A) B, 








ЖЕ X... 
| Жс AX=(I-A) 1АВ 
0.57 0.34 0.27] [40 36,35 152.09 
s- ув 0.58 єз nl rta e- hres 
.47 0.49 06H 125 3.6 82.43 





879,50 152.09 1031.597 
X, = X, + AX = шын + [ = иша 
1232,2 182.43 1414.654 
12.31 已 知 技术 系数 征 阵 A 及 最 终 需求 向 基 吕 如 К. 
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产 出 部 门 
1 2 3 
0.4 0.3 0.111 140 
投入 Е 
А = |0.2 0.2 0,3| 2 ， В 220 
部 门 
.2 0.4 0.21 3 180 
求 对 1,2 和 3 部 门 的 总 需求 x. 
W == X=([I-A) B 
其 中 
0.6 -0.3 —0,1 
Ї-А = |-0.2 08 -0.3 
-0.2 - 0.4 0,8 
Ran 
0.52 0.28 0.1 
- 1 
покера 0.46 оз 
1.24 0.30 0.42 
0.52 0.28 0.17] [140 743.24 х1] 
' _ _1 = = 
ЎШ. Х = y 522 0.22 0.46 0.20) |220 756.76 х2 


.24 0.30 0.421 1180 789.19 Жз, 


12.32 如 果 对 部 门 1 2 和 3 产品 的 最 终 需求 分 别 增加 了 30, FET 15 和 35. 求 问题 12 31 





新 的 总 需求 X. 
W EF AX=(I- А) 'AB 
0.52 0,28 0.17 30 5.451 24.55 
_ 1_ _ -— | _ = | 
АХ = 50.22 0.46 D.20 15| = 595 730 = 32.88 
.24 0.30 0.42: L- 35 — 12.00- - 54.05 
43.24 24.55 767.79 
Ху = X + АХ = |756.76|+ |- 32.88 – |723.88 
789.19 - 54.05 735.14 


12.33 下 面 给 出 的 是 部 门 之 问 相互 关联 需求 表 , AAEE REREPEN. 
— r = 











原 部 门 З нА 总 需求 
向 煤 ® 汽车 ER 

4 80 20 110 230 160 600 

煤 200 50 90 120 140 600 

ФЕ 220 110 30 40 0 400 

汽车 60 140 160 240 400 1000 
HHE 40 280 10 370 
总 产值 600 500 400 1000 








# к> 技术 系数 ,表示 生产 一 单位 或 -元 钱 的 产品 了 所 需 投 入 ; 的 单位 数 或 钱 数 . 所 以 ar Ж 


未 一 元 的 钢 中 钢 投 入 的 百分比 , zl 表示 一 元 的 钢 中 霸 扫 入 的 百分比 , sai 表示 一 元 的 钢 中 铁 投 入 的 
百分比 , ed 表示 一 元 的 铀 中 洛 车 的 百分比 ， 所 以 用 上 表 每 列 底 的 总 产量 去 除 该 列 中 的 每 个 元 素 , 便 
可 得 到 技术 系数 年 阵 , ЖЫ ИҢ АТ. 
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80 20 10 2301 
600 600 400 1000 
x so og 1x) 10-233 0.033 0.275 0.23 
600 600 400 1000] |0.333 0.083 0.225 0.12 
A [ор шо за a| 10.367 0.183 0.075 0.04 
600 600 400 1000 10 0.233 0.40 0.2 
60 140 160 240 
00 600 400 1000- 
12.34 ”检查 问题 12.33 中 的 技术 系数 矩阵 A. 
解 ЄР 为 愉 验 六 ,用 总 需求 列 向 量 义 丑 以 及, 其 乘积 应 该 等 于 中 间 需 求 , 即 总 需求 多 В. 
忽略 不 计 . 
0.133 0.033 0.275 0.23] Г 600] [439.6 
0.333 0.083 0.225 0.12 || 600| [459.6 
0.367 0.183 0.075 0.04| | 4001 ` |400 
.10 0.233 0.40 0.241 000 99, 
600] T160 [440 
к-в-|%%| [uo _ 4% 
400 o| [400 
1000 оо: 160 
12.35 ”下 表 为 部 门 之 同 关 联 需求 表 , (а) ЖЕЖЕНШЕ (Ь 检验 你 的 答案 ， 
К 日 标 部 门 в 
原 部 门 ' , _ 需求 总 需求 
1 20 的 10 50 140 
2 50 10 80 10 150 
з 40 30 20 40 130 
增值 30 50 20 
总 产值 140 150 130 
20 的 10 
140 150 130| М, о4 0.07 
R == (a) A= | 20. Sle [D.357 0.067 кез 
40 30 20 286 0.2 0.154 
140 150 130 
0.143 0.4 0.0777 T140 90 
(b) АХ = |0.357 0.067 0.615 Ë -ha 
2286 0.2 0.154 U3 90 
1401 [50 90 
13 0 90 
12.36 如果 每 年 对 部 门 1,2 和 3 产品 的 最 终 需 求 分 别 为 70, 25 和 50, 求 问题 12.35 的 新 需 
求 总 水 平 . 
W == Х=(Р-А) ій 
其 中 
0.857 -0.4 -0.077 
I- A = [ози 0.933 -0.615 
-0.286 -0.2 0.84 


(1-А)Л1 = 1 


Ж 7 0.354 


0.478 0.703 0.555 


0.666 0.354 узи 
.338 0.286 0.657 
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12.37 


12.38 


所 以 ， 


666 0.354 0.318 0 1. 37 201.61 
了 222.57 

X= К 0.703 0.555 | 125 = узы 8.79 = 
.338 0.286 0.657! Ls 3.66- 179.83 


利用 已 求 得 的 (I А) ! 恰 证 问题 12.35 的 系数 矩阵 , 即 验证 (了 一 生 ) B= x. 


门 .666 0.254 0.318 49,56 140 
Шот (I-A) !B= 210 .478 0.703 а 四 -| з). 四 
-338 0.286 0.657 0. 6.04 130. 
假设 问题 12.35 中 的 增值 完全 由 初级 投入 劳动 所 构成 ,在 (a) 问题 12.34 及 (b) 问题 
12.36 中 ,为 获得 最 终 需求 , 需要 多 少 劳动 ? (c) 如 果 经 济 中 劳动 可 供 量 为 100, 则 产 
出 水 平 可 行 吗 ? 


Ж кю) 为 得 到 题 12.35 的 劳动 的 技术 系数 a1,, 用 每 列 的 总 产值 去 除 增值 .所 以 ,a = 50. 


=0.214, шз = Тр = 0.333 Ж ars = 27. = 0.154., 由 于 生产 中 间 产 品 也 必须 需要 劳动 的 投入 , 所 以 
用 于 满足 最 终 需 求 的 劳动 量 必 须 等 也 技术 系数 的 行 乘 以 总 需求 的 列 向 量 所 以 、 


140 
150 | = 99,93 
13 


L = [0.214 0,333 0,154] 

















201,61 
(b) L.;=10.214 0.333 0.154) тя = 144.95 
179.83 
(с) 问题 12.35 的 最 终 需求 是 可 行 的 ,因为 99.93< 100. 而 问题 12.36 的 最 终 需 求 是 不 可 行 的 , El 
为 社会 没有 足 通 的 劳动 力 去 生产 它 . 
12.39 ”检验 问题 12.38 的 技术 系数 的 准确 性 . 
解 к> 12135 是 中 , 由 于 假设 增值 完全 归功 于 劳动 投入 , 所 以 技术 系数 的 验证 是 很 容易 的 .由 
于 每 元 的 产 出 完全 来 自 于 投入 ,所 以 每 列 的 技术 系数 之 和 必 等 于 1. 
1 2 3 
1 0.143 0.4 0.077 7 
2 0.357 0.067 0.015 
3 0.286 0.2 0.154 
增加 的 价 信 ( 劳 动 ) | Toa 1599 1:020 
特征 根 , 特征 向 量 
12.40 ”利用 特征 根来 确定 矩阵 A 的 符号 定性 ， 


[° N 
71134 
W F 为 求 4 的 特征 根 ,特征 第 阵 4 - J 的 行列 式 必 等 于 零 , 所 以 ， 


[А - £| = 


10 — £ 3 
= ü 


3 4-с 
40 +2 14с-9= 0 et- щъ) = 0 





利用 二 


г> 


ж 

14 + v 196- 4031) 14 + 8.485 
2 7 2 

c 一 11.2425 fa = 2.7575 

由 于 两 个 特征 根 均 为 正 , 则 А 为 正定 的 ， 





с = 
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12.41 нл + 22 重 做 本题 12.40， 





一 之 
A= 4 72) 
W == 15 6 
4-с -2 | 
[А | = | 三 
2 -6-5c| 
24+‹%®+1с-4=0 с + 0с +20 = Ü 
- 10 + /100 — 4(20) _ - 1044.4721 
Е 2 Е 2 
o = SFR = - 2.764 сз = 142021 —- 7.256 


出 于 两 个 特征 根 均 为 负 , 则 4 为 负 定 的 . 








6 2 
12.42. Bana = |° 2 R 12.40. 
6 2 
EF = 
解 А B | 
|б—< 2 
[4 —‹{|= = 0 
| 2 2-е 
12+‹5-8с-4=0 cei-Bec+8=0 
вж /64— (8) _ 8 + 5.66 
ET 2 ` 2 
c= 1.17 с) = 8.83 
A 为 正定 的 . 


4 6 3 
12.43 已 知 A=10 2 5 重 做 问题 12.40. 
1 3 





Ж == Ia-dl=| 0 2-c 5 |=0 
0 1 3-‹ 
沿 第 一 列 展 开 ， 
[А-4 [={(4—-с)[(2-‹)(3-с)})-51=0 (12.19) 
= с +92 21c + 4 = 0 (12.20) 
出 (12.19) 有 ， 
4-r=0  (2—-г)(3-,)-5=0 
所 以 ,特征 根 为 
4-c=0 {2-с}(3-с)-5=—@0 
c=d4  {(®—-5с+1=0 
c= ESA „5438 


2 
由 于 三 个 特征 根 都 为 正 , 则 4 为 正定 的 ， 
6 1 O 
12.44 已 知 4=113 4 0| 重 做 问题 12.40. 
5 1 9 
16-r 1 0 





# Еғ {А-—сї|=| 15 4-с 0 |=0 
5 1 J-e 
HES IRH, 
[А—‹1|{=(9-с)[(6—-г)(4-с)—-13} = 0 (12.21) 


- c + 19с5—101с + 99 = 0 (12.22) 
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233. 








12.45 


12.46 














H(12,21) 
9-c-0 或 (6-¿)4 - с) –- 13 = 0 
t 9 г - 0е+ = 6 
105 100-411) _ 10 + 7.48 
eT 2 一 2 
fa 一 8.74 сї = 1.26 
出 于 所 有 的 特征 根 力 正 , 则 А 为 正定 的 . 

















-5 1 2 
D a= 0 -2 ОН 12.40. 
4 2 -3 
— -ee 1 2 
Ж ¿= [А-1 = D -2- г 0 =0 
4 2 -3-с 
沿 第 二 行 展 开 ， 
lA- |= (-2-:)[(-5-¿)X-3-c)-8]1= 0 
所 以 ， 
-2-с= 0 或 (-5 г)(-3- г) - 8 = 0 
ср = - 2 2+ 88+7 = 0 
{с+7)(с+1) = O 
ra 二 一 了 cx = - 1 











时 于 所 有 的 特征 根 为 负 , 则 А 为 负 定 约 . 





6 6 
已 知 4 =|。 《| 来 (a) 特征 根 及 (b) PENR. 
解 Ez (a) А-а 10 Š z0 
б -4- с 








18 + c? — 3: — 36 = 0 
с – Зе ~ 54 = 0 
(с – 9) (с + 6) =0 
29 c=-6 
由 于 一 个 特征 根 为 正 , 另 - :个 为 负 , 则 А 为 符号 不 定 的 . 
(b) 利用 ci=9 求 第 一 个 特征 各 量 v.. 


P С "з 





Фр =2®› 
标准 化 
(2m) + v$ =1 
525 =1 
ту = v0.2 v = 217 = 2 20.2 
所 以 
202 
Yi = 
40.2 


Я o= -6 求 第 二 个 特征 向 量 ， 


[$ (9 6 М 12 6 B 
L 6 эсе. т) -| “|+ 
Va = — 2%) 
规范 化 
vi + {- 2u) =] 


502 =1 


“234. 
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12.47 


v = (0.2 т =- 20р = 2 40.2 





所 以 
| 
`v. = 
-2 /0.2 
6 3 
emai _› EIE 12.46. 
Ж EF (2) а-а |“ 3 |- 
3 -2-;, 
2-46-21 = 0 


б] = 7 2 =-3 
于 ci>0 及 ca<n4 为 符 导 不 定 的 . 
(b) 利用 c;= 了 求 第 一 个 特征 向 基 ， 


е5 э 














规范 化 
(3zo)2 + 23 =1 
902 + v3 =1 
10 =1 
w = /0.1 Ж ъ= 3 = 3 /0.1 
所 以 
[Ую | 
vi = — 
. v0.1 
利用 c;= -3 


6-{-3) 3 "| g 3 e] 
| 3 2063] оз -| | ы! ° 
z =- 201 
规范 化 
ut + (- 36.2 =l 
1021 =1 
ъ= 0.1 及 т) = Зыр = — 3 /D.1 
所 以 


ETER ка TURY 


13.1 比较 静态 介绍 


比较 静态 分 析 , 即 人 们 熟悉 的 比较 静态 , 是 对 模型 的 内 生变 量 由 于 外 生变 量 或 参数 的 变化 
所 引起 的 不 同 均衡 值 进行 比较 .经 济 学 家 可 以 利用 比较 静态 进行 估计 , ИШ, 可 以 估计 消费 者 
需求 对 拟定 的 消费 税 、 关 税 或 补助 金 的 反映 程度 , 投资 ,政府 支出 或 利率 的 变化 对 国民 收入 的 
影响 , 以 及 在 已 知 气候 条 件 .投入 的 价格 或 运输 的 便利 发 生 蛮 化 的 情形 下 , 商品 的 价 恪 如 何 变 
化 .正如 在 6.2 节 中 我 们 已 经 见 到 的 一 样 , 比较 静态 分 析 的 主要 内 容 是 求解 合适 的 导数 ， 


13.2 含有 一 个 内 生变 量 的 比较 静态 


特殊 函数 和 一 般 函 数 均 可 用 于 比较 静态 分 析 . 对 于 例 1 具体 沙 数 的 情形 , 所 要 求 的 导数 既 
可 以 用 显 落 数 也 可 以 用 隐 葡 数 形 式 来 求 .而 对 于 例 2 一 般 申 数 的 情形 , 只 能 用 隐 东 数 一 种 形式 
求 导数 . 当 独 立 变 量 不 只 一 个 时 ( 见 问题 13.2), 用 类 似 的 方式 求 偏 导数 ( 见 问题 13.3). 
例 1 假设 一 种 商品 的 需求 Qs 和 供给 Qs 由 确定 函数 给 出 , 用 参数 表示 为 
Qp = m — nP + bY m,n,k > 0 
Q. = a+ ФР asb > 0 
这 里 P= 价格 , Y= 消费 者 收入 .均衡 条 件 为 
ûn = Qs 
代入 上 面 的 式 子 , 求 解 均衡 价 恪 水 平 P " ,我 们 可 以 得 到 
тпт-тпР+ЁҮ = a + bP (13.1) 
т-а +ЕҮ = (b+ n)P 


т_—а+ЁҮ 
pin m" (13.2) 


现在 利用 比较 静态 分 析 我 们 可 以 决定 内 生变 量 P "的 均衡 水 平 因 单 个 生 外 变量 (Y) 或 
五 个 参数 (a ,5, ma 中 任何 几 个 的 变化 而 如 何 变化 ,比较 静态 分 析 只 需要 求 出 所 要 
求 的 导数 并 判断 它 的 符号 . 为 了 衡量 均衡 价格 对 收入 变化 的 反应 程度 ,我 们 其 显 函 数 得 
出 (13.2)， 


Р* = 





> (13.3) 
RERE TAARA Ө E À F It ЕК О ЖЕГЕ ЕЛ. ЖЕТЕ] E 
13.1 一 样 , 参数 的 值 是 已 知 的 , 那么 价格 变化 的 具体 尺度 也 可 以 合计 出 ， 
比较 静态 同样 可 以 很 好 地 应 用 于 隐 范 数 , 把 13.1 的 全 部 移 到 左边 , 则 Qn — Q; = 
0, 或 超额 需求 等 于 零 ,我 们 可 以 得 到 均衡 条 件 的 隐 冰 数 F: 
Е=т-тзпР+}ЕҮ-п-ЬР=0 (13.4) 
接着 , 利用 隐 汞 数 法 则 (5.10 节 ) 求 比较 静态 导数 . 假设 Fr 天 0， 
dP ` Fy 


dY Б 
从 (13.4) 可 知 , Fy=k M Fp= 一 (n+). 代 入 并 简化 ,有 
dP Ek Ek 
dY — —(n +b) “ptn?” 
比较 静态 也 可 以 用 来 估计 任何 参数 (mm ,mn, k, а, bA P* ШЧ ЖЛ, 但 是 由 于 
它们 仅 描述 需求 和 供给 曲线 的 截 下 和 和 斜率, 因此 , 它们 通常 没有 什么 实际 的 经 济 意义 . 
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例 3 


但 是 在 其 他 例子 中 ,如 收入 决定 模型 (问题 13.3), 倒数 通常 有 经 济 意 义 ,而 且 相 在 它们 
本 身 的 比较 静态 导数 ， 
现 假定 一 个 一 般 模型 ,商品 的 供求 内 由 一 般 函 数 给 出 ， 
需求 = D(P,Y) D, < 0, Dy > 0, 
供给 = S(P) So > 0 
均衡 价格 水 平 P "可 由 需求 等 于 供给 时 得 到 
D(P, Y) = S(P) 
或 者 等 价 好 , 超额 需求 等 于 零 ， 
D(P,Y)- S(P) = 0 (13.5) 
这 时 只 能 利用 隐 东 数 法 则 求 比较 静态 导数 .假定 F,>0, 
| ар. _ Er 
dY Fp 
由 (13.5), Fy = Dy M Fp = Dp- Sp. RA, 





根据 供给 定律 ,我 们 总 是 期 望 Sp >0. 如 果 商 品 是 正常 商品 ,那么 Dy >0 日 Dp<0 代入 
上 式 ,在 正常 商品 情况 下 有 





= 
dy (—)—(+) 
如 果 商 品 是 劣质 品 但 不 是 吉 苍 商品 ,那么 уо H. Dp<0, 因 此 aP" /aY<0; ж 
品 是 青 芬 商品 ,那么 Pv<0 和 Dr >0, 导数 的 符号 不 定 , 取决 于 分 母 的 符号 ， М, [3] BÍ 
13.1~13.7. 


13.3 含有 多 于 一 个 内 生变 量 的 比较 静态 


# п 


在 含有 多 个 内 生变 量 的 模型 中 , 比较 静态 要 求 每 一 个 内 生变 量 都 有 惟一 的 均衡 条 件 成 立 . 
个 内 生变 量 的 系统 一 定 有 个 均衡 条 件 .要 臣 虚 量 某 个 外 生变 量 对 任何 或 所 有 内 生变 量 


的 影响 ,首先 求 出 每 个 均衡 条 件 关子 该 外 生变 量 的 全 导数 ,再 联 立 求 出 所 要 求 的 偏 导 数 .如 时 
KRAER TA, 量 由 所 有 函数 的 关于 外 生变 量 的 储 导 数组 成 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 , 则 由 隐 
函数 定理 :内 生变 其 的 最 优 值 可 以 表示 为 外 生变 量 的 函数 , 见 问题 13.8， 而 且 比 较 静 态 导数 可 
出 克 莱 姆 法 则 求 得 , 见 下 面 的 例 3. 在 例 4 中 ， 以 典型 的 经 济 问题 为 例 对 该 方法 进行 了 说 上 明 . 


例 3 


为 了 表示 的 简化 , 假定 模型 只 有 两 个 内 生变 基 和 两 个 外 生变 量 , 旦 为 隐 式 广义 函数 .在 
函数 中 先 列 内 生变 最 ,再 列 外 生变 量 , 用 分 号 把 前 者 和 后 者 分 开 模型 可 以 很 容易 扩大 
到 任意 多 个 局 内 变量 (ww ) 和 任何 多 个 局 外 变量 (x ), 这 里 п ЖӘЕ. 
Е\( у, yarzi z3) =0 
FCyiy yasri, х3) = 0 
为 求 得 系统 关于 独立 变量 >, 的 比较 静态 偏 导 数 , 我 们 必须 首先 求 出 两 个 函数 关于 
ri 的 全 导数 . 


1 3 1 3 1 
дБ. yi 2E, Уз Е 








ду; 9х1 дуз дт, Эу, = 0 
3F° дуу 3F? ду, ар? 
к, ЗЕ, йу oF о 
ду} 92 дуз 921 EES 
用 短 横 表示 均衡 值 ,代入 .整理 并 用 矩阵 记号 表示 为 
aF! ӘЕ!] [271 ағ! 
дур дуз | |а=, ах 
aF? əF' 95] | др? 





9у дуу} Әл, àz, 
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例 4 


JX = В 
RERA RETES- Т К, ТЕГ РА ЖК ( F' УЕР ВТЕР] Ж ЛЕШ ( y, ) А 
由 全 部 一 阶 偏 微分 构成 的 雅 可 比 行 列 式 | 了 | 不 等 于 零 ， 
у= 28. ЗЕ аР? ӘК! 
дур дуз ду, ду, 
НЗ Н ЯЬ r 的 .特别 地 , 假定 | 了 | 天 小 
= = l: (13.6) 
因此 , 为 了 求解 一 阶 微 分 ,ayiyaxri, 我 们 用 向 量 B ERJ 的 第 一 列 , 构造 一 个 新 拒 阵 J， 
然后 代入 上 式 (13.6) 








= 0, 
































хр д5; 
дЕ? aF? P: aF? aF? ӘЕ!| 
дуу 1, _ | дт ду» _ Ладу дуз 3z, ду, 
дт |] ` ак! aF! дЕ! ӘЕ? ar ӘР! 
ду, ду; | дуу дуз дуу ду; 
әв? aF? 
ду, ду, 
同样 地 ， 
ЭЕ! _ ap! 
ду, дт 
дуз _ F _ 18у] ағ 18у) ах ду, дд 
ai 可 ЗЕ! aFll | aF ӘЕ2 3F2 әр! 
дуу ду, ду дуз ду ауз 
3aF2 ap? 
дур ду; 
用 类 侯 方 法 ,可 以 得 到 关于 x, 的 偏 导数 . ЖЇН 13.9. 
假设 商品 服务 市 场 (IS 曲线 ) 和 货币 市 场 (LIM 曲线 ) 的 均衡 分 别 由 下 面 式 子 给 出 





F'(Y,i;Co Mo, Р) = Y- Co- C(Y,i) = 0 0<Cy<1,C, < g (13.7) 
FPCo Mo, P) = L(Y,;) - МЫР = 0 Ly > 0, L; < 0 (13.8) 
RE, L(Y, D= ИТК, М = 货币 供给 , Co = 自控 消费 ,P= 价格 水 平 , 它 使 M./ P 
成 为 货币 实际 供给 而 不 是 名 义 供 给 .为 了 简化 , 让 P 保持 不 变 . Co 的 变化 对 Y Hl 的 
均衡 水 平 的 影响 用 比较 静态 说 明 如 下 ， 
(a) 求 出 均衡 条 件 (13.7)、(13.8) 关 于 所 需 的 外 生变 量 的 导数 ,这 里 的 外 生变 量 是 Co 








ау ‚зҮ сар 
wl- [c I 16, 56) =о 
ЗҮ |, а} 
Le alt |1 бэр =0 
(b) ЖЕНЕВЕ Жл 
3Y 
© ©] Ten Н 
Ly LE | Lo 
2С, 
JX = В 


(с) RE, 检验 以 确定 雅 可 比 行列 式 | 了 | 到 0, ВВА АА СЯР У. 
J|= (1- Cy)L, + Су 
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应 用 符号 ， |=(+)(—-)+(—-)(+)=(—)<0 

因此 , |310. 

(d) 通过 用 向 量 ВЕ ДӘ 1 列 来 构造 一 个 新 的 矩阵 | | ,并 代入 (13.6) 来 求 
解 一 阶 偏 微分 ,ayy/aCn， 


1 — C; 
[J| = o 





ЮЖ, 
ЗҮ — IT _ Li _ (=) > 0 
| aCo |04] (1-С) + CLy (-) 
自控 消费 Co 的 增加 将 导致 收入 的 均衡 水 平 的 增加 ， 
(e) ЖИНИМ B ERJ 的 第 二 列 构造 | 了,|， 并 代入 (13.6), 求解 第 二 个 偏 微分 
а1/аС&. 





= Cy 1] 


| = = 
1 | Ly o Y 





9 | _ =- Ly = (+) 

ICa [el  (1-Cy)L; + CL, (-) >0 
Co 的 增加 也 将 导致 利率 的 均衡 水 平 的 增加 . M. 的 改变 对 立 和 i 影响 在 问题 13.10 中 
已 得 到 解决 ,也 可 见 问 题 13.8 一 13.18， 


13.4 优化 问题 的 比较 静态 


经 济 学 家 除了 关注 模型 的 外 生变 量 对 均值 的 影响 外 , 还 经 常 对 外 生变 量 对 优化 问题 的 最 
优 值 的 影响 感 兴趣 。 出 于 初始 最 优 值 是 由 一 阶 条 件 得 到 的 , 所 以 只 要 将 比较 静态 技术 应 用 到 
一 阶 条 件 上 就 能 办 到 。 而 一 阶 条 件 是 由 一 阶 和 导数 构成 ， 可 上 见 优 化 问题 的 比较 静 恋 与 二 阶 导数 
和 海 赛 行列 式 有 密切 关系 。 该 方法 将 在 下 面 的 例 5 中 论 及 。 

例 5 一 个 价格 接受 的 公司 有 严格 凹 的 生产 函数 ОСК, 1) .给 定 卫 = 产品 价格 ,+ = 资本 的 租 
用 率 , w = 工资 , 它 的 利润 函数 是 
т = РО©О(К,1,)—УК -wL 

为 了 得 到 一 阶 优化 条 件 , 如 果 我 们 求 导 数 3r/aK 和 axV3L, 并 把 它们 表示 为 隐 函 数 .有 

FI(K,Lir,*e, P) = PQK(K,L)- r = 0 

F?(K, Lir, w, P) = PQ (K,LË) — zo = 0 
这 里 ,把 一 阶 导数 Ок 和 Q, 赋值 为 利润 函数 的 最 优 值 ,通过 这 些 一 阶 条 件 , 我 们 可 以 利 
用 如 下 的 比较 静态 决定 外 生变 最 (r, ш) ЛЕ {ЕЛА ЕЗЕШ (К, Т.) ЖИЕП. 
(a) 求 出 全 微分 一 阶 条 件 的 关于 任意 一 个 外 生变 量 的 并 写成 大 家 所 熟悉 的 矩阵 形式 
首先 研究 资本 的 租用 率 r 对 内 生变 量 的 影响 并 注意 到 一 阶 导数 Ок ЖО, REKAL 
的 函数 , 有 








Әк Әг | |ar С оду 

aR Әр? |D | эк? 

ӘК aLjJiar т а, 
К 


ок aa] dr HB 
Pik РО 
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JX = B 
iJ |= P QrQ ` QikQEL) 
设 二 阶 充分 条 件 满足 , 即 Qu Qi — ©кОк. >0, 那 么 | 了 | >0. 这 里 我 们 注意 到 当 从 一 
阶 优 化 条 件 的 一 阶 微分 求 比较 般 态 导数 时 ,有 j1J|= ТА ,为 了 优化 一 个 (2x2) 系 统 ,我 
们 也 要 求 | 瑟 | >0. 
(b 因为 | 了 | = H|=0 BRE - 阶 和 二 阶 微分 连续 ,由 隐 函数 原理 条 件 成 立 , H T ft] 
可 以 利用 克 荣 姆 法 则 来 求 得 所 有 的 导数 . 








| РОкг 
К {л _ 0 РО _ РӨ) <0 
ar (| | Р QkQ — ©к:©к) 


这 里 ,Kar< 因 为 我 们 假定 生产 函数 是 严格 凹 的 , 意味 着 在 整个 定义 域 都 有 О < 
0, ©кк<0 Ж QkQ > QnrQrk: 我 们 也 从 微观 原理 知道 追求 利润 最 大 化 的 公司 仅 在 成 
本 的 边际 投入 生产 率 下 降 处 进行 生产 .因此 在 生产 的 最 优 水 平 点 , Qi СО 和 Окк <0. FJ 
样 地 ,我 们 会 发 现 








РОкк | 
aL _ | _ IPQ 0j _ - Pik 
дт | iJ: PCQrkQrr - Өк. Qik) 


为 了 确定 这 个 静态 微分 的 符号 , 需要 知道 交叉 偏 微分 Qik 的 符号 , 它 表示 资本 变化 对 劳 
动力 Qi 的 边际 生产 率 的 影响 . 如 果 假 定 它 是正 的 , 则 分 子 的 符号 是 负 的 . 所 以 , 利率 的 
增加 将 导致 劳动 力 使 用 的 下 降 , 至 于 工资 w ИЕК, L 的 影响 , 见 问题 13.19, 也 可 见 
问题 13.20 一 13.24. 


13.5 比较 静态 在 约束 最 优化 中 的 应 用 


比较 静态 分 析 也 可 应 用 于 约束 最 优化 间 题 .在 约束 最 优化 中 , 拉 格 朗 日 局 子 是 一 个 内 生变 
其 ,而 且 在 比较 静态 分 析 中 , 它 被 赋值 为 它 的 最 优 信 (7) .如 果 二 阶 充分 条 件 满足 , 加 边 海 赛 行 
列 式 | 豆 | 可 以 是 正 的 或 负 的 , 它 取决 证 优化 的 类 型 , 但 是 , 它 不 会 等 于 零 .因为 | 了 | = |H |, tE 
| 互 | 天 0, 则 雅 可 比 和 矩阵 不 等 于 零 , 见 例 6.34 | J |=0, 并 人 慨 定 一 阶 和 二 阶 导 数 过 续 , 我 们 从 隐 范 
数 定理 可 知 内 生变 基 的 最 优 值 可 表示 为 外 生变 芋 的 隐 范 数 , 而 且 所 要 求 的 比较 静态 导数 可 通 
过 克 莱 姆 法 见得 到 . 例 6 提供 了 例证 . 
例 6 假设 一 个 公司 处 于 完全 竞争 的 要 素 市 场 和 产品 市 场 ,追求 产 出 gK, LORAK. AEN 

足 给 定 的 预算 约 东 条 件 





"К + ші. = B 
的 拉 格 朗 日 函数 是 
Q = g(K,L)+AB-rK- wL) 

且 代 表 一 阶 条 件 的 三 个 一 阶 微分 (0Q/3K ,3Q/3L,3Q/34) 可 表示 为 如 下 隐 活 数 
F'(K.L,Air,u, В) = QK(K,L)- à = 0 
P'(K,L,Air, u, B) = QI (K.L) — ий = 0 
FK, L, àir, ш, B) = B — rK ај = 0 

并 假定 微分 连续 且 满 足 二 阶 充 分 条 件 , 从 这 些 约束 最 优化 的 一 阶 条 件 中 我 们 可 以 用 比 

较 柄 态 确定 任何 外 生变 星 (x,w, B) 的 变化 对 三 个 内 生变 世 ( 下 , [ ,站 ) 最 优 值 的 影响 . 


为 了 找到 预算 B 对 内 生变 其 的 最 优 值 的 影响 , 我 们 需求 出 三 个 函数 关于 B 的 导 
Ж. 


数理 金融 引 沦 















































ЗЕ! aF! ӘЕ ГК] дЕ! | 
IK AL аА 138 3B 
ЗЕ? ӘЕ2 aF | ƏL |_ | ӘБ? 
К а} ӘА ||ӘВ aB 
эк? ар? ӘБ |94) | ӘР? 
ак аг ад Ј9В- | ав. 
或 特殊 地， 
2K] 
J 
Окк Qk 一 了 B 0 
д], 
Qik Qi 一 0 эв = 0 
-r -uw 0 2 一 
JBJ 
lJ 1= Өқк(- w) - Ql- rw) — r(rQr; — wQ) 
| J I=- w Qr + тод — тб + rwQ > 0 


因为 j 了 | = |Н|(% 12.5 节 ), 如 果 满足 二 阶 充分 条 件 , 那么 对 约束 最 优化 来 说 , |Н ]>0. Н 
为 处 于 完全 竞争 环境 中 , 利润 最 大 化 公司 仅 在 投入 的 边际 生产 率 下 隆 { Qkk, Qu <0) 的 
范围 进行 生产 ,所 以 ,只 要 KK 和 上 EEH Q Qik 220), MIRARE, WE K 
和 工 ЖЕКЕ Qu Ок <0), 则 二 阶 条 件 是 否 满足 ,取决 于 直接 偏 微分 和 交叉 偏 微分 
的 相对 强度 . 

ВР 11 = 19 |520, 并 假设 一 阶 和 一 阶 微分 连续 , 则 我 们 可 以 使 用 克 菜 姆 法 则 来 求 





所 要 求 的 导数 ， 
Qk —т 
її] 
1 TORENS -I -w 0 _ Qk. Qhi 
“әв |] lJ| | 


当 KAL 互补 时 3K/3B>0, 当 KK 和 LL 可 替代 时 , 它 的 符号 不 确定 . 




















Окк Ü >r 
Qik Ü -w 
3 _ p| _ 一 了 -1 0 = >к 
ШЭ iJ | 1 
当 K 和 工 互补 时 ,3L/9B>0, 当 下 和 LL 可 替代 时 , 它 的 符 导 不 确定 . 
Окк Өк, 0 
Оук Qu 0 
3 дА _ [1431 _ – — te -1 -TL Qiru -Qk Qr) 
: |J| І РА 
31/28 不 确定 пу А, [а] й 13.25-13.29. 
13.6 包 络 定理 


利用 包 络 定理 我 们 可 以 仅 通过 求 出 拉 格 朗 日 函数 关于 所 要 研究 的 外 生变 量 的 导数 并 在 最 
优 解 处 距 值 ,就 可 以 度 基 任何 该 外 生变 其 的 变化 对 目标 函数 的 最 优 值 的 影响 , 它 的 合理 性 在 例 
了 中 国明 , 并 在 鲍 8 中 给 出 证 明 .“ 拉 格 朗 日 乘 子 近似 等 于 约束 常数 微小 的 变化 对 目标 函数 最 
优 值 的 边际 效应 "(5.6 节 ), 包 络 定理 也 为 这 个 前 面 已 提 到 过 的 描述 提供 了 合理 的 解释 。 包 络 
定理 对 四 规划 的 后 继 工 作 的 一 个 重要 启示 为 ;如 打 在 函数 最 优点 处 ,1 = 0， 则 约 东 - - 定 是 松弛 
的 ;反之 ,如果 约束 是 松 н, ШЖ А = 0. 
#7 . тахх(х, уза, Б) 

满足 


A ER К РИП А 
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例 8 


flr,yia,b) 
拉 格 朗 日 两 数 是 
2(х, y Аза, В) = z(z,y;a,b) + АР, уза, В) 
一 阶 条 件 是 
Z, = z.(#,yia,b) + АД ХХ,уза,&Ь) = 0 
Z, = z,(3, ysa, b} + АР, уза, Б) = 0 
Z, = f(z,yia,b) = 0 
如 果 我 们 假定 所 有 的 函数 一 阶 和 二 阶 导 数 连 续 并 假设 
Zar + АЙ, 21у + Af 六 
Zy + АЙ „+ АЙ fy 
fr fy 0 
ЖИПКЕ ERAÉ TE EA АВИА S R А УКЕ E ҖЕ Ж. 
Z(z,y,)sa,b) ==[z(a,b),y(la,b)sa,b] 
+àA(a,b)f/[z(a,b), уба, Б);а, b] 
= Н iA RR КАН ИНЕТИ ГЫ] El ШЖ. 
z(a,b)= <[z(a,b),y(la,b);a,b]= z(a, b) 
EAER: Bl Н ра РЕ ЕА 沁 为 5, 的 篇 导 数 等 于 拉 格 朗 日 函数 
关于 同一 外 生变 量 的 偏 导数 . 即 


JJl = = 0 














dp b 
为 了 证 时 包 络 定理 , 只 须 上 式 成 立 . 
使 用 链 法 则 求 出 交接 自 标 欧 数 的 导数 ,并 在 最 优 解 处 赋值 , 有 


# _ JF 


347 292610934 Z, 
接着 , 代入 由 前 两 个 一 阶 条 件 得 到 的 = = 一 4， z= — ify 


az _ |), az, аз 
дь =- | f эь! fy др + z; (13.9) 


又 由 第 三 个 -- 阶 条 件 ,我 们 有 
Jflz(a,b),yla,b),a, b] == 0 
KERF b 的 导数 并 整理 ， 








z 


— =-% 
然后 把 - f, RAO. IRH, 
S£ = (zr + Àf) = 2 QED. 
拉 祝 朗 日 函数 关于 某 个 外 生变 量 的 导数 在 最 优 和 解 处 的 值 就 是 该 外 生变 量 对 目标 函数 最 
ФЕНА PJ) ЖЕЦЕ а HE РП] ҖЕ НЕЗ. 
ааг ЖИА E 0326 382 ДЕК ТЕБИШ. 
тахи(х,у) 满足 par + py = Н 
如 果 一 阶 和 二 阶 导 数 连 续 , 由 一 阶 条 件 的 内 生变 量 的 导数 构成 的 雅 可 比 行列 式 不 等 于 
零 (或 不 靳 近 于 零 ), 那么 拉 格 朗 日 函数 可 以 写 为 
U(z,y,A iba py В) = u(7Z,x) +X(B - pz — p5) 
间接 目标 函数 是 
VCE, Yipes Py B) = и[ (р, pa В), 5( ps, p,, B)] 
于 是 利用 包 络 定理 估计 三 个 外 生变 车 的 任何 一 个 的 变化 对 目标 西数 的 最 优 值 的 影响 ， 
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有 

(a) 20-44 
(b) арра 709 
С ов СЭВ С^ 


在 (ce) 中 ,a 可 以 称 为 货币 的 边际 效用 , 即 消 费 者 由 他 或 她 的 预算 或 收入 的 微小 变化 得 
到 的 额外 效用 ,注意 到 预算 约束 (B) 仪 在 约束 中 出 现 , 该 导数 很 容易 从 拉 格 朗 日 函数 中 
得 到 , 在 (ay 和 {b) 中 ,假设 从 (ce) 得 来 的 收入 的 边际 效用 是 正 的 , 当 效 用 最 大 时 商品 价格 
的 变化 对 效用 有 负 影 响 , 且 影 响 程度 以 该 种 商品 的 消费 量 为 权 数 , 由 于 价格 只 出 现在 约 
束 中 ,导数 也 很 容易 从 拉 格 朗 日 函数 中 得 到 , 见 问 题 13.30 一 13.32. 


13.7 [ШУ ж 


到 目前 为 赴 我 们 所 见 的 约束 优化 的 经 典 模型 中 , Ру B ДЕРЕ КЕЗЕК {Н а, 在 形 如 个 人 想 
在 花费 不 超过 x 时 效用 最 大 化 ,或 商人 在 生产 不 低 于 x 单位 产品 时 花费 最 小 的 经 济 问 题 中 ， 
总 是 要 求 弱 的 不 等 式 约 东 , 之 所 以 称 这 类 非 线性 规划 为 凹 规划 ,是 因为 其 目标 函数 和 约 东 函数 
均 为 四 的 ,但 是 凸 函数 闫 不 排除 在 外 , 因为 凸 函 数 的 负面 就 是 四 函数 , 凹 规划 的 最 大 化 问题 为 
标准 形式 ,最 小 化 问题 , 可 以 通过 最 大 化 负 的 函数 来 转化 . 
给 定 一 个 满足 不 同 四 目标 函数 和 约束 函数 的 不 等 式 约 东 的 最 优化 问题 ， 
tmaxFf(zriy rs) 满足 glz 2 0 
而 且 , 相 庶 的 拉 格 关 日 郑 数 是 
Frzbz2A) = хра) + ¿g(zi zx) 
最 优化 的 一 阶 充分 和 必要 条 件 , 称 为 库 恩 - 塔 克 条 件 ,是 


а _ 
1. (а) SE = (zi, ža) + Ае (7,,29)50 


(b) 2,220 


(с) z: 2E =0, i=1,2 
Ti 


Zi хә б) 


2. (а) 9 =е(ж,в);®0 
(b) А20 
(с) À —=ÜQ 
这 里 ,(c) 中 的 条 件 称 为 补充 松散 条 件 , 表示 А 和 产 ( 葡 ) 不 能 同时 非 零 .因为 一 个 线性 函数 是 四 
的 也 是 西 的 ,尽管 不 是 严格 四 的 或 严格 凸 的 ,满足 库 恩 - 塔 克 条 件 的 线性 函数 组 成 的 四 规划 癌 
题 将 永远 满足 最 大 化 的 必要 充分 条 件 . ' 

Ж (1) 当 条 件 2(a) 要 求 拉 格 朗 日 函数 关于 А 最 小 化 时 ,条件 1(a) 则 要 求 拉 格 朗 日 函数 
关于 z1 和 zs 最 大 化 .这 意味 着 中 规划 由 在 寻找 控 格 衣 日 函数 的 一 个 鞍点 , 来 优化 满足 不 等 
式 约 东 的 日 标 函数 ， 

(2) 四 规划 中 的 约束 永远 表示 为 大 于 或 等 于 零 . 当 等 式 成 立时 , 变量 减 常 数 (一 般 在 等 式 
ПШ) ЕМИЕ АЛ, 但 在 四 规划 中 , 减法 顺序 是 其 为 重要 的 . 见 问题 (13.33). 

二 个 一 组 第 件 (a) ~(c) 的 合理 性 可 在 例 9 中 见 到 , 例 10 提供 了 一 个 基本 的 最 大 化 方法 的 
演示 . 对 于 最 小 化 , 见 问题 13.34. 对 于 多 约 东 , 见 问 题 13.39. 对 于 其 他 应 用 , 见 问题 
13.33 一 13.42 
例 9 考虑 一 个 单 变量 函数 , 我 们 寻求 它 在 第 一 象限 的 -个 局 部 最 大 俏 , 这 里 x >>0 可 能 有 三 

种 情形 , 每 一 种 有 稍微 不 同 的 条 件 , 见 图 13-1. 
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图 13-1 


(а) 求 下 点 的 最 大 值 ,得 到 一 个 内 部 解 

Fr(z)=0 H xy>0 
(b) 求 G 点 的 最 大 值 ,得 到 一 个 边界 解 

flr)}=0 且 х= 0 
(c) 求 互 或 了 的 最 大 值 , 均 得 到 边界 解 

Р(х) < 0 且 x = 0 
然而 , &Ж%—Ж [ШЖ ИНВЕ т, E| ЗЕ {ГЕ hh AMA Ю.К, Pil 

f (rz)=< Ü х 22 Ü 且 хр (х) = 0 

jx JE 4k 1121 BIB А-Я ТЕ ЖГ, 该 条 件 自 动 排除 掉 了 不 是 最 大 值 的 点 ,如 (al) 
中 的 K 点 ,因为 f (K)>0. 


例 10 一 个 消费 者 想 在 不 超过 预期 预算 的 前 提 下 使 效用 达到 最 大 , 他 面临 下 面 的 四 规划 问 


题 ， 
maxu(z,y) MÆ В- pe — by 20 х,у;>0 
拉 格 郎 日 函数 为 
U = и(х, у) + À(B ~ pa - руу) 
利用 库 恩 - 载 克 条 件 , ЗА НСА CATARA x Ay 最 大 化 , 检验 相关 条 


件 . 
dU =- 90 
1. > =u = 0 = 

(a) нү Р. ду 


= u, -àp <S0 
(b) ==O yz0 
(с) z(u, Ap )=0 y(u,- Ар) =0 
接着 对 拉 格 朗 日 函数 关于 约束 变量 А 最 小 化 , 并 检验 相关 条 件 . 
2. {а) TEEB- pä- p20 
(b) 20 
(с) А(В-р®-—-ру)=0 
这 样 可 得 到 二 个 非 平凡 解 :(a) z,5>0,(b) z=0,5>0 和 (c) z>0,5=0. 
下 面 处 理 前 两 种 , 第 三 种 作为 个 人 练习 . 
(а) ”第 一 种 情形 .如 朵 ,5>0, 那么 从 i, 
u: Aps =Ü и - Ар, = 0 
因此 ， 


A= A= (13.10) 


又 因为 Prs b 20, 并 假设 消费 者 永 不 满足 ， 即 Hry Чу >0, 
à > 0 
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ШЖ 1 ,那么 由 2(e)， 
B - p= - ру = 0 

预算 约束 为 严格 等 式 , ПЛЕ 1Х КК ЖА, е, у T US SR Em 4 
是 它 的 下 方 . 
通过 重新 构造 {13.10), 可 成 为 
| u р. 

Hy Р. 
чх, 920 成 立时 wsya = 无 差异 曲线 的 斜率 , р/р, = 预算 线 的 斜率 , 则 无 差异 曲线 
将 在 最 优点 与 预算 线 相 切 , 而 且 将 得 到 一 个 内 部 解 , 当 预 算 药 束 萌 数 是 严格 等 式 时 , 即 
第 一 种 情形 ,此 时 r. y >0, 实际 上 等 价 于 古典 约束 最 优化 问题 , 见 图 13-2(ay》， 











{Б) 


图 13-2 


(b) 第 二 种 情形 .如 时 让 =0, 了 >0, 那 么 从 区 ce)， 
и, — Ар, < 0 u, — Àb, = 0 
和 


= < і = = (13.11) 


pr y 

假定 р, Pyr uz, u 20, ВАА, ВНА 2(с) Ж, 预算 约束 是 严格 等 式 , 而 不 是 弱 不 等 
式 ,即使 只 有 一 个 变量 大 于 零 , 而 其 他 等 式 等 于 零 .这 意味 着 最 优点 к, у 再 次 位 于 预 
算 线 上 方 ,而 不 是 位 于 它 的 下 方 . 
用 (13.11) 左 边 不 等 式 中 六 替代 (13.11) 式 右边 等 式 的 】= u py, 有 

Hr — Hy и, ps 

рр È u S, 
这 意味 着 沿 着 预算 线 , 无 差异 曲线 处 处 比 预 算 线 半 坦 ， 导致 在 堪 上 方 有 一 个 隅 和 角 解 , 见 图 
13-2(b) ,在 陋 角 解 处 , 与 预算 线 刚 好 相 触 的 最 高 无 差异 曲线 较 预算 线 平坦 或 者 -- 样 、 
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只 含 一 个 外 生变 量 的 比较 静态 


13.1 例 1 给 出 模型 如 下 
Ор = m — пР + рү (m,n,Ë > 0) 
Qs = а + Бр (а,Ь > 0) 
且 假 设 我 们 收入 的 实际 信和 参数 是 
Y = 100, т = 60,n = 2,k = 0.1,а = 10, FH 五 =0.5 
(а) 求 均衡 价格 和 均衡 量 , (b) 利用 比较 静态 估计 $ 1 的 收入 改变 对 均衡 价格 的 影 
Ий, (с) 通过 估计 均衡 价格 以 验证 比较 静态 分 析 的 结论 ， 


第 十 三 章 “比较 静态 利 四 规划 
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13.2 


13.3 





解 上 (a) 
Qp = Qs 
60 - 2P + 0.1(100) =10 + 0.5P 
-2.5P =- 60 
P'=24 Q=% 
(b) (13.3) 
dP" 2 
dy ben?” 
代入 =0.1,5=0.5,n =2, 
АР" 01 _ 
JY ^й.5+2 70% 


М А Sa e RE RA 4р. 
(«) 重新 估计 Y = 101 时 的 均衡 价格 ， 

60-2Р+0.1(101) =10+0.5P 

-2.5P = ~ 60.1 
P'=2404 Q.E.D. 

假设 

Qo = m — nP -eP +sP, (mn,c,s > 0) 

Qs = a + pP – šP, (a,b,i > O) 
ХШ P = ЇЙ, Р, = 互补 品 价格 , Р, = Ве, Р, = 投入 要 素 价格 , (а) 找到 
均衡 价格 P'.(b) Rh P. 和 PP, 的 变化 引起 的 比较 静态 导数 ， (с) 找到 关于 均衡 条 
ТЕ БЕК (4) ”从 它 导 出 关于 Р, 变化 的 比较 静态 导数 . 
Ж 6 (а) 均衡 条 件 是 





m = nP – eP, + sP, =a + bP – iP; (13.127 


m — a ~ eP, + +P, + iP; =(b + пур 
т-а — cP, + sP, + iP, 





Р' = 
b +n 
(by 只 要 当 独 立 变 景 不 只 个 时 , 我 们 必须 依据 保证 其 他 独立 变量 不 变 的 贪 导数 进行 研究 ， 
ар* -e ар" i 








aP. р-п ар, btn 
(c) 从 (13.12) 得 
m — nP - cP, + sP, — a — bP + P, = 0 
3P* Fe 5 
(4) 3P, Fp ф+п 
假设 一 个 两 部 门 收入 决定 模型 ,这 里 ,消费 依赖 于 收入 ,投资 是 自控 的 ,因此 
C= bY, I= ,0<6<1 
5 Y=C+1 和 对 ,产生 均衡 ,(a) 求 出 收入 水 平 Y "的 显示 表达 式 .(b) 利用 比较 静 
态 估 计 自 控 投 资 r 的 改变 对 Y' 的 影响 . (с) 从 隐 范 数 找到 同样 的 比较 静态 导数 ， 
(9) 显示 地 评估 边际 消费 倾向 5 的 变化 对 Y* 的 影响 . (е) 隐 式 地 评估 边际 消费 倾 
向 5 的 变化 对 YY* 的 影响 ， 








解 ЕР (O Y=C+1 
КА. 
Ү = bY+ (13.13) 
Ү- ёҮ = L 
* _ To 
үет (13.14) 


(b) 自控 投资 H Y' 的 影响 是 
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13.5 


13.6 


dY` 1 


di. = > Ü 
Ж 0<ьЬ<1 
(cj， 把 (13.13) 式 都 移 到 左边 , #1718 РЕ 8 0 
Y-— bY - f = Ü (13.15) 
TERRE TRIR Ea Bš ЖОЕ DI 
ау” Ё, 
I] Fy 
这 是 Е, = -1 和 Fy=1- 5. ВШ, 
Чу“ -1 





I 
dh 1-6 1 20 


(9) ”如 果 把 对 边际 请 费 的 倾向 р 看 成 是 一 个 外 生变 量 , 而 不 是 一 个 参数 ,我 们 有 -- 个 个 独立 变量 的 
函数 , 而且 必 须 求 出 偏 导 数 保证 r 为 常数 .首先 , 应 用 商 的 法 则 于 (13,14) 式 的 显 函 数 . 








ду" b 
ðb _ (1-5) 
(13.14) КА, ЖҮ" = J /(1- b), E 
әү” у" 
ap ~ (1-5%) 


(е) 进一步 ,把 隐 哺 数 法 则 町 于 (13.15) 式 , 当 在 了 * 点 处 赋值 时 ， 


2Y" Б Yt 

3b  Fy l-b 
隐 函 数 方 法 尽管 开始 时 好 像 很 力 难 ,但 从 长 远 角 度 来 说 , BARTAS MAS 
13.$ 和 13.6. 
一 完全 垄断 者 的 总 收入 和 总 成 本 函数 如 下 ， 

TR = mQ – nQ?, TC = kQ (m,m,Ë > 0) 

分 别 从 (a) 显 函数 , (b) 隆 函数 出 发 考察 单位 栏 + 对 其 利润 最 太 产 出 水 平 的 影响 
W кюз) 单个 物品 的 利润 x 是 


x = mQ -п@°- FQ -Q 











i =m —-2nQ — & — t = Ü (13.16) 
Q" = 20-1 利润 最 大 化 的 产 出 水 平 
于 蚌 , 从 上 面 的 显 浮 数 ,比较 静态 微分 估计 每 单位 税 :的 变化 对 Q* 的 影 啊 是 
89" л 
їй 725 < 0 


(b) А(13.16), 8 K 5 tran a 8 E: 
m —2nQ  — p — t = Ü 
通过 隐 函 数 法 则 


8918 | 
dë T Fot | 2п < Ü 


假定 一 个 两 部 站 收入 决定 模 理 ,用 一 般 函 数 表示 为 

С = C(Y),[ = l 
当 Y= 《+ 了 时 达到 均衡 .(a) 决定 收入 ҮЛЕК Y" HBAR. O) 估计 自 
ERY 的 变化 对 Y “的 影响 . 


Ж кє) Y-C(Y')-h=0 
(b) ayt Р 1 





dlo Fyt 1-Cy° 
在 问题 6.4 的 模型 中 ， 由 模型 得 到 的 均衡 条 件 和 收入 均衡 水 平 站 的 显 函 数 分 别 是 
Y = Co + БҮ — bTo — btY + La + Go (13.17) 
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和 
Y= TC — bTa + D + Go) 
我 们 也 发 现 , 相当 篇 化 以 后 ,对 于 税率 : 的 变化 对 收入 均衡 水 平子 的 影响 的 比较 静态 
导数 是 
2Y -bY 
t l-b+ib 


(а) 找到 (13.17) 中 均衡 条 件 的 隐 冰 数 , (b) S T E G EB {НИШ ОВЕ 
方便 ,从 它 导 出 相同 的 偏 导数 a 立 /at . 
W ЕР (a 从 (13.17) 知 ,均衡 条 件 的 隐 范 数 是 
Y - Ca — BY + bTo + btY — D = G = 0 
(b) А Ж ЕШ, 
a F =? 
B Fy 1-р+ы 
13.7 在 问题 6.7 和 6.8 rH, 由 模型 导出 的 均衡 条 件 和 收入 的 均衡 水 平 的 显 函 数 分 别 是 
Y =Co +b(Y - To — tY)+ D + G, + Xo- Zo — z( Y — To- zY) (13.18) 








Y 





Tp + зы CT ?Те t D + Go + Xo- Zo + Ту) 


我 们 也 发 现 , 相当 简化 以 后 ,边际 进口 倾向 z 的 改变 对 了 的 影响 的 比较 静态 导数 是 


У-Ү, 

аз 1-Ь+м+е- ж 
(а) 寻求 (13.18) 式 的 均等 条 件 的 隐 函 数 ,(b) 从 它 导 出 同样 的 导数 2 了 /32 使 你 再 
次 相依 使 用 隐 汞 数 研究 的 便利 ， 


# г (а) 从 (13,18) 式 知 ,均衡 条 人 忻 的 隐 函 数 是 
Y - Co = lF - Ta ~ F) - Io - Go = Xo + Za + z(Y — To- tF) 





(b) MERIEN, 
ay Е, Y-T- - Y; 
да Fy  1-Ь+и+с-и l-biza 
含有 条 个 内 生变 量 的 比较 静态 
13.8 MERRI EM, 
& Ет 给 定 方程 组 


Рур у, dE Ta Z.) = Ü 


2 
f (урь 9,779 уар, ло, хн) =Ü 


f'lyn yas атгах) =0 
如 果 上 面 所 有 函数 关于 T # у 的 偏 微分 连续 , 而 且 如 果 在 一 点 (yn， 320 a Yeni gs Жой, ТУ Emot HI 
所 有 函数 F. 关于 所 有 独立 变量 y 的 偏 微分 组 成 的 雅 可 出 矩阵 非 零 ,如 下 面 表示 








дуу дуз у, 
|lyl= |91 ау ә, 
Р ә Әр 
дур dy ду, 


那么 存在 一 个 x 维 领域 N, 在 这 个 领域 中 变量 Уз, уз," у, 是 变量 zl x;，…, xz。 AEAN, ERM 
下 
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Уза =f'(Ti Ta но) 
эю = (хав, ар 7 Emo) 
Ум 一 天 (Tina Zao) 
BEAR 1, 产 ,…, 产 关 于 所 有 独立 变量 是 连续 的 且 有 连续 的 偏 导 数 . 比较 静态 导数 的 求法 已 在 例 3 


中 给 出 ， 
13.9 ”研究 例 3 中 的 模型 ,其 中 
Еур, yzi хо) =0 
Е(уџ, зруху z2) =0 
求 系 统 关于 +, HEPER. 
Ж тю 求 出 两 个 函数 关于 >, 的 全 导数 ， 


дЕ! a арі д åF! 
PEO дуу AFl ду, дЕ! 














дуу т, ду, дт, Bx, =0 
ӘБ? дуу aF ду; 3F2 _ 0 
дур джу ду дух, dr 
把 函数 关于 т, 的 偏 导数 物 到 右边 , 有 
ду y, | |9x2 dr 
aF 9F | jay] | эк? 
дуу дуз- Lar, 9х3 
JX = B 
这 里 
aF1l 3 2 2 3 1 
сро PEL .3E э Әрі 


By, Bys 3 дуу 
为 求解 一 阶 导数 ,ayiyax2, 用 商量 B 的 列 替 代 J 了 的 第 1 列 构造 一 个 新 前 矩阵 |Ji 1 并 代入 (13 .6)， 














Эх; ду; 
дур _ [J| _ Jz, ду, ` 9х) ду, дт; ду, 
az lul aF! aF: ӘР! ,3F? ЭЕ? ЭЕ! 
дуу ду, дуу ду) ду, ду, 
ЭЕ? aF 
дуу дуз 
同样 地 
aF! ЗЕ! 
yi 2х) 
ду; _ JT; = fyi эт | 一 ау хз дуу ах 
ЕЕ 1 ЗЕ! aF! AF! ЭЕ? ЭЕ? ЗЕ! 
дуу дуз дур дуу дур ду, 
ағ2 дЕ? 
ду, ду» 


13.10 Ба 中 模型 
Y - Co- C(Y,i)=0 0<Cy<1,C, < 0 
L(Y,i)- Mo/P=0 Ly >0, L, < 0 
利用 比较 静态 分 析 货 币 供应 Мо 的 变化 对 Y Hl; 的 均衡 水 平 的 影响 ,要求 p 是 常量 
Ж 求 出 关于 M 的 全 微分 ， 


Cr 2 
ам 了 TMT 
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əy | | 1 _ 
CEEE ЭМ Т?Р =0 
把 它们 设置 为 矩阵 形式 
ЭҮ 
1- Cy -C1|3Mo 0 
| Ly L. | ө | Le] 
ам, 
ЈХ = В 
这 里 


[J| = (1- CyL, + CLy 
lJi = (+)(—У+{-)(+) = (-) < 0 
接着 ,我 们 攀 得 一 个 新 矩阵 | 万 1 求解 一 阶 微 分 3 到 /3M. 











мі = 
J = = = 
! I/P Li P 
和 
эм, z- l-5 - РЇП Ср; +С] (0920 


货币 供应 Mo 的 增加 会 导致 收入 的 均衡 水 жю RaM 
1-С, 0 | _ 1- Cy 


| 五 | = Ly 1/Р = P 








ЭМ, F = jl = PIO- 25 a +CLy] < 0 
Мо 的 增加 将 导致 均衡 利率 的 下 降 ， 
研究 与 问题 6.4 相似 的 由 三 个 联 立 方程 组 成 的 系统 ， 
Ү= С++ Go C = Co + в Y —- T) T = To + РУ 

(а) ШУНА MARIER. (b) 求 出 一 般 函 数 和 具体 函数 的 雅 可 
EER (с) 用 年 阵 形式 表示 一 般 和 具体 函数 关于 G. 的 全 微分 .接着 求 出 下 列 偏 导 
数 并 标明 其 符号 (d) 2Y/2Ga (е) 3C/3Go 和 (fy 9T/3G0., 
Ж Fa 

Е'(Ү,С,Т С, lo Gop Tab, t) = Y- C- I > G = 0 

ЕУ, С, TiCo do Go, Tab, t) = C- Ca Q 5(Y - T) = D 

F*(Y, C, TyCo fo Go Tob) = T- To- tY = 0 
(b) ВАТА Р ЕГА B ЛЕ Et sk yh ЗУ ЖЕ BL U (ЙК E НЕВЕ. 


aF! ӘР! 
С aT 


aF? ә? 
ас әт 
aE ЭЕ) aF’ 
A С эт 


|| = 


азан |Ә 
хе МЯ 








®—{ Ж 





IJl = 1(1)-{-—1(-5»+юы)=1—-5+ юм 0 
(с) 求 出 一 般 函 数 关于 Go 的 全 微分 ,设置 为 现在 人 们 熟悉 的 答 阵 形式 , 并 用 内 生 恋 量 上 面 加 -- 
“ 横 " 表 示 他 们 在 模型 的 均 衔 处 赋值 ,有 








aF! арі әр [эү] | ӘЕ!] 
ӘҮ әс әт | |26, б 
ак: aF әр} рәс) ү ә 
ayY ас ƏT||2G,| ` 26, 
aF? ә ав‘ |aT aF 
2Y әс JTI AGa IGal 
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有 关上 基体 函数 的 相同 微分 是 
3G 
1-10 2 1 
-$ l i © = |0 (13.19) 
-t ü 1 әт 
DGo 


Жир в 的 符号 随 着 知 阵 移 到 等 号 的 右边 而 改变 ， 


(9) 为 了 求解 937/3Go 四 (13.19) 式 矩阵 X 的 元 素 &11, 我 们 用 下 代替 于 的 第 一 列 建立 新 矩阵 
ТЛ. ЭЕ 9 (13.6). 


-1 
К 1 | 
зҮ _ || l 01 1 
Go J Е IJ; 1-5 +b 
(=) 为 了 求解 9C73Go, 80013.19) 098 X HER а. ROA В ЖУ 的 第 二 列 建立 新 给 阵 
|7;| 并 使 用 (13.6). 





> 0 





110 
-b ü Б 
С Jz 2.74. 0 1+ _ (l-t) > 0 
aGo |0 1J 1  1-b+Ët 


(D 3 TORWƏAT/3GO, BD (13.19538 BE X Han SIE] p {Жу 的 第 一 列 建立 新 矩阵 |J,| 
并 使 用 (13.6). 


1 -1 1 
Z- f- > 
使 用 前 面 问题 13.11 中 模型 ,这 里 初始 雅 可 比 佐 阵 | 保持 不 变 , (а) ”用 矩阵 表示 关 
于 To 的 一 般 和 具体 函数 的 全 微分 .然后 求 下 列 偏 导数 并 注 明 其 符号 (b) 3 了 /3T,， 
(c) aC/aTo 和 (d) ӘТ/ат,. 


ШОБ (2) MERER, Жайт T, 的 全 微分 是 











ЗЕ! ЗЕ дЕГ\ Гау _ Е! 
зү 2с эт a To ат, 
aF? aF? әр? || әс әр? 
2Y әс әт | |әт,[ | ат, 
aF? ЕЎ ЕЗ | | 3T ap? 
3Y әс 3TJ Ta ЭТ, 
具体 函数 的 关于 T 微分 是 
аў 
aTa 
1 -1 OÜ _ Ü 
a0 | 
-b 1 b этү” 0 
-t Ü 1 әт 1 


(b) ЖТЖ ӘҮ/ӘТ,, B) (13.19) 23 EE y HER еи, 我 们 用 p R J 的 第 一 列 建立 新 矩阵 
11 并 使 用 (13.6). 








Ü 
t 
зҮ h L 0 1 - 6 
ат, ЈГ lJ! ктү, 
(e) 为 了 求解 23C7aTo, (13.19) Е X 068203, 我 们 用 BB RSJ 的 第 二 列 建 立新 矩阵 | 了 ;| 
并 使 用 (13,6). 


第 十 三 章 ”比较 静态 和 四 规划 “251 ， 














1 0 0 
Е п № 
эс _ 12| -4 1 1 -4 
ITa 1417 Fš = TI 
(dy 为 了 求解 3T/3To, 我 们 用 в 代 蔡 J 的 第 一 询 并 使 用 (13,6). 
1 -1 O 
-ь 1 I 
әт 12| =: Ü 1 1-5 
Т, ШЇ Г] =i pra?’ 





13.13 ”对 于 问题 13.11 相同 的 模型 , (a) ”用 矩阵 表示 一 般 和 其 体 函 数 关于 税率 ! 的 全 微 
分 .然后 求 出 下 列 偏 导数 并 注 明 其 符号 (by дҮ/д:,(с) 3C/2: 和 (dj 3 于 /at 


W ске) 关于 :的 一 般 函 数 的 全 微分 是 








aF! əFl ӘБ! ray _аЕ! 
2Y әс ӘТ |ә; д: 
Е? Әр? Әр? | |әС _ ӘЕ? 
aY әс ат д | 可 上 
Әр? әр? artat) | ar 
у ас aT? дг 
具体 函数 关于 + 的 微分 基 
ЗҮ 
д 
1 -1 gi” 0 
ec | 
-= 
Ё Ü 1 əT Y. 
dt 


(b) 对 于 3a77at， 











“一 [7T= GI “Тт-ь+ы*©*% 
(с) рәС/ә:, 
100 
-h Ü k 
С J: -: Y 1 - bY 
a [у] = [1 =I-pr a’ 
(d) 对 于 3Tj32, 
1 -1 0 
- 1 0 
ФТ 可 -t 0 Y ü-HY 
ar ` [у] 7 [rT =1-ь+ы 7’ 


13.14 ”给 定妆 入 决定 模型 
Y = C+ D + Go + X, -Z C=C +bY Z= Z +=x=Y 
这 里 多 = 进 口 ,Z = 出 口 ,零下 标 表示 固定 的 外 生变 量 , (a) 把 方程 系统 表示 为 一 般 
和 具体 隐 范 数 .(b) 用 矩阵 表示 一 般 和 具体 函数 关于 出 口 Xo 的 全 微分 .然后 求 出 下 
列 人 篇 导数 并 注 骨 其 符号 (c) 32¥/3Xo,(d) әС/әХ, (e) 92 /9 Xo. 
E ëZ (a) 
F'(Y,C,Z;Cu Ios бо, Xo, Zob, 2) = Y- C-l- Go- Xa + Z = 0 
F2(Y,C, ZiCos Io бо, Ху, Za b, z) = C- Co-&8Y = 0 
ЕЗҮ, C, 2500.1. бе, Xo Zb, z) = Z - Zx = zY = 0 





.252 ， 数理 金融 引 论 














(b) 
әгі Әрі aF!| [21 aE 
зү JC 97 IXa Xo 
ак? ар? aF | (2 | 2 
ay ac 27 | |3Xo0| эх, 
aF? aF? ӘР? | |22. 2р? 
ay 3C 821 Xeo Хо] 
гау. 
ӘХ 
1-1" 1 
2с |_ 
-è тох (0 
- Z 0 1 PA 
Xa 


(e) 对 于 a YY/9 Xp, 











. ахь 10 [J =i p??? 
(d) 对 于 3aCG79X0， 
1 1 1 
-ь Ü O 
с _ |0 -z Q1 b 
axo J| ` J| I-t? 
(e) РӘХ, 
1 -1 1 
-6 10 
2? ИЕЛ = D . & 
эх, JE” [rl =т-а+. 7% 


13.15 ”使 用 问题 13.14 中 的 模型 , (a) КЕ Ж телу АЙКЕ ЖЕ ТАНУ h КН ТАЈ b 
的 全 微分 .然后 求 出 下 列 偏 导数 并 注 明 其 符 导 (b) дУ/дЬ,(с) ƏC/Ə3b 和 (d) 











2Z/25. 
зу 
1 -1 111° | ro 
Ж #F (а) – 6 1 0 < = |Y 
db 
0 -1 1 
Y 1 Ü 
a¥ і 10 Ü 1 Y 
(Ы Б у T E T 
1 Ü 1 
-bp Y 
Әс 1-х 0 1) _(1+»)ү 
(o) ap ЈГ F i ate”? 
1 -1 O 
-b 1 Y 
2 lhl Zz U 0 zY 
(а) 3 Л re 


13.16 ”继续 利用 问题 13.14 中 的 模型 , (а) ”用 矩阵 形式 表示 具体 函数 关于 对 边际 进口 倾向 
z 的 全 微分 .然后 求 出 下 列 偏 导数 并 注 时 其 符号 fb) 2Y/3z, (с) 2C/3z Mld) 
ACER 


第 一 二 章 ”比较 静态 和 站 规划 “253 ， 
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дү 
1 -1 p]? 07 
Ж EF (а) Е 1 | 96 -| 
-z 0 | Y 
3z 
(b) 3Y/əz, 
0 -1 7 
， 
s= ш 7 yi ! er’ 
(с) ӘС /зе, 
1 0 1 
区 0 | 
2 = F и! i - < 
(9) 3Z/Əz, 
1 -1 0 
- Б 1 i 
xs тур T ОАТ о 
把 对 外 贸易 市 场 引入 国内 收入 模型 的 商品 市 场 ,把 它们 与 货币 市 场 结合 起 光 . 假 定 
商品 市 场 ， IsI) (L <0) 
S=8(Y,i) (0<Sy<1;S,>0) 
对 外 贸易 市 场 ; Z=Z(Y,i) 0<Zy<1;Z<0 
X= X, 
货币 市 场 ， Mp=L(Y,i)  Ly>0,L;<0 
Ms= М, 


这 里 Z = 进口 ,S= 情 著 , X= ННП, мъ = 货币 需求 , Ms = 货币 供应 , 其 他 符号 
为 我 们 所 熟知 . (а) 表示 结合 商品 市 场 和 货币 市 场 的 均衡 条 件 . СЬ) 把 均衡 条 件 表 
示 为 一 般 和 具体 函数 .(c) 用 矩阵 形式 表示 所 有 函数 关于 Mo 的 全 微分 .然后 求解 
HERFS) TEER, (е) 37/3Mo 和 {fy 9i /9 M. 
Ж ëm (a) 当 流入 等 于 流出 时 ,结合 的 南 品 市 场 均衡 ， 

IG + X a = S(Y,i)+ ZUY, i) 
当 货币 需求 等 于 货币 供给 时 , 货币 市 场 均 衡 ， 








Li Y,i} = м, 
(b) 
FH Y, isMo, Xo) = IG + Xa- S(Y,;) - Z(Y, i) 
F(Y, i; Ma, = LCY, i) — Mo 
(ce) 
ЗЕ! зр [ЗҮ] fF әрі 
ЗҮ а; | (ам, м 
aF? ajja | әр 
д ағ 2 12м, - М 
2Y 
[>a 572) IMa B 
Ly L, aij u 
м 
JX = В 


(d) [Jl=Li( -Sy-2y) -Ly(l- S,- Z.20 
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(е) pka Y/3 Ma, Ж Н ЗЕЕ, 
0-8-7, 


зү н. 1 L, -(1,-5,-7,) 
М, lal ~ Fš T Li- Sy- Zy) - Ly(I, 5, - Z.) 


(D 对 于 32/3Mo， 











> 0 





- íy- Фү б 
äi T Ly 1 — (Sy + Zp) 
an + J “LC SC 2 DU 8-7) < 
使 用 问题 13.17 中 的 模型 , (a) ШЖ хл АБС ТРО X 的 全 微分 . 然 
后 求解 并 注 明 符 屿 (b) 939Y¥/3Xo 和 fc) д:/ӘХ. 

aY 

- 8ү- ZY [1-8,- 2, | 19X, _[-1 
| Ly Li ] a L o 




















Ж EF (a) 


(b) 对 于 2Y /jaxXo, 





[; "75-4 
аў Е" _ {0 L, - L, 
axo IJ ` [J | Li(— Sy- Zy 


(с) 对 于 3i73Xn， 








а: _ || _ Й ol Ly о 
IXa J| Fi Ll- Sy- Zy) = Ly(I, — S, — Z) 


优化 问题 中 比较 静态 分 析 


13.19 


13.20 


返回 到 例 5 的 模型 ,这 里 一 阶 条 件 是 

F'(K,L,r,w,P)= PQK(K,L)—- r = 0 

F’(K, L;r,w, P) = PQ, (K,L)—- z = 0 
(а) 用 矩阵 形式 表示 函数 关于 工资 w 的 爹 微 分 .然后 求 出 下 列 偏 导数 并 注 明 其 符号 
(b) aK/dw 和 {c) ƏL/aw. 


E EF (a) 
aK 
Es 2894 am| [°] 
Рк РӨ d|a | Li 
dw 
lJ |= РОККО - ©к©к.) > 0 
(b) 对 于 3KR/3w， 
0 РО, 
aK ihi 11 Pa| - PQr 
ðw урт IFI Ры — Ок Qik) 
?的 符 叶 取 决 于 Qu 的 符号 . f E WE tš 2: EE E PR E 35.33 2 89 38 ОПЕН, Qa > 0, 则 


3K/3rw < 0, 意味 着 资 本 的 最 优 水 平 可 能 随 着 工资 的 增长 而 下 降 . 
(c) HFL w, 











гок | 
aL 11 1Р@к Ц Pix со 
aw ` || РІ Pi( Окк©н. - QkQ) 
因为 Qxx <0, 随 着 工资 的 增长 劳动 力 的 最 优 水 平 将 下 隆 . 
仍 研 究 例 5 中 的 模型 ,这 里 一 阶 条 件 是 
ЕЧК, L;r,w,P) = PQK(K,L)- r = 0 
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F?(K, Lir, w, Р) = PQ (K, L?} -wW 一 D 
(a) Н J бе Э F Rin fr Р ЖЛ. ЖН Kin РАИ ЗЭН B ТЇ 
号 ,{b) ӘК/ӘР 和 (ce) al/aP. 











aK 
# r= ГРОкк ror | ар -| | 
ч) LPQr PQ. J| 3L | 1-0 
(b) 对 于 3 站 /79P， 
| -Qk РОК 
aK _lJil - Q PAu Pi- Qu, + Gram ) (Qr - QQ) 


aP O IJI lJ! ` PUQON - Әк к) PQ – Qahir) 
因为 , Qk = МРк>0, Q; = MP, >0, Qu СОКЕ), Нл > 路 所 以 其 符号 完全 取决 于 交 儿 
偏 微分 Qi ,如 果 K 和 了 是 互补 的 ,一 种 投入 的 使 用 增加 将 导致 另 一 种 投入 的 MP 的 增加 , 那么 
Ок. > Н.Е БИ ӘК /ӘР >0.ШЖ Ок <0,9К/Әр 的 符 导 不 确定 . 
(с) 对 于 3773aP， 





Peakk 一 Мі 
aL ih PQIk ` Q, Pi- 0.9кк + Qik) | COQ- Q; Qax) 


ар J| lJ 7 РӨ - кк) PCQrkQr - Ок) 
шан Que. FI (b). 
现 假定 一 个 公司 追求 利润 函数 的 折 现 值 的 最 优 ， 
л = PI Q(X, Ye ” - PX ~ PY 

当 用 隐 函 数 表 示 时 一 阶 杂 件 的 一 阶 疆 分 为 3r/aX ал/ ду 为 ， 

F'(X, Y; Po, P. P.,,r,t) = P|Q,(X, Y)e ” — P, = 0 

F'(X, YiPo, Pa, Pyer, t} = PoQ (X, Yje” — P, = 0 
(а) 用 甜 阵 形式 表示 酒 数 关于 Pu 的 全 微分 , 要求 > 和 * 不 变 .然后 求解 并 注 明 其 符 
号 (b) WEEE, (с) 3X/9Po 和 (dj 3Y/3P,. 

ЯХ 








P iQ. e" P ме" ӘР, -б,е-" 
Ж h) | Oare Ре | 2 -| @е | 
PoQre ” PoRye "dj 2Y -Qe 7 
ӘР, 
(b) HI I= Pie (Q. Q, - 0,Q.)>0 


从 二 阶 充分 条 件 有 Pie 各 >0 M ОО, QQ )>0, 所 以 | 了 | >, 
(с) 对 于 3 天 /7aP0， 

|- Qe” Po Q. e " 
ӘХ _ lhi 1-е" Ре" 








aPo 1J1 IT! 
_ Ре QQ- QQ) (QQ. - QQ.) _ 





Ре?" ОО - Q,Q.) ` Pal Q.,Q,, - Q, Q.) 
EMAA 13.20(Ъ), ЖЕТЕ ЛШ Quy- 
(4) 对 于 3¥/3po, 
Poa” — Q.e 
aY 171 Palae” — Qe” 
PP, lJi1 ` lJ! 
-Foe 9.9, - QQ.) (0.0. 90.) 
ie (QQ - 9.9) ` РОО RaRa) 


使 用 问题 13.21 уйн, (а) ИЖ ж Жл Эе Ра], 的 全 微分 . Ж 
后 求解 并 注 明 其 符号 (b) әХ/г (с) 29/21. 
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эх 
sa " Po Qe i ar -| | 
в EF {a} PoQse " P Q, ү rPa Q, e” 
1 
| Po Qe ™ | 
ӘХ 11е" Ро е7" 
(b) ar Г 
rPše 2 ( Q.Q,, 一 Aa) r(Q Qy ш 9,0.) 
Pie "(QQ - 9.0) (QQ 0.0.) 
PQ e © +P Qe " | 
əY _ ihl Рабые " Ру," 
(0 |] Г 
_ rpie 2" (Q Qu- 0.9.) (9,0. -6,0,) 
Pie (Q. Q, - 9.9.) (9.9,- ©,0,,) 
在 以 上 两 种 情 儿 下 , 如 果 交 叉 储 征 分 是 正 的 ,比较 静 驴 微分 将 是 负 的 , ПЗ X НК ЕЛ, H, 
较 静 态 微 分 将 不 确定 ， 
BEHS ЧЕ RR ER EN E ЖПК ЕГА -Е ЙТ R Я, ЖЕ A ЕЗШ ДЕ] ЖЇН 


函数 是 




















x = РАК? – rK — wL 
РЕ, Иал К #ləx/əL 是 
FÜ'(K,Lir,w Р, А, а, В) = «РАК? — > = Ü 
ЕК, Lir w, Р, А, а, 8) = ВАК! — а = 0 
(а) 用 和 矩阵 形式 表示 函数 关于 工资 w 的 的 全 微分 . 然后 求解 并 注 明 其 符号 (b) Ж 
ШЖ, (c) 3E/3w 和 (d) 3L/3w 


解 ЕР (2) ува _ _ 
«РАК 1 LB BG- ID PAKI H| д1. 1 


2K 
[e -1) РАК" 218 appAKe 118-1 |9 _ И 


ӯр 
(b) 
[J| = afa —1)РАК*-21#. 808 — 1)РАК® 2 — (apPAK ILE 12 
J| = aB(1 — e - Й) P2A2K2e 21 > (у 
因为 在 无 约束 优化 问题 中 , J| = | 二 | 和 | 天 | = In; > 这 个 条 件 总 时 着 , 因为 |[J >0 要 求 
《a+ 月)<1, 所 以 处 于 完全 竞争 环境 中 追求 利 演 最 大 化 的 公司 将 在 规 横 报酬 递 碱 情况 下 运行 . 
(c) 对 于 3K /93w， 





0 agPAKUTILA 
aK 1411 _ |1 #(8—1)РАК"1#?] _ -PAKT Le <0 
am J| 121 E IJ! 


НУЛУ ЖЕ АЙТ ЛЕ PEEN, ВТ НЕЕ E K aK /а ш 豪 无 疑问 是 负 的 , 工资 的 增加 
将 增加 资本 的 需求 . 如 果 需 要, 经 进一步 简化 后 可 见 


2K _ ___– «йРАК* 1171 - KL 
дю (1-а B)P2A2K2e 212082 7° (1— e- BYTR 


{d) 对 于 9 /Әд%, 





< 0 


а(а — 1)PAK LE ù 











3 141 og PAK La! 1 ale — 1) PAK 218 
aw |р 一 ЕД Е E ' 

因为 s< 二 故 (* 一 TD<0. 工 资 的 增加 将 导致 使 用 劳动 力 最 优 水 平 的 减少 ,经 进一步 化 简 后 , 有 
aL _ а(е ~ JPAK IË = (1-а)? <0 


дщ 7 apil — < — B) P A? KELI = (1-а 2 ВТЕ 
研究 问题 13.21 中 相同 的 模型 , (a) 用 秆 阵 形式 表示 函数 关于 产品 价格 P 的 全 微 
分 .然后 求解 并 注 明 其 符号 (b) ӘК/ӘР 和 (ec) ӘГ/ӘР. 


第 上 | 8 ERREALA - 257 + 





РЕСЕ 


ЭК 
М [еск agPAKe 11271 | ӘР [мк] 
EF i 
(a) a AKTI ET] alp- 1) PAK°Lš 2 д], — BAK° L 1 
ар 





(b) 对 于 3K/3P， 
一 aaKe IE epPAKe lI A-1 
KOI _8(8 _ 1)РАК“1#Ў`? _ авРА?Қ2°%1 L-2? 
ар 171 一 FZ aB(1 — a — P) P A KTE] 28-2 
Кк 
IP (l-a рур? 9 














(с) 对 于 9L /ap 
ala – 1)PAK® 118 – АК -178 
aL _ 14:1 _ PAKTI! ра? | _ айРА? К? 2128-1 
ap lJ. ` ld! aß(l - a - 8)РФ?АЁК? 228-2 
əL L 
JP G-a- pP?’ 











约束 优化 中 的 比较 静态 


13.25 一 个 消费 者 想 在 满足 约束 pa + pop = 了 情况 下 ,使 效用 ula, DRK, Y 是 一 个 
常数 .给 出 拉 格 朗 日 函数 
U = u(a,b) + (Y - ра – ph) 
Же РАКИ ДЕ EIEI = 1150, 那么 一 阶 条 件 中 的 内 生变 量 能 表示 为 外 
生变 量 的 隐 范 数 , 如 下 
Fa:phip р. Y) = U, — Ар, = 0 
F'(a,b,A ipa b, Y) = U, — Àb, =й (13.20) 
F(a, b, A ра, р Y)= Y-pa- pb = 0 
(а) 用 和 矩阵 形式 表示 阔 数 关于 р, 的 全 微分 .(b) 求 9a /3p. 




















解 ¿ëm (а) 
EE 
Шы Us 一 加 (加 А 
Ё Us - TA = °. 
P `P 0 РУ а 
ар, 
|| =- 20 + p.bsUa + ары, - РЫ, > 0 
因为 由 约束 优化 的 二 阶 充 分 条 件 有 |J| = IB | >0. 但 是 单独 的 一 阶 信 导数 的 符 导 无 法 从 理论 中 全 
H 
(b) 对 于 38/3p, 
А Uas >- b. 
Ü Ug - b 
a а 一 я _ _ Tal 
52 _ a: _ A Ü _ (Р.О sua Аръ (12.2%) 


因为 二 阶 偏 微 分 的 符号 未 知 , 故 其 符号 不 确定 . 
13.26 ”研究 与 问题 13.25 相同 的 模型 , (a) 用 和 矩阵 形式 表示 函数 关于 ps 的 全 微分 . 然后 
(b) RIA py. 


да 
О. U, -p 9р 0 
Ж ёғ (а) U, Ч о -р, 356 | _ H 
9}, _ 
_ фа b Ü 


aA, 
9р, 
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13.27 


13.28 


13.29 


{b Ғор Јр, 





| а 0 一 Ра 

ЕУ A -= P 

ah h | _ | Pa Б 0 _ [ДЕЛИ Z b,U,,) 一 Ара (13.22) 
рь Тут FI 4! 


其 符号 也 不 确定 ， 
继续 使 用 问题 13.25 中 同样 的 模型 , (a) 用 和 握 阵 形式 表 关 函数 关于 Y 的 全 微分 . 然 
ER 367ayY 和 (cec) 3B/9Y. 














гэд 
U, Us р, дү 0 
М um (0) Ë Un Í 25, | » 
T P. b 0 aL -i 
зү 
(b) 对 于 3a/3Y， 
0 U, -pa 
0 Us -h 
a ЦА. 
eT m- 2, w (13.23) 





它 不 能 从 数学 角度 来 确定 符号 但 可 以 从 经 济 学 角度 来 确定 符 屿 .如果 a 是 -- 个 正常 商品 , 那么 
даја. ШЖ а 是 一 种 弱 劣 质 品 ,那么 az73Y =0; 而 如 果 ¿ 严格 劣质 品 ,那么 3a /3 之 0 
(a) 对 于 3573aY， 








| Laa 0 ~ p> 
| U. Ü — ps 
ðb ЁГЕ -fa -1 0 — p U. – ра.) 
aY IJI ` ld! Е Е (13.24) 


ЕТЕ КЕЙ ЕКЕ, 正如 上 面 (b) 中 ， 
利用 问题 13.25-13.27 的 信息 导出 价格 p, 变化 对 最 忧 需求 量 & 的 影响 的 Slutsky 
方程 , 并 确定 比较 静态 微分 9z7ap 的 符号 . 


W EF 从 (13.21), 经 简单 重新 排列 





да Арі a( Us - 如 La) 
„117 ЕХ (13.25) 
1838 (13.23), 
да _ – lpaUy ~ РЬШ) 
дү IJ! 





将 -93a/3Y 代入 到 (13.25) 中 ,我 们 得 到 关于 a 的 Slutsky 等 式 , 这 里 右边 的 第 一 项 是 堆 代 效应 ,而 
第 二 项 是 收入 效应 . 





ap lJ! д 、 
替代 效应 收入 效应 
国 为 对 于 约束 最 大 化 |J| = IB | >0 Ң.\(13.20), 
х= = МЫ. > 
Ё. Ра 


Ж =N rh к ЛА ВЕЕ О ИА 8 238 Ru th Е Wq a SU ВЕ. 对 于 正常 商品 ， 
Əa/aY>0 ЕЕЕ A ОЕ fa. аа /әр, <0. FRERE, Әй /Ә Ү =), las /ap, <0 对 于 
严格 劣质 产品 ,az/3Y <\(0 әа/әр, 的 等 号 将 取决 于 不 同 效应 的 相对 大 小 .如 果 收 入 效应 超过 赫 
代 效 应 , 如 在 吉 芬 商品 的 例子 中 ,az5732 .>0 ЖОК АННЕ ТЫ КЇЇ. 

导出 рь 的 变化 对 商品 的 最 优 需 求 量 了 的 影响 的 Slutsky 等 式 , 并 决定 比较 静态 微分 
35/3ps 的 符号 . 


E ”上 从 (13.22), 
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ab Apa | ЁС - бы) 
ар 11 lJ! 





但 从 {13,24)， 
ab _ (PUn РЈ) 
дү lJ! 





代入 上 式 ， 
ЭБ __ Ар _ s| 2%.) 
aps IJI 3Y 
£ BL ri i — Ti rh BU Fp fi 2k py as E E ДЕ А ВО. 38 — Yi А ЖЕЕ 368 uk FT p, 55 N УЕ. 见 问题 
13.28. 


包 络 定理 


13.30 


13.31 


一 个 处 于 完全 竞争 环境 中 , 生产 函数 为 Q = 大 天, 工 ) 和 产品 限制 为 Qu 的 公司 追求 利 
渔 最 大 化 
л = PQ- rK- wL 
{КЕ Канн ЖОЛИ ЖЕ {ЧИ ШЕ, 拉 格 朗 日 函数 和 间接 目标 函数 可 以 分 别 写 为 
IKK, L, Q, A;r, w, P, О) = PQ(r, w, P, Qa) – rK(r, w, P, Qo) 
= ші. (кош, P, Qa) + ALQ- iK, L)] 
IK, L, Qir, w, P, Qo) = PO, w, P, Qo) -rK (r, w, P, Qo) 
一 а (ғ, w, P, Qo) 
利用 包 络 定理 来 求 并 评论 表示 为 (a) az/ar, (b) 37f73P 和 (c) af/aaQn 的 间接 
目标 函数 的 改变 . ` 


Ж => (2) dr 91 = Rr w, P, QO) 
w IML p, 90) 


dw дф 
利润 函数 关于 投入 的 价格 的 导数 给 出 了 公司 投入 需求 . 这 里 注意 到 投入 价格 (x, mw) 出 现在 日 标 函 
数 中 而 不 是 在 约束 函数 中 , 所 期 望 的 微分 可 以 区 任 一 个 函数 中 很 容易 得 到 。 


(o) AMLA, w, P,Q) 


FORTERE PE E A O A SAA T A ER AERA. N ЭРЕ СР ЖЕП КЖ, 
微分 可 以 立即 从 任 - -个 函数 中 很 容易 得 到 . 

(д) әк ӘП л 

ЖЖЖ F P= ИНША Н T ATIE Н ШЕ ИШ, ШЫ Н О s It p= н 
所 得 到 的 额外 利润 .这 里 注意 到 产品 限制 { Qo) 仅 出 现在 约束 函数 中 , 所 以 可 以 非常 快捷 地 从 拉 格 
央 日 函数 中 得 到 所 求 的 导数 . 


一 个 消费 者 希望 使 非得 一 定 水 平 效用 的 成 本 最 小 化 ， 
© = фл + руу 满足 ulr, y) = Ue 
如 果 隐 函数 定理 条 件 满足 , 拉 格 郎 日 函数 和 间接 目标 函数 是 
Clr, y А: р,, Pys Uo) = Parl Pas Dys Uo) + Pdl Pas Pyr Uo) + АСО ~ ulz, у)] 
ECE: F5 Prs Pys Шу) = p (Pas Pys Uo) + palp,, p,, Uo) 
PATAREI (а) 35/3p,, (b) ас/ар, 和 (ce) аг/907, 的 ， 


dr at _ 

Ж EF (a) Эр Bp TT n Pr Uo) 
ағ aC 

(b) =S =s 
др, Êy Fi Par Py, Ua) 


在 以 上 两 种 情况 中 商品 价格 的 改变 对 成 本 具有 正 效应 ， 它 刚好 等 于 该 商品 的 消费 量 , 因 为 价格 仅 出 
现在 目标 画 数 中 而 不 是 在 约束 涵 数 中 ， 所 期 望 的 微分 可 以 信任 个 函数 中 很 容易 得 到 . 
(с) -25 _ ас 


260. 
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13.32 


凹 规划 


13.33 


13.34 


这 里 度量 改变 给 定 的 效用 水 平 的 边际 成 本 .因为 效用 限度 V 仅 出 现在 约 东 中 , 微分 很 容易 从 拉 
格 朗 日 函数 中 得 到 . 
假定 例 7 中 的 模型 是 仅 售 一 个 外 生变 量 a 的 函数 ,证 明 在 最 优 解 处 , ТИШН Н ARG 
于 a 的 全 微分 等 于 相同 的 拉 格 朗 日 函数 对 于 a 的 偏 微分 . 
解 F 新 的 拉 格 妆 日 阔 数 和 一 阶 条 件 是 
Z(z,v.À;a) =к[х(а},уба)а]+ (a (а), уба)за) 

Z, =z,(Z,3;a) + Af (F, уа) = Ü 

2, == (Z,y;a) + AZ (Ж, уау = 0 

Z= туа) = 0 
求 出 初始 拉 格 朗 日 函数 关于 a 的 全 微分 ， 


dz zr dz т; y df dà 了 
(z, + Àf.) da (z, + Àf.) da + 了 da 十 (=, + АЎ, ) 








da 一 
但 由 一 阶 条 件 ， 
z, + AF = 0, zy + Àf, = 0 及 f=0 
因此 最 前 面 二 项 取消 为 零 , 则 函数 关于 外 生变 量 a 的 全 微分 最 后 等 于 函数 关于 外 生变 量 。 HA 
分 ; 


QZ 
йа 


这 表示 我 们 可 以 仅 通 过 求 出 拉 格 朗 晶 函数 关于 外 生变 量 的 偏 微 分 来 得 到 这 个 外 生变 量 的 改变 对 拉 
格 六 日 函数 的 最 优 值 的 全 部 影响 ， 


l 
一、 
H 
+ 
>| 
ss: 
I 


下 面 给 出 一 般 函 数 的 约束 优化 的 典型 格式 ， 

(а) ЖАЛЫ у(х, уу а(х, у)<В 

(b) 最 小 化 (х,у) Е glr, у)22В 

用 适合 于 四 规划 的 适当 形式 表示 它们 , ЖИЫ ШЕ 88 R HR. 

M EF (a) 在 最 天 化 问题 中 对 于 小 于 或 等 于 约束 , 用 约束 中 常量 减 去 约束 中 变量 ， 

最 大 化 F(x,y) WE B- g(+,y)>>0 Z, yz 

MaxF = Р(х,у) + A'B- glr, у)] 

tb) 对 于 最 小 化 ,用 一 1 乘 目 标 函 数 使 它 成 为 负 的 ,然后 量 大 化 初始 函数 的 负数 . 在 最 小 化 问题 中 

对 于 相应 的 大 于 或 等 于 约束 , 用 约束 变量 减 去 约束 常量 ， 

最 太 化 -了 zx,y) 满足 g(z,y)-B20 х,у 

MaxF =- f(z.y) + A[g(z,y) - B] 

假定 一 个 公司 有 生产 函数 О(К, 1). 且 在 完全 竟 争 要 素 市 场 中 经 营 , 希望 在 生产 不 

低 于 一 具体 产 出 数量 时 最 小 化 成 本 , 由 以 下 给 出 

最 小 化 c=7rkK +, 满足 Q(K,1) 宇 OQ。 

(а) 用 外 规划 格式 表达 间 题 , (b) 写 出 拉 格 朗 日 炒 数 和 (c) 求解 问题 . 

R Б (2) 用 -1 乘 以 目标 函数 使 它 成 为 负 的 , 并 使 它 最 大 化 ， 

最 小 化 c= 一 rK -wl， WE QK,L)- Q0 К, >й) 

(b) 最 大 化 C= 一 rK 一 wl + A[QEK,L)- Q] 

(0) 应 用 库 息 - 塔 克 条 件 , 我 们 首先 最 大 化 关于 选择 变量 K 和 工 ВН в, 并 检查 相关 条 

t, 

1 (а) = 
(b) К>0 . 
(c) K(-—r+AQk)=0 Li- w+iQ)=0 

接着 最 小 化 关于 约束 变量 а 的 拉 格 朗 日 函数 并 检查 相关 杀 件 ， 





xc = -w +Q, <0 


L 
> 


| my 


= 
= 
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2. (a) дА KR, L) - 05220 
(b) А220 
(с) ALQLK,L)- Qal=0 
КЕЕ РТ КЕ-РЕК А, K, L >0,1с) н: Ж ЖЕБЕШ. 
— r +ÀQk = 0 w+ AQ, = 0 
整理 ,有 
1-2 oO >29 (13.26) 
НАЛИ r, >0 ЯЕ РЖ Ок, Qi >0. H F 120, 200), 预算 约束 面 定 为 等 式 , 有 
Q(K,L) = Qo 
整理 (13.26) 我 们 得 到 一 个 内 部 解 ,该 解 位 于 等 产量 线 与 等 成 本 线 切 点 处 . 
Q. _ w 
©к r 


13.35 最 大 化 利润 
r = 64т — 2z + 96у — 4y? — 13 
满足 生产 约束 
т + y = 20 
我 们 首先 建立 拉 格 朗 日 函数 
H = 64z — 22? + 96y — 4y? — 13 + A(20 — z —.y) 

并 号 出 库 轧 - 塔 克 条 件 . 
1. (а) Hi=64-4x-A&0 П, =96-8y-1=<0 

(b) 220 у) 

(c) z(64-4z-AÀ)=0 59(96 = 85 ~) =0 
2. (а) П,=20- z- 20 

(b) А20 

(с) 4А(20-®—у)=( 
然后 系统 地 检验 库 恩 - 塔 克 条 件 . 
Ж 8 1, 检验 i =0 或 i>0. 
如 果 1 =0, А 1(а), 





64-450  096-8у<б 
因此 ， 
4т = 64 8у > 96 
®®16 52212 
但 是 这 违背 了 最 初 的 约束 ,因为 二 + 了 =28>20. 因 此 А0, 再 从 2(b) ,我 们 得 到 1 >0. 
2. WR А >й, M Ae), HRR- -个 等 式 ,有 
20-т-у=0 
3, 接着 ,检验 是 可 选择 变量 地 和 了 中 有 -个 等 于 零 . 
(а) ШЖ 2-0,9 20, АБ 1(c) 中 第 二 个 条 件 . 
20[96 — 8(20) ~ (à >0)]= 0 
(b) ME y=0,r=20 2385 op 一 个 条 件 . 
20[64 - 4(20) - (А > 0)] 0 
因此 没有 一 个 选择 变量 等 于 零 , 并 从 1(b), 
HDE ze 0.8 rz >0 HME y= Ü, y >D 
4. ЖЖ т,у,А >0, ДАА, По) 2(0), 下 列 等 式 成 立 ， 
64-47 - А =ù 
96 – 85-4 =0 
20 — z- y =0 
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13.36 


把 它们 写 为 矩阵 形式 


_4 0 -11 rz — 64 
Е -8 - 110155 = 1-96 
-1 -1 HA - 24 


HAEREERE, XE А | =12, |A = 128, 14:1 = 112 和 1431=256, 我 们 得 到 解 
Z = 10.67,у = 9.33 Я А = 21.33 
该 解 是 最 优 解 ,因为 所 有 库 恩 卉 克 杀 件 都 满足 . 因 À = 21.33, 生产 约束 的 常量 每 增加 :一 单位 将 导 
TPH 21.33. 
最 大 化 问题 13.35 中 利润 函数 
T= 64r-2r + 96у -4y — 13 

















满足 新 的 生产 约束 
= + y = 36 
拉 格 朗 日 函数 和 库 恩 - 塔 克 杀 件 是 
H = 64z ~ 2r? + 96у - 4y? — 13 + A(36 — z — y) 

1. (а) П.=64-47-А<0  П,=96-8ў—А<0 

(b) 220 y= 

(c) т(64-4т-А)=0 9(96 ~85—A)=0 
2. (а) I =36- 7-520 

(b) А220 

(с) А(36—-х—-у)=0 
接着 我 们 系统 此 检验 库 思 - 塔 克 条 件 ， 
# к> 1, 验证 X=0 或 >0. 
如 困 2=0, 那 么 从 1(а), 


=? 


6 -—4z<0 96-85 <0 
因此 ， 
T216 ўур>®12 
Ну т +з =28< 85, 没有 违反 条 件 , 因此 ,有 可 能 1 =0 或 >0. 
2. 现在 检验 看 是 兴 选 择 变 量 或 3 有 - -个 能 等 于 零 . 
(a) 如果 =0,3=36, 那 么 速 反 1{c} 中 第 二 个 条 件 . 
36[96 ~ 8(36) - (А 22 0)1 > 0 
(b) 如 果 3=0,z=35, 那 么 违反 1(c) 中 第 一 个 条 件 . 
36[64 — 4(36) – (A 2=0)] 530 
因此 ,没有 - -个 选择 变量 能 等 于 零 ,并 从 1(b)， 
т>ф 及 y>0 
3. (а) ASOR 页 =0 时 检验 解 . 
(а) WEA, Z 50, А OREBE- Б, 
64-42 ~A =й 
96 - 85у - А = 0 
36 - = - у =Ü 


= 4 © -1| z - 64 
0 -8 -11|5 Е 
-1 -1 nj - 36 


BO ЖЕНИ, 这 里 ' 4 | = 12, |A [= 256 Ñ| А! = — 256, 我们 得 到 
т = 21.33, y = 14.67, А = 21.33 


ETERRA I< PREPRE- AARD, 约束 是 严格 等 式 且 碱 少 产 
草 水 平 将 增加 利 油 水平. 


(b) #UR A= 0 х, у>0, ЯА Nio, 


用 矩阵 形式 


13.37 


13.38 
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64 -4 一 0 < = 16 
96 - 85 =0, у=12 
得 到 最 优 解 ,= 16,5= 12 和 和 =0, 我 们 知 这 是 最 优 解 ,因为 它 没 有 违 芭 任何 库 恩 - 堪 克 条 件 . 由 于 
АСО, HREN BA, ДАВ z + у= 28<36. 
最 小 化 成 本 
с = 5z2 - 80r + у — 32у 
满足 
zi у Z 30 
A-1 URREA HEARANN, 5 
MaxC = ~ 5r? + 805 – y? + 32у + А(хт + y - 30) 
库 恩 - 塔 克 条 件 是 
1. (а) C,=-102+80+20 C= -2y+32+ 150 
(b) £0 520 
(с) 2(—-10т+80+4)=0 у{—2у+32+4)=0 
2. (а) C,= z +y-302>0 
(b) 
(с) 
# > 1. 检验 X=0 的 可 能 性 . 
А-0, ЯА la), 


-107 +8050 -25 + 32 < 0 
因此 ， 
zR у = 16 
但 由 于 z+ 5:524 没有 满足 最 初 的 约 吏 z+ y2230. AEI >0. 


2. 检验 着 或 5 是 否 能 等 于 零 . 

Б, 10а), ШЖ z =0, Аз — 80, Ф у= 0, 出 太志 一 32， ERRER ТАЕ f yi AN к, 
F> 

3. 现在 检查 当 т, у> ЯП д > 时 的 库 思 - 塔 克 杂 件 . SE X >D 和 т,у>0, 所 有 -- 阶 偏 导数 都 是 严 


格 等 式 且 有 
-10 0 rz – 803 
ИНЕ 
1 1 Ha 30- 


这 里 | 及 | =12, 1 六 1| =109, |A = 252 ЖП] А»! = 4540, 给 出 了 最 优 解 , 没有 违反 任何 库 嘎 - 塔 克 条 件 
ЕЕ =9, у= 21, 4 = 36.67 
Ey] ЕАН ТЕЧ р 








522 – 805 + у? – 32у 
满足 新 的 约束 
< + y = Д0 
拉 格 朗 日 函数 和 库 恩 -- 塔 克 条 件 是 
MaxC = - 52° + 80z ~ y? + 32у + А(х + y — 20) 

1. (а) С.= -102+80+А<0 С,=-2у+32+4<0 

(h) ғ220 уй 

(с) 270-107 +80+4)=0 9(-25 +32+2)=0 
2. (а) С,=т+у-20;>0 

(Ь) А220 

(с) А(2+9-20) =0 

解 ке 检验 1=0 的 可 能 性 . 
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ША = 0, MAM 1(а), 

- 10r + 8050 - 2s + 0250 
因此 ， 

Т = ë у = 16 

DI АЗОВ, [Б S z + y2224 W r + y2220. ЫҢ у =0 Ей л >й. 
2. 由 于 与 上 面 第 二 步 相 同 的 原 国 ,我 们 可 表明 т, у >0. 
3. 因此 留 下 两 种 可 能 性 ,这 取决 二 =0 WR А Ра. 
(a) 如 果 4=0 和 = 了 >0, 所 有 导数 都 是 严格 等 式 且 有 


-10 0 z - 80 
0 -2 1| yl= |- 32 
1 104 L 


由 于 141=12,141| =88,\А„| =152 和 1431= 80, ME 
т = 7.33, y = 12.67, À =-6.67 
因为 4 是 负 的 ,违反 条 件 2(b) НЕЕ. #Чел {1ш НЕЛЕ Н ЖЫЕН Ж. 
(b 如 果 4=0 和 二 7 了 >0, 从 1fc)， 
- ÜZ +80 — 0 -27-32=0 






































ў = 8 ў = 16 
这 满足 新 约束 r+ уј220 НА В Нет Ж, ЕН (t 89 E. 
22-8, у= 16, 4 = 0 


ВТА = 0, ЕВА. аиан НЕ. 
13.39 ”最 大 化 效用 沙 数 


u = ху 





满足 下 曾 的 预算 和 人 饮食 约束 
Зя +4у = 144 预算 约束 

5z +2y<120 KEAR 

$i tE BE Н ВЕ E-E R kos 
Мах = ху + 4,(144 ~ 3: — 4y) + As(120 - 5z - 2y) 





Ñ E 1.00 0,=59-34)-52,<0  U,=F-41, -270 
(b) т> 5224) 
(с) z(y - 34; 54) =0 ylz - 441-24) = 0 
2. (а) U, 5144-37 - 49220 U, =120- 55 - 25:20 
(b) 1,20 A.D 
(c) А,(144-37-49)=0 àa(120 -57 – 25) = 0 
3. 给 定 目标 函数 的 性 质 , 我 们 假定 选择 变量 т, у ARRITE. ДН РЕ u ry=0. E z, 
y>0, M 1(<) 
у -34-5 = Ü 
工 dà I 245 Ü 
注意 到 MU, = и„= 5, MU, = u, = т, ЖЯ MU” >0, 两 个 4 不 能 等 于 零 ,因此 至 少 有 一 个 约束 
是 紧 的 .这 留 给 我 们 三 种 可 能 性 : (а) 1 >0,71=0,(0) 11=0,1>0 Ñi) 212>0, 4,220. #47 
依次 检验 每 -种 可 能 性 . 
(a) 和 >0.)2 = 一 0, 到 了 >0. 从 1(o 和 2(c) 中 条 件 , 我 们 得 到 四 个 等 式 , 其 中 三 个 要 求 求解 
了 -341- 54, =0 
Z- 4- 24) =й 
144—3 - 49 =0 
А =Ü 





把 这 二 个 为 矩阵 形式 
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13.40 


3E т Ж ШИК ЕШ |р A 524, 1A, 5576, Aal — 432 ЖА, = 144, 我 们 有 
т =®24, у= 18, Ар=б 
TE Ө РБ -Eft n Ж 
U, = 120 - 5(24) - 2(18) =- 36 < 0 

RERE Б Коал 30 Bj НЕН ук ЖЕРЕ, НЕТ ЕЕЕ. 
(b) Ау=0,420, 2,920. А 10) 200) НЕЕ, 我 们 得 到 有 四 个 等 式 ,其 中 三 个 要 求 求解 

9 ЗА — 54 =0 

Z - 441-245 =Ü 

А =0 

120 – 52 – 29 =0 

ЕГНЕ ЕЕ zü, 3E ЗЕЕ ШЕ 


го 1 -5] [z 0 
| 1 4 —2 | = 0 
-5 -2 МА: - 120 


我 们 有 i141=20, |A | =240, A | =600 MlA; -120,Ж 
т=12,‚ ў=30, А, = 6 
但 是 再 次 检验 内 部 -- 致 性 问题 时 ,发现 
U, =144-3(2) - 4(30) =- 12<0 
这 违反 库 因 - 塔 克 茶 件 , 因此 解 不 是 最 优 . 
(с) > 人 和 > 和 二 ,>0. 从 区 cj 和 2(c), 四 个 导数 都 是 严格 等 式 ,我 们 把 它们 写 为 婚 阵 形 趟 
0 1 -3 -5) [š 0 
1 0 -4 -2||s 0 
-3 -4 0 olli 一 144 
-5 -2 0 01, - 120- 
A REREN, XE | A j= 196, Aji = 2688, ! Az] = 5040, A3] = 240 #l| Aa, = 864, 我 们 找 型 最 优 
解 , CRAH RI HAt: 
т = 13.71, ў = 25.71, Ар=1.22, A; = 4.41 
用 (a) 图 形 证 实 问题 13.39 的 结论 并 (b) 解 释 图 说 明了 什么 . 
Ж О Em (a) 见 图 13.3. 


y 
的 


48 
5х + 2y= 120 КЁК 






= 
е 
1 
1 
1 
I 
1 
1 
| 
' 
1 
+ 


3х + Аус 144 收入 约束 











юр 7775 
[ 


© 


24 36 4 ү 


图 13-3 








б) 在 点 入 ,4 一 24,y = 18, 收 入 约束 全 好 满 是 , 但 违反 饮食 约束 .因此 А 不 能 是 最 优 , 在 点 p. = 
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13.41 


13.42 


= 12, у = 30, 饮食 约束 刚好 满足 ,但 违反 收入 约束 .因此 B 不 能 是 最 优 .在 点 С, z= 13.71,3= 
25.71 收入 约束 和 饮食 约束 都 是 紧 的 , B 没有 违反 库 恩 - 塔 克 条 件 .因此 С 是 最 优 , 并 注意 到 它 在 
两 个 约束 的 交 丸 处 产生 ， 
ERARA, 比如 全 用 事业 公司 ,遵从 适当 则 报 率 政策 , 严格 控制 利润 与 资本 
的 固定 比例 .但 是 政策 导致 投入 的 失真 在 部 分 调控 行业 中 , 它 被 称 为 Averch-Johnson 
效应 ,假定 公司 希望 最 大 化 利润 

л(К,1) = EC(K,L)— rK -wL 








满足 适当 回报 率 约束 
E(K,L)- wL < mK 
ЖН Е-е Ek, Е, >0, Egg, Eu <0, ЕкКкЕ > Eu Eur, r= 资金 成 本 ,w= 工 
资 , m = 资本 最 大 回报 率 , m- r >o, ВВ ЭЕ ВЯ Averch-Johnson 失真 效应 的 
可 能 性 . 
И EF 拉 格 朗 日 函数 和 库 恩 - 塔 克 条 件 是 
H(K,L)= E(K,L)— rK - L +AlmK - E(K,L) + wL} 
1. (а) Пк=ЁЕк-к+Ат-АЁк= IH; = EL- ш — ДЕ, + А0 
《by К>0 L= 
(c) K(Ek-r+tåim-ìEg)=0 І(Е; – w-AE,+Aw)=0 
2. {а) IL = mK +L - ElK, L )220 
(b) А220 
(c) ifmR+wL - E(K,L )]=0 
ЖКХ НЕ K, >й, 1 100) pi EH r, S AH 
(1-Х КЕК - r) + (тк) = 0 (13.27) 
(1-АМЕ — ш) = 0 (13.28) 
mK + wl- Е(К, L) > 0 
Alm + ul - E(K,L)] = 0 
如 果 在 (13.27) 中 X=1, 则 т – r = 0, ВУЛИК ЕНА ТЕЙ т >; 的 假定 矛盾 . 
НА зт. (АЕ А51, А (13.27) 


= „_А\т-—г) 
Ек = т - 4 (13.29) 


А (13.28) 
Е, = b (13.30) 


用 (13.30) 除 (13.29) 





Alm к) 
Ex -| e n] r _A(m - r) 





E. ` "ш (l- Aym (13.31) 
如 果 А = 约束 是 松弛 的 , 则 我 们 有 未 经 调控 的 最 优 值 
Ек к 
Er 7 xe 
这 里 Ek = MRPk W E= МЕР, 用 普通 产 出 价格 除 左 边 的 分 子 和 分 母 ,上 面 的 表达 变 成 
МРк _ r 
МР, С < 


1 


但 是 如 果 1 天 0, 约 东 是 紧 的 ,调控 使 得 最 优 解 无 法 在 这 际 生 产 正好 等 于 要 素 各 自 价格 的 比率 实现 
因此 如 果 А 50, 产品 的 利润 景 天 化 水 平 将 会 存在 拓 真 效应 ， 

(а) 指出 Averch-Johnson 效应 预测 的 失真 方向 , Cb) 根据 以 前 的 模型 说 明证 明 它 
БҮ ЗЕН ЖЇР. 


Җ ЕҒ (2) Averch-Johnson 效应 预测 的 失真 将 导致 一 个 比 在 自 由 竟 争 市 场 玩 高 的 KK/I 比率 . 


如 果 使 用 多 于 最 优 数 基 的 资本 ,资本 的 边际 生产 率 将 减少 , 且 由 Averch-Johnson 效应 预测 结果 是 
МРұ тг 


МР; ш 
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(b) 依据 (13.31), 只 要 下 式 成 立 , 则 上 述 结 论 成 立 . 


Almor) „о {13.32) 
(1-4) 


因为 我 们 知道 ->0, re >0, 且 由 一 般 常识 и —г >й, ПАА <1(13.32)#ЖЕ К, ЖЭ ТӘНЕ А ЁЁ} 
符 导 ,我 们 转向 比较 静态 技术 . 
已 经 确定 了 ,3,4 闫 0, 我们 知道 库 思 - 塔 克 条 件 的 二 个 凡 导 数 都 必须 是 等 式 

(1-А}Ек - r+ Àm =Ü 

(1- ME - w) =0 

mK - wL - E(K,L) =0 

这 些 方程 和 我 们 将 效 得 的 一 阶 条 件 相同 . 
Махк(К,) = EFE(K,I.) — >K -wL 





满足 
Е(К,1.)- wL = mK 
REH RNAAR EREN 
{1-А)Ёкк 0 = Ez m — Ек 
\Н!= |(1-A)E;k (1-А}Е u - E, |> 0 
m 一 Ex w- Er 0 
沿 第 二 行 展开 
IH \=(жт- Ек) (о - Er )(1- 3 )Eg — (m - Ек)(1—А)Ер] 
一 {ш 一 Elw 一 E) 一 А)Екк 7 (m 一 Egil 一 jEr] 
因为 在 最 优点 w= Er, WARA- Er Ei = 0, 8! F 





IHI=-(m- Eg) 0 一 A)E,, 
Вн >, 
(1-А)Е < 0 
因为 我 们 以 前 在 严格 陡 的 假设 下 有 En <0, 从 而 
àgil 


НА <1,(13.22) >20 XA (13.31), 8 


МРұ к 
мр <= QED 
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14.1 积分 
在 第 三 章 到 第 六 章 我 们 主要 讲解 了 微分 , 微分 是 用 来 测 其 函数 的 变化 率 . 我 们 知道 微分 法 
就 是 求 函 数 F(z) 的 导数 亚 (z) 的 过 程 .然而 通常 在 经 济 领域 里 , 我 们 只 知道 函数 的 变化 率 
F (zx) 且 想 求 原 函 数 . 求 微分 法 的 道 过 程 及 已 知 微分 求解 原 函 数 的 过 程 叫做 积分 或 所 微分 . 原 
KR F(z) 就 称 作 PFCz) 积 分 或 床 函 数 . 
例 1 简单 的 说 , 令 уа) = F (у), у(х) 的 原 函 数 的 数学 表达 式 为 
[яса = Ёғ) + 

这 里 等 式 的 左边 读 作 “了 关于 < 的 不 定 积分 "符号 | 表示 积分 符号 , f(x ) 是 被 积 函 数 , с 

是 积分 常数 , 它 将 在 例 3 中 说 遇 . 
14.2 积分 法 则 


以 下 的 积分 法 则 是 通过 逆 推 相应 的 微分 法 则 落得 的 , 很 容易 验证 它们 的 正确 性 .因为 积分 
的 导数 - 定 等 于 被 积 吨 数 ,每 条 法 则 在 例 2 和 习题 14.1 一 14.6 都 由 详细 阐述 . 
法 则 1 常数 的 积分 是 








fraz = kr te 
法 则 2 1 的 积分 (简单 写作 de 而 不 是 1dz) 是 
faz =r+e 





法 则 3 FEAR z" 的 积分 ,这 里 л5-1 应 用 宕 法 则 表示 为 


[атах = ete (n 1) 


法 则 4 r -1( 或 1/x) 的 积分 是 
x ldr= Inr + ç (z > 0) 


之 所 以 加 上 x >й 是 因为 具有 正 数 才 有 对 数 , 对 -负数 
fe taz =in.zli+e (r= D 
法 则 s ”指数 函数 的 积分 是 
[аа = = 
法 则 6 ”自然 指数 旺 数 的 积分 是 
feaz = S с 因为 lne=1 
法 则 7 ”函数 的 常数 信 的 积分 等 于 函数 积分 的 常数 倍 
ПЕЕ ас 
法 则 8 两 个 或 更 多 的 隧 数 的 和 或 差 的 积分 等 二 它们 分 别 积 分 的 和 或 差 
[I + g) lde = [rod + [Сода 
EM 苯 数 的 负数 的 积分 等 于 函数 积分 的 负数 


+e 

















ЖЕШ 积分 学 ;不 定 积 分 





例 2 


例 3 


|- /О\х)ах =- [да 
以 下 举例 说 明 积分 法 则 ,读者 可 以 自己 验证 一 下 ,看 看 积分 的 导数 是 否 等 于 被 积 函 数 . 
(D 








pu = 3e +c CANI 1) 
(ii) 
[аа = үг”! + = Таз ке GARI 3) 
z G= у рх +с= yz t ' 
(її) 
ЕВЕ - 5. idz (法则 7) 
-s| tas + c] (法 则 3) 
= >Š +e 


RE c 和 ea 部 是 任意 常数 日 Sc i= с, HT e ESAERAN TARA 
过 程 中 可 以 忽略 而 在 最 后 的 结果 中 写 出 ， 





(1) 
KS — x +1)йл = 3| zsdz 一 [ха + faz (法则 7,8,9) 
=3( Tz 一 + trte (GE 2,3) 
= 229-ге 
(у) 
[зааг =3| r laz (法 则 7) 
=3[n J zr i+ c 《法 则 4》 
(vi) 
937 
[2а = m tE (法则 5) 
(уп) 
де" 





= + c (@ЕШ6) 
= - Зе +c 

如 果 函 数 之 间 相 善 一 个 常数 , 那么 它们 有 相 
同 的 导数 .对 任意 下 ,函数 Е(х)=2х + р 
有 相同 的 导数 {x)= р(х) = 2. Fam u 
然 , 即 az 一 定 是 无 数 个 彼此 相差 一 个 党 
数 的 函数 的 不 定 积分 ,积分 常数 代表 任 
意 常 数值 , 这 些 常数 是 原 函 数 的 -- 部 分 , 只 
不 过 在 利用 微分 法 则 时 被 访 先 排除 了 . 

不 定 积分 f(x)dz = Fiz} + ËI Fe 
是 不 确定 的 , 所 以 它 的 曲线 图 是 一 组 平行 
的 曲线 , 也 就 是 说 它们 中 的 任意 一 条 在 x 
点 的 斜率 都 是 了 (Cx), 图 14.1 表示 的 就 是 不 
定 积分 |2dx = 2r + 当 。 分 别 等 了 -7， 图 14-1 


[вегэаа = 
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-3,1,5 时 的 图 形 , 若 c=0 曲 线 是 道 过 原点 的 ， 
14.3 初始 条 件 和 边界 条 件 


在 许多 问题 中 给 出 了 初始 条 件 ( 当 z = O Hf у= yo) 或 边界 条 件 ( 当 z= 0 PT y= уо), 那么 
我 们 就 可 以 惟一 的 确定 微分 常数 ,由 于 с 的 确定 ,那么 根据 初始 条 件 和 了 地界 条 件 就 可 以 内 曲线 
族人 惟一 的 刻画 出 一 条 曲线 ,如 例 3 和 习题 14.3 一 14.5 所 示 ， 


例 4 给 定 边 界 条 件 当 了 =3 时 ,y=11, 积分 y = [га 计算 如 下 ， 





у = (2а 一 27 + с 
在 x=3 时 代入 y=11 
11 = 2{3) +e сош 5 
因此 ,y==2x +5. 注 意 即 使 < 是 确定 了 的 ， faz 仍 表 示 一 个 不 定 积分 , 因为 z 是 不 确定 
的 ,因此 ,积分 2z +5 仍 存在 多 个 可 能 值 ， 
14.4 积分 代 换 


两 个 关于 xz 的 可 微 函 数 的 乘积 或 商 的 积分 ,例如 ， 
fz? +2)dz 


不 能 利用 以 上 的 法 则 直接 求 出 , 然而 如 果 被 积 函 数 能 被 表达 成 另 一 个 函数 u 和 它 的 导数 
du/dz 的 常数 倍 ,那么 积分 代 换 就 成 为 可 能 , 把 被 积 函 数 f(x) 用 函数 u 和 它 的 导数 du /dr 
表示 , 并且 关于 x 积分 . 

[яса = | t ш 


| rz)arz = [ааа = К (и)+сєс 


КАУ 483 PERENA ЖЕЕ ОЕШ ЕЕЕ, ЖЫШ 5.6 MI 1417—14 ‚18. 
As 应 用 代 换 法 ,求解 不 定 积分 


Jaz 





6 + 2)ах 


E ez 1. 首先 要 确定 被 积 函 数 能 转换 成 另 一 个 函数 u 和 它 的 导数 dayxdz 的 乘积 的 
HRE, (а) Gau 等 于 含有 自 变 基 的 绝对 值 的 短 指 数 最 高 的 那个 函数 . 这 里 令 ，- 
xz +2.(b) Жи 的 导数 dua/dz=3z2.(c) Жах 代数 表达 式 dr =du/3x2.(d) Ж 
ООР СН u 代替 1+2, Н du/3x? 代替 dr 
[22202 + 2ds = Гоа. u- m = |4udu = 4fudu 
这 里 4 а 的 常数 倍 . 
2. 利用 法 则 3, REF и 的 积分 ,在 积分 的 第 一 步 忽 略 。 
4[ийи = 4| u?) = 22 + c 
3. 然后 用 xz?+2 代替 ,转换 为 起 始 问题 . 
|pzztzsradz=2u2+e-20z+2)24。 
4. 利用 广义 舌 国 数 法 则 或 链 式 法 则 求 微分 来 检验 答案 . 
TIa? 42)? 4 с] = Al + 2)(322) = 1222002 +2) 
见习 题 14,7—14.18. 
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例 6 求 积 分 14202 r 1)sdz . 
# 4 „=у+1,Шан#/дт=1 Н dr =du/1= dz, 在 原 被 积 函数 中 替代 w=x+1 
fü dr = dx. 
14202 + 1)dr = faru*du = af zuidu 
由 于 是 变量 的 ,不 能 被 提出 来 ,所 以 原 被 积 画 数 不 能 转变 成 wdu/dx 的 常数 倍 , 因 
此 , 代 换 法 就 无 效 了 .这 可 以 用 分 部 积分 来 求解 . 
14.5 分 部 积分 法 


车 被 积 函数 是 关于 z 的 可 微 函 数 的 乘积 或 商 , 且 不 能 表示 成 udu/de 的 常数 倍 , 则 通常 
利用 分 部 积分 法 , 这 个 方法 来 源 于 求 一 个 乘积 微分 的 逆 过 程 . 从 3.7.5 节 的 乘积 法 则 我 们 可 以 
看 出 

A [f(e)ag(z)] = fGe)g (z) + g(r)f (2) 
对 导数 积分 
f(z)g(z) = [Fg Ce )az + [ес CGa)az 
那么 等 式 右边 第 一 个 积分 项 就 可 表示 为 
[Aee Cz)dz = f(z)g(z) - [ас Саз (14.1) 
见 例 了 .8 和 习题 14.19-14.24. 
如 果 是 更 加 复杂 的 函数 , 通常 使 用 积分 表 . 积分 表 提供 了 500 多 种 不 同 睛 数 的 积分 公式 ， 


它们 可 以 在 数学 手册 中 找到 . 
例 7 应 用 分 部 积分 法 求 以 下 积分 
[ас + 1)24= 
Ж i. 按 (14.1) 的 公式 ,将 被 积 函 数 分 为 两 部 分 ,按照 一 般 法 则 把 第 一 个 较 简单 的 
ЗЕ 了 f(x), 比较 复杂 的 当 作 g(x), 令 f(x)=4zx Mg (z)= (z +1), А2 (=) 
=4, (х) = | (х +1), ПНЕ AUGEN з), 679 g( 工 ) 的 积分 为 
&\х) = (6 + 1)?ағ = Ha 十 1)4 + г, 
2. 把 Frz)Fz)gfz) 分 别 代入 (14.1) 中 ,注意 在 公式 中 没有 合用 к (т). 


СЕ + 1)°ат = }(х)к(х)— flete) f (= )14= 
=4z[ a + Dt eil- Се +00 Јах 
=x(x +1)? + 4сух = [06е +1) + 4с; 14= 
3. 利用 法 则 3 计算 最 后 的 积分 结果 
[к + 1)'dr = (х +1) + dejz - Ela +1) —4ejz +e 


=л(х +1) 一 Ha +1) +e 


记 住 сү 项 在 最 后 的 结果 中 并 没有 出 现 ,这 在 分 部 积分 中 是 常见 的 , c 因此 被 假设 为 0， 
且 在 将 来 问题 的 求解 过 程 中 通常 不 包含 在 内 . 


4. 令 y(z)=z(z+l)t- 寺 (2+D5+c, 利 用 乘法 和 广义 等 函数 法 则 检验 


. 272: 
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у(х) = [х+4(х +1)#+ (а + 01) tl (z + 12 = 4r(r+1) 
бїз 求解 积分 |2zerdz mF; 
解 晒 令 7(z)=2r 和 gr(z)=er, 那 么 六 xz)=2, 根 据 法 则 6,g(z) = fede = 
7 代入 (14.1) 
[сета = Сга Ск) [С Codz 


2ке 一 fe - 2dr = 22е" ~ 2| ax 
再 次 应 用 法 则 6, 并且 加 上 积分 常数 
|2zerdz = 2zez -2e + c 
ЖА, 5 y(z)=2xe*— 2e* + с, 1 
у(х) = 2z + @ +e t2 -2e = 2ге" 
14.6 经 济 中 的 应 用 
净 投 资 了 定义 为 时 间 : 内 的 资本 存 二 构成 K 的 变化 率 , 概 如 这 个 过 程 是 连续 的 , IO )= 


dK (4)/de= K“(t). 根 据 投资 率 可 以 估计 资本 存 二 的 水 平 ,资本 存量 就 是 净 投 资 关于 时 间 的 
积分 . 


K, = [гоа = K(z) +c = КО) + Кє 
这 里 “= 初始 的 资本 存 基 К, 


类 似 地 , 利用 积分 可 以 根据 边际 成 本 来 估算 总 成 本 , 因为 边际 成 本 就 是 产 出 增 量 而 引起 的 
总 成 本 的 变化 , MC =dTC/dQ, 且 只 有 可 变 成 本 随 着 产 出 水 平 的 变化 而 变化 . 


Tc = |McdQ = VC +e = VC + FC 


因为 c= 固定 的 或 切 始 成 本 FC. ЖЕЛТ ЕЩ p T ЖЕЛЕ ШЕНЕП Ж Л ЖЕШ EE E: 
随 着 时 间 的 推移 将 收敛 于 平衡 点 . 类似 的 应 用 见 虱 9 和 习题 14.25 一 14.35. 


例 9 给 定 净 投 资 率 (г) =140:34, 且 当 1=0 时 初始 资本 存量 是 150. 求 资本 函数 KE, 即时 
间 路 径 线 K (1). 


Жо K= Í 1402344; =140 | tdi 
ЖЕ) ЖЕ Ba ЖЕРЕ Л] 

= = 140| 4 4 i c = 8027/4 + с 
由 于 c= Ko=150, 因此 K = 80:7 + 150 





习题 解答 
不 定 积 分 
14.1 求 下 列 积分 ,然后 ,请 读者 自己 用 对 可 分 的 求 以 导 检验 其 是 否 等 十 被 积 函数 . 
[з.54+ 
W F |s.sdz = 3.5Sz+ 0 { 法 则 1) 
(b) | -dz 
& = | -Fae ~- [а --1.+‹ (ФЕЙ 1,9) 
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Сә [az 

E = faz = z+ 
сау |< az 

ж с> [28 = Табе 
(e) 14zsdz 

# т> azar = аза 








W = faar = += 十 上 
ш) |z az 
ж = [az - 51954 А 
(Б) [iz "az 
解 = fir ?dz asta sl a, 
E 
G) |= “as 
Я == -Sgp — —_ 2 -3 _ — 2 f 
Ë dx y* te= ; Уз +e 
求 下 列 积分 ， 
(a) | = 
х 
К к> [E = [а =ш «+: 
(b) |sz Idz 
# =F fsz ae = Sin í z + e 
(人 [=a 
1 A 
W т> [ае = Hj La = mizito 
(d) f Јаз 
E EF [аг = [еа 一 2.0, е 
а 
с) fa 
е a 
я > [S - fatar 2- drt+e 
(Р) | dr 
Е 
解 EF | Ж = [ear зал. 
(g) fsa + 222 + 3z)dz 
# == [5x + 2z2 + 3у)аг = 5 азва + 2{4°дк + заа 


=s[ +a] +2| L.) +3| +2) se 


(法 则 2) 


(ФЕЙ 3) 


(法 则 7) 
(法 则 3) 


{ 法 则 3) 


(法 则 3) 


(法 则 3) 


(法则 3) 


{法 则 4) 


GEM 7,4) 


GEM 7,4) 


(法 则 3) 


(法 则 3) 


(法 则 3) 


{法则 7,8) 
CER 3) 
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(h) [ол - 3294г 


Ж e [зг = За) = 275 бабке (ЕШ 3,7,8,9) 
14.3 RRA y = |02702 + 3z-22)dz ,初始 条 件 当 z =0 时 y=0. 
f r= у = [о +3x V2)dr = 2122 кву е 


代入 初始 条 侍 , 当 < -0 时 y= 心 得 -0 因此 у= 212 +67. 


_1 
14.4 RRI = |0225 - 3z 人 dx 给 定 初始 条 件 当 z=0 时 y=6， 


ЖШ > y = [025 -3r da = 125 - 43 +, 


ҚА у=6,2=0,# =6, 8 у= 1-5 - 426. 


14.5 ЖЖ y = |(10z* - 3042, ЖЧ z= 18 у=21. 


E т> y= faoz’ 3)dr ~ 215- 3z + c 





代入 у=21,т=1,Ж21=2(1)5-3(1)+с,1%с=22 
y=2z5- Зх +22 


14.6 求 下 列 积 分 











(a) [раз 
ds 

Ж f [геш = 25, te 《法 则 5) 
O) fraz 

z, E 
W == fs ах = ing + 
(с) [еа 

5л 

W E fetar = ° + ес = Тея + е (法 则 6) 
(д) jseedz 
# к K = 182 +r =-4е = + ç 
(e) je T — Ве) 

Ат т 
Ж = [бе 一 8e ]dr = = - e - + c = 2её* + Дег? + с 


积分 代 换 


14.7 “利用 代 换 法 求解 以 下 积分 ,请 读者 自己 检验 结果 ,已 知 |10z(z2 + 3)4dz 


N Е 5, ==:2+3, W dydr=2z,dr=durdr, 代 换 原 被 积 函 数 , 并 把 它 简化 为 udu/dz HA 
数 形式 | 


А6 +3j4dz = [то de = sfu*du 


ЯЛЕ ПЕШ, REI [ача = s| Lu) = ws +e, 


代入 x 二 x*+ 3 得， fiorta? + Iide = w + = (z! i 3)° + c 
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14.8 重新 考虑 问题 14.1, 设 feza: - 5)%йх. 
W EF 5. 225-5, ах = 10“, dz = du/1Dz5, 苦 换 原 被 积 函 数 并 积分 


| a 上 | 工 _ 1 
[а = 0а) = эри te 


К 


fatar - 54dz = PA te= 击 (2zs -5)5 фо 


14.9 重新 考虑 问题 14.7, 48 [a 一 9)74dz 
W EF £ =xr-9,.H|du/dz= 1,dz = ds, 36848 
[е - ба = fara 
积分 
[че = Aug 


代 换 得 


Il 


Je -974dz 
АЖ. dxydz =1, 则 短 函 数 法 则 可 以 直接 应 用 到 积分 代 换 中 去 . 
14.10 ”重新 考虑 问题 14.7, 设 |(6z — 11) d>. 
Ж кк G u=- 11, 0 du/dı=6,dx =du/6, 代 换 


|= ~ 11) dz = Јаз du = [азаа 


асори. 


积分 

Afu du = (6,4) 二 ~ эин Tte 
fu da 

féz ~ 11) Sdx = ~ T (бг = 11) 4 
注意 ,这 里 dw/dz = 621, W SE ЖЕКЕН RASEN. 


14.11 重新 考虑 问题 14.7， ва ае. 


2 
一 2 3 -2 
W Er Га [ааа +7) “dz 
$ а= 4х? +7, du /dz = 1222, dz = 41122, E 
4 T2 
fe” du = 12fudu 
Ж 





12х57 
积分 
1 _ 
ile 24и =- а= с 
1% 


| x __ 1 + 
(4х% + 7)? 12(4х° + ту ` Š 


14.12 ”重新 考虑 问题 14.7， aj Sa’ к 4л + 10 0, 


(+ r+ 5) 





Ж EF $ „—25+у1+5у [| 2 





| ах +10}и 3 — FER 二 = afua 


积分 


Pfu idu -— ws r: 
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ж 








| бу? + 4з + 104 1 +e 
(z)+ r+ Sr и (z! + z2 + 52) 





14.13 ЖЕНИШ 14.7, 8 |522. 





Ж EF 元 一 
令 ы=Ўут — 5,ди/ Дх = 9, йг =н /9, А8 


fan 学 = | da 
到 用 法 则 4， 于 | eds - Ты uite. HT a ИЕ О 也 可 以 小 于 0, 而 只 有 正 数 方 可 取 对 数 . 
MARED и 的 绝对 值 形式 , 见 法 则 4, 代 换 得 


= [ол - S) ldx 


ir 1 - 
pz sa 信也 1 9 Site 
2 
14.14 重新 考虑 问题 14.7, 设 | 252 a. 
dz” + Bx 


W EF 6 .=455 +85. анат = 1252 +8, ах = 4/0125 +8), 88 


-1 -1 
fea + 2)u ра ас = +Ë: du 





积分 
Ljuda = tni ulte 


қ 
312 +2 
4z? + 8г 


14.15 ”利用 代 换 法 求 积分 | =e dz ,检验 你 的 答案 . 


Ж üm $ a= xt] du/fdr = 4.2 HH dr = du 422. Ri, ЕЖ u 在 这 里 是 指数 


dr = $ni 4a’ + 8z l+ c 





利用 法 则 6 积分 


Ка 
Гаа = 1. + е 
4 
、 2 
14.16 重新 考虑 问题 14.15, #9 [24ге dz. 
Ж EF 2 3r’, du/dr =6x,dz = dsa/6r, RRR 
[ге de = [=a 
积分 
4[е“ди = de" + с 
代 换 
2 1 
24ze2 dr = 4е +e. 
14.17 ”重新 考虑 问题 14.15, 设 |14ex az. 
Ñ EF G u=2r+7 0 du/dzr=2 Ål dz = du/2, 79 


Jue du = 了 jed = Je" + c 
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代 换 
[не az — уе? + c. 


14.18 ”重新 考虑 问题 14.15, 设 |5ze Зал, 


解 EF 5 =5x2+3,H] du / 4л = 10, 4 =da/10r, ERB 





10z 
积分 
+ edu = 2 =" + < 
代 换 
[srar = Tess +e. 
分 部 积分 


14.19 ”利用 分 部 积分 法 计算 以 下 积分 , 注意 养 成 检验 你 的 竺 案 的 习惯 . 设 |15z(z + 
4)%tdx . | 
解 EF Q Дх) ISe M (т) = 15,Ф gla) = (z + 4)22 MJ glz) = [се + ах = 
20. +4)2 А (14.1) | 
fiala +43°°де = f(z)g(7) - [ез Cdr 
= TERE +4) 3- | 20: + 4). = 6z(= + 1052 - ofte + 1)5ах 


求解 余下 的 积分 
12 


Nisz(z +4)33dr = barle + 452 一 + 4)2 + ç 


14.20 重新 考虑 问题 14.19, 设 | 25 ш. 


Ж FF 5 f(z)=2z.f(z)=2, B (ху) =(у—-8)7%, WJ (т) = |a - 8) dr =- 102 一 


8)72, 代入 (14.1] 
| саа $e в) f- TG -aa 
=- z(z-8)2 + [е 一 8) dz 
最 后 一 次 积分 得 


дх . 2 - 
[= 7 gypa clr- 8) {т-8)1+, 


= т 1 


{zr-8) х-8 














+c 


14.21 重新 考虑 问题 14.19, 设 | 一 5 az. 
(z —1) 
解 E Ef) TS к) 5, в (к) (а NM) = [се аа (е, f 
А (14.1) 


5 
с “б = Sel- (e= D7- f- (æ D Sas =- Srle 1) + fæ -D'az 


再 -次 积分 
5 _ 
[сту SeeD saire ОЭ ++ у llita 


14.22 ”重新 考虑 问题 44 10,19 |6ze az | 


278° 


BEERE 





W = + f(r)=6z,f(z)=6 g (ш) = е”, g(z) = [аг = e**' 利用 (14.1) 
[6ze tdr = re" - [eear = ze" 一 [е7 
再 次 积分 


1 +7 
Joze dz = ret 一 Bez + € 


14.23 利用 分 部 积分 求解 | 16ze tdr. 
Ж EF 2 /(z)=-l6z, f (z)= 16. g (z)= er9 glr) = fe yz =- 利用 
(14.1) 
езе az 一 一 16zre (r+) -| = e (#9164 = ~ 16ze tt + fedar 
再 次 积分 
геог =~ 16ze ttt 一 16e (229) „ү 
14.24 重新 考虑 问题 14.23, 设 | 2 z az. 
WW Ep $ F(z)= 2, f'lz)=2z,g'(z)ez, а(х) = feras = те, 代入 (14,1) 
feeda = HETI 一 | 六 er(2z)dz = Fre 一 [еа (14.2) 
对 于 余下 的 积分 式 再 一 次 使 用 分 部 积分 法 ， Fz}= zx, Оз) =, (rz)= er glr) = [eaz = 
+=, ЖЇНЇ (14.1) 
[еа 一 al 102) p [ lq, = T =e _ | La] 
服 后 ,代入 {14.2) 
[aede = а 一 Fre + + +e 
经 济 上 的 应 用 
14.25 净 投 资 率 是 T=40:35. 当 =0 时 的 资本 存量 是 75, 求 解 赛 本 苍 数 К. 
Ж Еғ К = fia = jaa, = aol žus) +c = 25385 + с 
代入 上 =0 和 民 =75， 
73=0+r c=75 
BU 天 =25185 十 33. 
14.26 ”着 投 资 率 是 60115, 当 1 =1 时 的 资本 存量 是 85, RRASA K. 
# к К = Jana: = 45141 + 
当 上 =T 和 天 =85， 
85 = 4501) +г c = 40 
ШОК = 45:4 + 40. 
14.27 ”边际 成 本 是 MC= dTC/dQ = 25+ 300 – 902. 同 定 成 本 是 55, 求 (a) 总 成 本 , (b) 
平均 成 本 , (с) 可 变 成 本 函数 . 
# кеки) TC = |wcaa = [оз +3069 —90?%40 = 250 + 1502 - 303 + е 
#5 Q=0 H, РС= 55, ТС- ЕС= 55. WA с=ЕС= 55 E ТС=250 +1502 -3032+55. 
-IC уус 55 
(b) AC= Q =25+15Q —3Q2 + О 
(0) VC=TC-FC=25Q +1502-30° 
14.28 Ú MC=dTC/dQ =32 +18Q -12Q2FC=43, 求 (0a) TC,(h) АС, (с) VC 函数， 
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14.29 


14.30 


14.31 


14.32 


14.33 


14.34 


14.35 


解 EF (a) TC - [Mede = fez +180 - 12Q*)dQ = 320 + 9Q° - 40? + £ 
м б=0Ш,ТС=43,ТС-320+90°-40%+43 
TC 


IC, _ 402 + 43 
(b) AC= 07 232+9Q-4Q +7 


(c) YC=TC-FC=32Q +90? – 402. | 
边际 收益 是 MR=dTR/dQ= 的 -2Q 一 2Q7. 求 (a) 总 收益 函数 TR 和 (b) RA 
E P= f(Q). 
ЩО Fa) TR- Їмвао = feo -2Q -202)40 = 609-9 2 Qy Ç 
1 Q=0 H, TR-0, A c=0. Д TR=60Q 2-20. 
(b) TR=PQ. 因 此 上 = TR/Q, WAJAR R ge РЕКОА НВ, ШОР = AR= TR/Q 
=60-0- 202. 
设 МК= 84-40 - 9°, (а) 总 收益 函数 和 (b) 需求 函数 ， 
解 кк (ш) TR = Їмваа = Jaa - 4Q - Q2)qQ = 84Q — 2Q2 - +q: te 
当日 =0 时 ,TR=0. AHE ¿== 0, WJ TR-84Q-2Q2- — Q. 
agp- IR g on L 
(b) P=AR Q 84 -2Q- 3 g. 
H C = (УИН RE МРС=4С/4Ү = F (Y). ША 0 时 ,MPC= 0.8, 
费 量 是 40, 求 消费 函数 
C = 6077 = [о.вау = 0.8Y +c 


# EF s y-=0M. C=40. 2 c= 40 M С=0.ВҮ +40. 


设 dC/dY =0.6+0.1/ / Y =MPC, НУ Y = 0 BF, C= 45. 求 消费 函数 


| 1 
С = [о-в + dy = [0.6 + 0.1Y -3)dY = 0.6Y + 0.15ү2/3 + с, 





W EF si y=0B C - ds. MJ C=0.6Y+0.15Y™3 +45. 


边 奈 储蓄 倾向 是 dS/dY =0.5-0.2Y 12 А 25 时， 情 车 减少 3.5. 也 就 是 说 ， 
当 Y=25 时 ,S= -3.5. 求 储蓄 函数 . 


s = [0.3 – 0.2ү712)ду = 0.5Y —0.4Ү!? + Ç 


Ж EF Ч Ү-258,5- -3.5. 
-3.5 = 0.5(25) - 0.4(425) кс c=-14 

015 =0.5ү-0.4үҮ2 -14. 
É MC= dTC/dQ = 129598] ЕС = 36. 求 总 成 本 . 

TC = jersoaa =12 ©? te =246050 +0, 
Ж EF 当 驴 =0 时 ,PC=36,TC=36， 代 换 得 36= 24e030 +, I 0 =1,36=24+ c, c = 12, 
TC= 24e052+12. 注 意 , e 并 不 是 总 等 于 ЕС. 
Ë MC= 1668398 FC= 100.3% TC. 
K к> ТЄ = [ве оао = 16 |на. с = 4006 + с 
5 Q = 08, TC = 100 

100 = 40е + с c = 的 

MU TC- 40642 60. 


第 十 五 章 RIF, ARF 


15,1 曲线 下 的 面积 


对 于 无 规则 的 曲线 下 的 区 域 ,例如 y= (е) тта 和 .z=b 之 间 的 区 域 ( 如 图 15-1 
(а)), 我 们 没有 该 图 形 的 面积 计算 公式 , 如果 区 间 [4,51 被 分 成 a TEKAL e rah lza 
zal 等 等 , 我 们 就 可 以 攀 造 出 wx -1 个 什 形 ,每 一 个 的 高 度 等 于 函数 在 这 个 区 间 上 的 最 小 值 ， 
形 如 图 15-1(b), 那么 这 些 矩形 的 面积 的 和 У)" f(x)Ax; 就 叫做 黎 曼 和 , 它 接 近 于 但 小 于 曲 
线 下 区 域 的 真正 面积 . 子 区 间 越 小 , E Ax, 越 小 , 被 构 井 的 矩形 就 会 越 多 , 矩形 的 面积 和 
э. f Ar; 就 会 越 接近 曲线 下 的 真正 面积 , 如 果 区 间 的 数 世 mn 一 oo ,那么 每 个 区 间 变 成 了 
ARD Ar, = йт, =dz, 那 么 曲线 下 的 区 域 的 面积 А 的 数学 表达 式 为 








А = lim > РС=) Ат, 
4 -1 








0 X, X, Хр X, X, Xá x 


(b) 





图 15-1 
15.2 ERS 


对 十 连续 函数 的 基线 下 的 区 域 形 如 图 15-1, 从 а 到 5(u 扎 5), 其 面积 可 以 更 简洁 的 表示 
为 FOEKE a 到 5 上 的 定 积分 ,其 数学 表达 式 为 


[ajda = lim У) 0А, 
ХНА Е РОО а 到 的 积分 ", 这 里 称 a 为 积分 的 下 限 ,5 为 积分 的 上 限 , 定 


积分 与 不 定 积分 是 不 同 的 , PERIERE A() 的 全 部 不 定 积 分 结果 的 一 组 函数 ,就 像 十 四 
SE] 3 ПИТ, 而 定 积分 是 利用 积分 理论 (15.3 节 ) 求 出 的 一 个 实数 . 


15.3 积分 的 基本 理论 


积分 的 基本 理论 阐述 的 是 过 续 范 数 F(z) 从 a 到 三 的 定 积分 的 值 , 可 以 由 不 定 积分 
F(z) + 在 积分 上 限 5 处 的 什 碱 去 相同 的 不 定 积分 F(z) + e 在 积分 下 限 。 处 的 值 由 于 B 
相同 的 , 则 积 分 常数 可 不 计 ,数学 表达 式 如 下 
[Gaz = FG) | = F) - Fla) 


这 里 符号 |2, Jr 或 […]2 表示 6 和 a WERE, 网 例 1 和 例 2 RIH 15.115.109. 
例 1 求 定 积分 
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例 2 


15.4” 定 积分 的 性 质 
1. 调换 上 下 限 位 置 , 则 改变 定 积 分 的 符 导 ， 


(Diozdz 


3 
of (4x? + бх)йт. 


计算 如 下 :1) [оаа = 51216 = 5(4)5— 5(1)2 = 75 


Ko +6z)dr = [xzr +3zx2]1 = [(3)!1+3(3)2] - 101) +3(1)2] = 108—4 = 104. 


应 用 定 积 分 求解 图 15-2 在 [0,20] 区 间 内 的 曲线 下 的 面积 


利用 几何 公式 A = 





ху = 








і 
2 


_ 1 „120 _ 1, deaa 
A= |, уал = +z? | = 520)? - (0) = 100 


(20)(10) = 100 


4-6 
-i 
Fi 
= ч 
ү 
+ 


t 
Низ 








+< + 
| ||| 
1 чәр; 
H 
L.L КЕЕ 


}+—+ 
2—1 


| 

+ 

一 

_1 

r T 
2 













` à 
— 
tt 7 
Ир 
r-r 
+. 
ma iiai 


[йн 





КОТЕ [Fed 
2. 如 果 积 分 上 下 限 相 等 , 则 定 积分 的 值 为 0. 
[Gaz = Fla) - Fla) = 0 
з. 定 积分 可 以 表示 为 在 各 子 区 间 上 积分 的 和 


| fdr = [Gaz + [Kads а$ b= ¿£ 
4. 其 有 相同 积分 上 下 限 的 定 积分 的 和 或 差 等 于 两 个 阔 数 的 和 或 差 的 积分 ， 
[соаг + [аса = [сис + р(х) аг 


5. СНИ Е ДЗЕ Р АВНЕ. 
[саа = EE 


例 3 


见 例 3 习题 15.11-—15.14 
为 进一步 阐述 以 上 性 质 ,求解 以 下 定 积 分 ， 


3 1 
1. | 2zaz = 一 | 2zadz 


(3)* 一 Lay = 40 


(15.1) 


(15.2) 


(15.3) 


(15.4) 


(15.5) 
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1 1 l 
3 上 41 一 二 (194 4 -- 
f 2x dr = уз = 7(1) ~ 303) 40 


s 
2. | (22 + 3)dz = 0 
КІ 


# = Fe: +3)dr = [z2 + 32] = [(5)2 +3(5)] - [(5)2 + 3(5)] = 0 





4 3 4 
3. | 6rdz = | буйт +| brda 
0 Ü 3 


"4 


Е ёғ J ,6zdz = Зх? 





| = 3(4)2 — 3(0)? = 48 





“3 3 
| 6zdzr = 3z?| = 3(3)2 — 3(0)? = 27 
ü 


"4 4 
| .6zdz = зї? |, = 3(4)2 – 3(3)? = 21 
检验 48=27+21 


15.5 曲线 间 的 面积 


两 条 或 更 多 的 曲线 问 的 区 域 的 面积 可 以 应 用 以 上 的 定 积分 的 性 质 求 得 , 钢 4 阐述 了 其 步 
Ж, 在 习题 15.15 一 15.18 中 加 以 解决 . 
例 4 利用 积分 性 质 ,在 函数 y=3x?-6x+8 和 和 y= ~27r2+47++1 之 同 从 =0 到 =2 
的 区 域 的 面积 可 按 如 下 步骤 求 得 . 
(a) ШРЕК, 在 所 求 部 分 图 上 阴影 , ШЕ 15-3. 


м 


у,= Зх?-6г+8 





— t ш b чл СМ a фр 


Чу -2х+4х + 


图 15-3 


(b) 注意 曲线 间 的 关系 , 由 于 y 在 у; 之 上 , 所 求 区 域 就 是 在 zx=0 和 了 =2 之 间 ,y 
下 的 面积 减 去 ys 下 的 面积 ,因此 


2 2 
А = f (322 - бх + 8)4х K: 2x2 + 4r + [dr 
0 Ü 





根据 (15.4》 
2 
А= | ог? -бх+8)-(—2хт°+4у + 1)]дт 

2 

= [62 ~ 10x + 7dr 
5 

= (3a -52+ 7a] li =74-0=7t 

15.6 广义 积分 


ИҢ FARRE x 轴 无 限 延伸 , 如 图 15.4(a) 所 示 , 那 么 我 们 可 以 利用 广义 积分 求 
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得 一 个 定 积分 ,如 果 其 上 限 或 下 限 是 无 穷 大 , 则 我 们 称 其 为 广义 积分 ， 
[лса 利 | Fda 


就 是 广义 积分 ,因为 oo 不 是 一 个 确定 的 数 , 在 F(z) 中 不 能 替代 x. 然而 广 妆 积分 能 够 表示 为 
其 他 积分 的 极 眼 ,如 十 定义 


w b b 
| f(z)d> = lim| Jlr)dr fl | f(z)dr = lim f(z)dz 


如 果 极 限 存 在 , 则 我 们 涪 这 个 广义 积分 是 收敛 的 , 积分 有 一 个 确定 的 值 , 且 曲 线 下 的 区 域 画 积 
可 以 计算 出 来 , 若 极限 不 存在 , 则 广义 积分 发 散 , 这 个 积分 就 是 无 意义 的 , 见 例 5, 习题 15.19 ~ 
15.25. 


У 





15 求 广 义 积分 (a) | Sar, (b) | Ear. 


2 


Ж ” 晤 如 图 15-4(a),(b) 所 示 , 计算 如 下 


3 _ [5 3 or -3 `. z3 (-3) 
(а) | Side = lim| de = lim[ =] = на], 1 | 





= lim| +3 = 3 
lim | 





b 
ВУ р осв, -3/40 I” ЖАЯ ЖКК, 且 曲 线 十 区域 的 面积 ( 见 图 15_4 
(а)) 7 3. 
о А 
(b) | fdz = tim f Qa = lim[6in Iz i] = lun[61n ló |—6lnl111 


= jim[6ln | b 1195 In 111 = 
690,615 l-o. ЖИЛЕ B RE Sr gs ЕНИН. ПЕЧ 15 ”4(b) 中 曲线 下 的 窗 
积 就 不 能 计算 出 来 , 尽管 它 和 (a) 中 的 图 有 着 相似 之 处 


15.7 洛 必 达 法 则 














ИТХ f(z)=g(z)/h(z), 3 r>a 的 极限 不 能 计算 出 来 , 例如 (1》 当 分 子 分 母 同时 
趋 于 0 时 ,引起 不 定形 式 0/0 或 者 (2), 当 分 子 分 母 同 时 者 于 无 穷 时 , 引起 不 定形 式 coy co , Ж 
可 以 使 用 洛 必 达 法 则 , 洛 必 达 法 则 是 
ыа = бар 05.6 
可 参见 例 6 和 习题 15.26. 
例 6 应 用 洛 必 达 法 则 求 函 数 的 极限 ， 注意 这 有 峙 是 分 子 和 分 母 分 别 求 导 数 而 本 是 它们 的 商 再 
求 导数 . 
(а) = r4, r -4H l6- rtmo 利用 式 (15.6)， 因此 分 子 分 母 分 别 求 导数 . 
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lim — = lim 1 = ~ l 

а т^ — 16 -4—2х 8 
(b) У хоо, fi 6r-2, 7r + 4—00, Ж|Ң{\ (15.6) 
lim $#—2 = lim © = Š. 
х— = Эх +4 х9 7 7 


15.8 ”消费 者 剩余 和 生产 者 剩余 


需求 函数 Р, = 广 (Q), 见 图 15- 5(a), 代 表 了 在 提供 不 同 数量 的 产品 时 消费 者 愿意 接受 
的 价格 , 如 果 市 场 均衡 发 生 在 (Qo, Ро), 那么 那些 愿意 支付 超过 Р, 的 消费 者 就 会 受益 , 消费 
者 的 全 部 受益 如 阴影 部 分 所 示 , 被 称 作 消费 者 剩余 .其 数学 表达 式 为 


消费 者 列 余 = | ACOR - QP (15.7) 


供给 函数 Р, = f.(Q), W.B| 15-5(b), 它 代表 了 在 提供 不 同 货物 量 时 的 产品 的 价格 .车 市 
场 均衡 发 生 在 (Qo, Po) ,那么 那些 愿意 以 低 于 Po 价格 付 产 品 的 厂商 就 会 受益 .总 的 生产 者 受 
益 叫 做 生产 者 剩余 ,如 阴影 部 分 所 示 . 其 数学 表达 式 为 


ran 
生产 者 剩余 = Q. Po -| 209299 (15.8) 
见 例 7 了, 习题 15.27—15.31. 


ХӨ) 





Б ---------9 
5 





= 


EB] 15-5 


例 7 已 知 融 求 函 数 为 P=42-5Q - Q 车 均衡 价格 为 6, 则 消费 者 剩余 如 下 ， 
在 Pa = 6, 
42-50- Q2= 6 
36 – 59 ~- Q2= 0 
(О+9)( Q+4)= 0 
因此 @o=4, 因 为 和 = -9 无 意义 ,代入 式 (15.7) 


消费 者 剩余 = К - 50 – Q2)dQ – (4) (65 


= 1420 -2.5Q? - $Q’ - 24 


= (168-40-21 1. 2 
1168 -4-21 $] -0 24 = 82 5 





15.9 定 积分 与 概率 


事件 发 生 的 概率 P 可 以 通过 概率 密度 函数 下 相应 区 域 的 面积 来 计量 ， Е HE sk 581 3 BS 
数 是 一 个 连续 函数 у(х): 
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1. flr) 20, 概率 不 能 是 负数 . 
2. | /Cede = 1 在 全 体 范围 内 , 当 件 发 生 的 概率 是 1 














3. P(a < r < b) = [жог ЖЕ [а,в] 上 取 值 的 概率 为 定 积 分 从 a 370 的 值 . 
见 例 8, 习题 15.32 和 15.33. 
例 8 邻近 的 两 辆 车 经 过 高 速 公路 的 时 厨 间隔 的 分 布 由 概率 苞 数 给 出 Ср) = 26727, a (时 间 以 
分 钟表 示 ) 实 0. 一 辆 汽车 在 0.25 分 钟 内 经 过 的 概率 计算 如 下 ， 


ож, o 
P= | 2e da =- е | = — e 95 — d) 


= — 0.60653] + 1 = 0.399469 


习题 解答 
定 积分 
15,1 计算 以 十 定 积 分 
(a) [5а 


5 


Ъ 
解 є | sedz = 2.5x2| = 2.516) -2.500 = 90 
Ü 





10 
(b) | 3x°dr 


10 


= (10)' - (1)? = 999 





E кє | 3ridr = ¿3 
54 y 
(с) | x da 
ad ғ. І |“ 3, 
E EF | 2945 = 3213] — 3 ва ўр = 9 
É] 3 А 
(4) КЕ 4 x4 6)dx 


3 1 ， 
ж ағ taet Oae = (а eer|| 


L 
2 
1 1 › r 

= 08095 20304608) -Lats Laya ea) | -36 


4 
te) Ko + З dx 





4 _ ; А 4 — — 
m o jc | - 2422 SE - (эл +2 у = 16 
K. 
(0) [ае dz 
1 3 
Шотт K =2e | = 200200 _ 20) - 2(403.4 — 1) = 804.8 
u 
10 _ 
(g) |, 2е “дт 
rig Lil 
в EF |, 2e tdr =- e! ñ =-= 200 f уа 20 a -1 


代 换 法 
15.2 利用 积分 代 换 法 求 定 积 分 | Sr(2x2 + 33а. 


Ж 睦邻 =2r2+ 3. 那 么 dardr -4r 利 or =@н/4г 暂时 忽略 积分 的 上 下 限 ， Ет 
ТЕЗА Зр ЖОЕТ е 


“286. 


ЖЕЕ ЖЛЕ 








15.4 


185.5 


5 + 3)dx = [ваа du - 2f udu 
XF u 积分 ， 
[иа -2{®-}+‹ -atte (15.9) 
最 后 ,在 (15.9) 苞 中 把 := 222 T 3 RA, ЛИНЕН c ЕЕ ERIEK F r ЮЕ, 
加 入 积分 上 上 下限， 


; ， 
|8х(2? + 3)йгс = (22°+ 3| = [2 + 3]5- [2(0) + 3] = 441-9 = 432 





3 
ü 





因为 在 原始 代 换 中 ur 而 等 于 2r2+3, 就 而 言 的 积分 上 下 限 是 与 就 x WIB BJ y F FH RE 
的 .好 果 需 要 , 积分 的 下 限 也 可 以 表示 成 a 的 形式 ,因为 , 令 w=-2x2+3, 当 工 从 人 到 3 的 变化 时 , к 
相应 的 等 于 wx =2(3)+3=21 和 2=200)2+3=3, 存 (15.9)y 中 我 们 可 以 用 这 个 .上 下 限 求 得 基于 u 的 
HHE 





21 


2] 
2| kde = ы) = 441-9 = 432 
3 3 





重新 考虑 问题 15.2. 
H EF a эш? - 5)'4т $ u = x°- 5 Ж du /dz = З=. PETR, 执行 积分 代 换 


[о з)°йт = [е 24, = [еи 





ЖТ w 积分 且 忽 略 常 量 ， 
[Фи = H 1 = ш 
К а= x -5 且 加 入 关于 的 限制 ， 

[ 2023 - 5)1ду = Е 3 5» | _ 1[ 3 з 3 3 
_ 1 1 
= 9027) — g (764) = 10.11 


因为 w= x -5 和 和 对 x 的 限制 x =1,х=2 PREET н HJER = (1) -55 – 4, u= (2)3-5>3, 
并 把 它们 作为 关于 и” 的 积分 的 上 下 限 


1р li _ 1 1 
[азаи = Hef, = 903)? 79 (- 4)3 = 10.11 
2 2 
重新 考虑 问题 15.2, 设 | Ы. 
Ж 


# EF 5.25.1, ЯА du/dr=37 M а= du /3 72 代入 


2 
[ср Т = faau? ie = fiau 





关于 и 积分 ,忽略 常量 




















fu Pdu = 
把 x= x?+1 代入 ,再 加 上 初始 极限 
3 322 КОГА 1|* 1 -1 i 8 
[туре = (ж! 23 +1 эът otl 
由 и= z+ ЯХ + 的 限制 是 从 0 到 2, 则 zx 的 限制 应 从 (0)%+1=1 8] = (2) +1=9, А 
y 9 г | р 
_ - _ ti ul dj 8 
CETE EEEE SEE 
3 6r 
利用 代 换 法 求 定 积分 | oz dz ， 
Dz“ +1 


ОЕР $ ¿= l+ l.da/dr = 2r аз диа. К 


бт 
z2+1 





Дх = foru“! du = [и-н 
RF a 积分 
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3 lu = оа 


{К ш, 


f -- a = Зав 1| |Ë = 3al32 611 3 07+ 11= 3n10 - 31 — 310 = 6.9078 
[ШР 


u ШЫЛА и —(0)1+1=1#] а (3261) = 10.2 F. 了 积分 


ЫШ 
3j аіди = 3ш. а 110 = 3110 311 = 3110 = 6.9078 





2 А 
15.6 重新 考虑 问题 15.2, 设 | 4ze dz， 


# EE +u rtl MZ du/dr=2r M dr=du/2r. Ef 
|4ze dr = je 至 = 2fe"du 
关于 и 积分 ,并 忽略 常量 
2fe"du -= 2с“ 
ҚА к=х?+2, 
[эге = дет! |; = 21 зэ ру үе ƏN) 


= 2(403.43 — 20.09) = 766.68 
H uta +2,4 ВУ ы = (1)5°+2=3Жи—(2)°+2=6 














af edu = 2e |5 = He- = 766.68 
i 3 
15.7 重新 考虑 问题 15.5, 设 [заета 


W т> $ usr’ +l, du/dr=61? 0 dr=du/6r? {i 


2255-1. Чи _ ilf, 
Е ах = [задае S = L ferdu 





关于 x 积分 


代入 -2x3+1 


1 3 3 
[medr = 
ü 


1 52. 
зе абе e) = + (20.086 - 2.718) = 8.684 
ИННО 则 


分 部 积分 


15.8 лїк | e 


PETELE 


E EP QG (2) зл, А (о) 23 Фа (ху=(х+1)7?,Җ АҢА (14.1) 


3 
j (+ МЕШ = 3e[- (r+1) 1- | - (= +1)7!3йт =- 3z(zr + 1) 1 + afte + ldz 
ТАВ 


суе =— 3r{tr+1) l! + 3] < + 1: 
ЖА E FH 
L 3r [ 


rga r= -3rtz+l + 31а +116 


: | 
5+ +3m 1 5+11] |- 32 23 taia: | 


288. 数理 金融 引 论 











=- Š + 3106 + 2 — 3ln3 


= 3(In6 ~ In3) 一 1 = 3(1.7918 1.0986) 0.5 = 1.5796 


4r r 
í (z +2) І 


15.9 EAEN 15.8, 设 | 


W т> filz) = dr, f (z) = dg (z) = (< + 2 和 8(<) 一 [+2 idr = (+ + 25 2, 








代入 (14.,1) 
| | 1092) :| -| 六 (十 2-24d7 
= 一 2zrfe + 2) 2 + afta +2) 7de 
积分 
上 dc = -2х({4 +2) 2 - 2(z + 2)! 
BALTE 
f y dz = [-2z(z +2? 2(r = 2) 103 


= [= 203)(3 + 272 – 2(3 + 291] - [2 200 + 2) 2 — 201+ 2571] 


5 2 2 2 5 
5757973 = 25 


15.10 重新 考虑 问题 15.8, 设 [s= az. 


B EF flr) = Sr. f(e) = Sg (rz) = e? fl glr) = feae = ex, 应 用 (14,1) 


|sze ал = 54.6712 一 [еза = 5r" . ls?dz 


积分 
[5 еа = 50772 — 572 
渗入 上 下 限 
[етта = [Sre™? — Sex?]} = (15е? - бе?) - (Se _ 5e) 
= l0e = 10(148.4) = 1484 
定 积分 的 性 质 


` 4 0 2 4 
15.11 TEM | (8а? адаа = | (82? +95)da + [0822 оза. 


4 


4 
解 тк | {877 + Ox)dr = 2z4+3r3| = 704 - 320 = 384 








й ü 
f (BI? + 9л?}ду = 2: + 353 
-4 


= Ü - 320 =- 320 





4 4 
| aas + 9х?)йт = 22+ +322 = 704 - O = 704 
ü 


检验 -320 + 704 = 384 
， 16 n 4 i 9 РА 16 
15.12 证 明 [сет + 3zjdz = | ce yazjdx [Л + зов + f (2712 + 
0 4 9 
3r Jdr. 
1& | 16 
R к> Í, (= 12+3zydr = 24'®+ 1.5291 = 392-0 = 392 
Ü 


4 
[ет +3r)dz = 221 + 1.512 





4 
= 28 – 0 = 28 
ü 


9 9 
[аел +3zrjdz = 2210 + 1.522] = 127.5 28 - 99.5 
l4 
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= 392 ~ 127.5 = 264.5 





16 15 
f (r !2+зх)ду = 2r? + 1.522 
9 9 














恰 验 28 + 99,5+264,5= 392 

| 3 бт 1 ér [. бт 3 бт 
. H = dr + +| . 
15.13 证 明 | 22—42 | т баеты бере 


解 Em 根据 问题 15.5 





1 ér 2 3 
3 dr = Маіх + 1! = 31514 
Ж” +] 0 





^1 E 
1, zq; = Уа зї! | = 3102 – 0 = 3in2 
ü 


z 
= 3ln5 — 3ln2 
1 





2 
| bx dr = 3n | z7 + 1! 
1° + 1 








3 бт 3 
f 2 de = Зы 01| = An10 – 3ln5 
2x” + 1 2 
вв 3102 + 315 – 3102 + 1110 — 3185 = 315110 
3 2 3 
15.14 证 明 | 5те г = | Szre™'lidr + | Sreda. 
1 1 2 
解 r 根据 阿 题 15.10 


3 
[оета = [Srert2 — Se™+2]? = 105 
1 


2 
[етта = [Sze — Se ?2]t = (106 — 54) — (Se? - 5e) = Set 


Гезе. = [Srer ~ 56202 = (15е* — 5e5) — (100% - 524) = 1065 ~ Set 
检验 бе? + 10е? – Set = 10 
曲线 间 的 面积 
15.15 {a) 男 出 以 下 函数 的 草图 , (b) 计 算 它们 在 所 述 区 间 上 曲线 之 间 的 面积 . 
у= 7-х: Ву = 42-22 Ах = 189] = = 4 
解 EF (aW. 15-6. 


(b) 根 据 图 15-6 所 求 的 区 域 就 是 曲线 y =? z Z FA x =1 到 =4 的 区 域 面积 减 去 曲线 у= 
4z -322 之 下 从 xx=1 到 =4 的 区 域 而 积 . 利用 积分 性 质 


4 4 4 
А- | (7 - zdr -| {dr - z2)drz = f {z — 5r 十 7)dz 
1 1 1 
_ Ë 3 2 | 
= TX = 2,5z“ + T+ 
3 1 


= [Fe азе? то ]- [0 -2.507 то] а 


— V w h їз 0 ә л 
— кюу © k їл © 





H 15-6 图 15-7 


15.16 ЖЕ ЫЙ 15,15, Ж уу=6б—х,у,=4Д z=0 B| xz =s, 
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注意 在 交叉 点 曲线 相关 位 轩 的 转变 
W EF (a Л915-7. 


(b) RER 15-7 所 求 面积 就 是 内 = U | r - 4 8 ур=6- zr 和 y,=4 之 间 的 面积 加 上 从 工 =2 
到 .r=5 82 yd у (= 6- r 2 ТАНАР. ЖЕ ЕЕЕ ЗЕ 














2 5 
А-[[(6-+) -4)4 + | [4 - (6 - z )jax 
lI z 
2 5 1 2 1 5 
- f2- tda ЯКЕ - 2)йу = Ë 9 ЕЕ -2:) 
=2-0+2.5. (-2) = 6.5 
15.17 ЖБ 15.15, 1 у, = 262-47 +8, у= 22 Ах = 0 Z| z =3. 


Ж EF (a 见 图 1-8， 


2 гэ 
(b A- Гс -år +) — 2.r ]dr + 1,22 = {r – 47 + 8)14+ 


2 3 
一 | -бх + jdr + f а? + 6z 一 8)d7 
I 


= r> L + сл Q +I ос 








Ё 15-8 图 15-9 
15.18 重新 考 井 问题 15.2, 设 六 =z2-4z+l2 和 =z2 从 了 -0 到 4 
Ж F(a) М 15-0. 
3 4 
(b A= К — 4r + 12) — ri]dr + [x - (z2— 4z + 12)]dx 
= faz = 4r)da + KE -12jdz = [12x - 252] + [222 — 2711 = 20 
广义 积分 与 洛 必 达 法 则 
15.19 (a) 试 述 为 什么 以 下 积分 是 广义 的 , (b) 验 证 它 的 收 全 性 .如 困 可 能 请 计算 山 它 的 值 . 
° 27 
| (z? + y7 
E EF (a) 这 是 -- 个 广义 积分 ,因为 积分 的 上 限 是 无 穷 大 
= Ir р 5 2r 
(b) |, (т? + pdt Е їп 1 (х*+ pt 
& y= зъба 2x Ж! dr =4«/2 ЖА 
2 
Геза = foeu f = fuau 
关于 u 积分 并 乱 略 常量 
fuaa = цг! 
ҚАЛ а= r2+13EDNI F. > 的 上 下 限 


15.20 


15.21 


15.22 


15.23 
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r 2r dr 一 imf 2r іх = (х? +1) ! ° 

{ (z2 + ру веј (т^ + 152 | l 
_ — 1 + 1 _ 1 _ 1 
241 QY +i 2 pr+l 


当 poo, 1/05? + D0 КНИНУ. 








重新 考虑 问题 15.19, 设 N -az 
1 + +7 
# a 这 是 一 个 广义 丙 分 ,因为 有 -一 个 积分 限制 是 无 穷 ， 








w 5 
(5) | 2. = = = Јах +7 | | = İnlėé+7i-lnll+7 
Ж р-жоо, Б ът оой РАНУ, 无 解 . 

0 
重新 考虑 问题 15.19, 设 | dar. 


Ж Е (ә 下 限 是 无 窃 大 . 


一 





0 "Ü 
Oo) | ear = Шш erdr = Те 


1 
= зе 

ща oo, 于 ez 一 0 ВЕ EAL. 
(a) 试 述 以 下 积分 为 什么 是 广义 积分 , (b} 并 验证 它 的 收敛 性 ,如 果 可 能 请 计算 出 它 的 
ЇН. 

Ü 

|. (5 - z) 245 
W EF (ә) FREASA 
б) | -adr = lim f (S - z) az 
$ u=5- r, da/dz= -1 和 dr= – du, {Е 
fs - z) dx = fa da) =- fuau 

ETF u 积分 

一 РЕ = ы! 


А а=5 xc 加 上 xz 的 上 下 限 





| 5- ra = Жа | G5- к)7?йг = (5 оз) а: 
а= %,1/(5- а)-*0 RARA ENL. 
重新 考虑 问题 15.22, 设 [2 ea. 
Ж о) ТЫЕЛА. 
(b) (2а: = жа | 2zerdz 
利用 分 部 积分 法 , 令 f(x)=2z, f (z)=2,g (z)=e* 和 和 g(x) = feaz = r. (ËA (14.1) 


[2rerdz = 2те* 一 Jer2qr 
再 次 积分 


(2zerax = 2ге 一 2e7 


加 入 上 下 限 


0 4 
| _2redr= lim Í 2хеіх = (2хе* - 2e”)| = [2(0)e9 - 201] - (2а — 26°) 





4 
a 


=-2-2ae + 20 PPN = | 
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15.24 


15.25 


15.26 


Ща – 0,0—0 ВВК, IH ЖЯ – 2 
(6 бх 
重新 考虑 问题 15.22, 设 | ara 


0 я 
W HE {a) 这 也 是 一 个 广义 积分 ,因为 当 т 从 左边 {z 一 6 )88 F 6 PRR F 3 K. 
5 dz 


(b) —— = fim 
or-ő aat 
33 p—6 ,|46 一 6 一 0 时 1n0 是 元 解 的 .因此 积分 发散 且 元 解 
8 
重新 考虑 问题 15.22, 设 | (8 _ z) "dr. 
W FF (а) 3 z>—8 积分 函数 接近 无 穷 . 


8 & b 
(b) fe ~ r) dz = imf (8 - z) dz =-2(B- z) | = (-2 8-6) - (2 /8 -0) 


Ü 
= 2/8 -2 /8- b 
що bg, -2 /8- 5—0 ЧИ, {Н 5 2 /8 = 4.2. 
利用 洛 必 达 落 则 求解 以 下 极限 : 


(а) 








dr И | 
=hhiz-6! = 1112-6 1- 10-6; 
26 А 





解 EF Mro E Rl 52-9 Ж Тоо, АП ЕА Е оо / со, РА Н (15.6) 
和 分 母 进 行 求 导 





3z 一 9 = bm э 
= ü 
g z=» g" 


lim -5 0 
сю 


РЕ) 








1 el . = (— 1/д?)е+* 
lir 7 





m z “m Ti 
简单 的 代数 求 得 
#т 
lim = Hm(— e7} = е0 = 1 
(с) lim 222 
r g 


Ñ EF 当 z 一 co,ln2zr 和 eT-ro0, 再 次 应 用 (15.6) 











_ 2 . 1 0 
im E = о 2-0-0 因为 十 不 是 一 个 不 确定 形式 
623-7 
(9) аузу» 
. 6ёх?-7_, 18:2. 

8 == 加 zi im éz 7 Зете 

. 3z2-7> 
e) lim 
( "mdr: 一 21 

з 

解 EF lim 2& 7r ИА li бх-7 








тейл? —2] m. Br 


应 用 洛 比 达 法 则 会 得 出 一 个 新 的 分 式 , 它 也 是 一 个 不 确定 的 形式 ,所 以 必须 再 次 应 用 洛 比 达 法 则 





加 全 7 如 和 RAO 
Bri- 522+137 
fy 1 
(0 923 +722- 185 
ИЕ А91 
lim 8z? — 5r? + 13r 2422 — 10у + 13 48z — 10 48 





299 223 + 7r? - 18у 210 611+ 145-18 7 1022514 7 Em j> = 4 


ETARE HAP ERS 





消费 者 和 生产 者 剩余 


15.27 


15.28 


15.29 


15.30 


15.31 


给 出 需求 函数 =45 0.50.5 Po= 32.5 Ж Qi=25 时 , 求 消费 者 剩余 . 
解 e 利用 (15.7) ' 
CS- Pus - 0.5Q)4Q - (32.5)(25) = [45Q — 8.2502] — 812.5 
= [45(25) – 0.25(25)°] — 0 - 812.5 = 156.25 
给 出 供给 函数 已 =(Q+3) 当 Po=8l1,Qu=6 时 ,求生 产 者 剩 祭 ， 
S er 根据 (15.8) 


PS= (81)(6) - [0а + 3)24Q = 486 - aQ + з» | 
= 486 - [1066-3) - " (0+ 3? |= 252 
给 出 需求 函数 P. = 25 - Q? 和 供给 函数 P. = 2Q + 1 .假设 是 自由 竞争 求 (a) Ж 
余 (b) 和 生产 者 剩余 ， 
Жо s= 当 市 场 平 衡 时 , = d, 则 
2Q+1=25-Q Qi+2Q-24=0 
(Qr+6)XQ-4)< 0 Qo=4 P=9 





因为 Оо 不 能 等 于 -6 


(a) CS= fos - Q24Q – (9)(4) = | 25a - 10] -36 = (25ка) - L]-o -36 = 42.67 


(b) PS= {9)(4) -ea + dQ = 36 - [Q+ QR = 16 
给 出 完全 竞争 的 条 件 下 需求 函数 Py = 113 - Q? 和 供给 函数 p. = (Q +1)? Ж{а)С$ 
和 (byPS. 
解 ЕР 杷 供给 函数 展开 , 使 供给 和 需求 相等 
02+20+1= 113-92 9+0 - 56) – 0 
(© +8)09- 7) = 0 Qo=7 Po= 64 


(а) CS= [аз - Q°)dQ – (64)(7) = [изо - zel — 448 = 228.67 

(b) PS=(64)(7)- ha + 1)°40 = 448 — [Leo +1)°} = 448- (170.67 - 0.33) = 277.67 
ТЕЛЕЕ Е 下 所 销售 的 数 甚 和 市 场 价 格 是 由 需求 函数 决定 的 , 对 于 一 个 利益 最 大 化 的 
华 断 考 来 说 需求 函数 是 P-274- Q? 和 MC=4+3Q. 求 消费 者 列 余 . 

E EF D H P= 274- 02, 





TR = PQ = (274-006 = 2740 - Q? 
和 


MR = 228 — 274 зог 


4Q 
在 МЕ= MC 处 垄断 者 获得 最 大 利润 , 划 
274 -3R =4+3Q 9+ 9-90) = 0 
(Q +10)(Q - 9) = 0 Quo=9 Po= 193 


9 ñ r 1 ° 
和 CS= | (274 ~ Q°)dQ - (193)(9) = | 274Q - Lo] -1737 = 486 
0 3 б 


频率 函数 和 概率 


18.32 在 “个 大 的 迷 锁 店 等 待 时 间 的 概率 由 频率 函数 fO) = Р, 053 ЖИН. 45 1 至 
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15.33 


2 分 钟 的 概率 尾 多 少 ? 


2 4 3 1 
E {> Р | ged = 


ТЕЙ ЕП Ж--Ж FERA РИНГЕ ИЙ ЖЕЕ ПЕРА у(х)=12(т^°—у5),0< т 1 
描述 ,那么 在 这 一 天 之 内 完成 的 工作 在 不 多 二 50% 的 概率 是 多 少 ?完成 的 上 作 量 不 
少 于 50% 的 概率 是 多 少 ? 


0.5 à 490.5 г; 
Ж ФЕ (а) Р, -| 12(22 - жаг = 2| Lz] = 12! 0.125 _ 0.0625) -0]- 
ў 3 4 n _ 4 ! 





442 1 1 
{= 581160) в) - 0.1852 











Сз 
0.3125 
1 3 441 i ， ， 
_ 1_ зуу | a] of l 1) 0.125 0.0625 | 
(b) P, Е x) dx 121 4 das 121， 373 | | 3 3 | 


= 0.6875 
则 有 P.- Р, = 0.3125 + 0.6875—1. 


在 经 济 上 的 其 他 应 用 


15.34 


给 出 I(t) 9:102, (а) 8 EAO) 从 第 5 年 到 第 8 年 间 , 即 在 [4,8] 的 资本 构成 水 
F, 


-6 % 
Ж F (а) K= |! ч = 有 


Иш 6(8)%2 — Q = 96/2 = 135.76 








8 Г 
(b K= К = 621 = 6(8)32 — 6(4)22 _ 135.76 - 48 = 87.76 
4 


第 十 六 香 ”一 阶 微 分 方程 


16.1 定义 和 概念 


微分 方程 足 用 来 表示 函数 y= f(t) 与 它 的 一 阶 或 者 更 高 阶 导数 或 微分 之 间 明 确 的 
或 隐 含 的 关系 的 方程 , 例如 


= 5, +9у = 12y 和 у —2у +19 = 0 


如 上 ,只 包含 个 自 变 基 的 方程 , 称 为 常 微分 方程 .微分 方程 的 解 或 者 积分 是 不 骨 包 含 导数 或 
者 微分 的 方程 , 它 被 定义 在 … 定 的 区 间 内 , 当 自 变量 取 这 个 区 间 内 的 任意 值 , 它 均 满足 微分 方 
程 , 见 例 1. 

微分 疙 程 的 阶 数 就 是 方程 中 最 高 阶 导数 的 阶 数 ,微分 方程 的 次 数 就 是 最 高 阶 和 导数 的 最 高 
КЖ, 见 例 2 和 习题 16.1. 
例 1 要 求解 满足 微分 方程 yY(t) = 了 的 所 有 函数 y(z), 只 要 方程 两 边 积 分 即 可 . 


y = frar = 7+ гу 





у(т) = je + ci)di = 3.52 + eite 


这 个 解 被 称 为 通 解 , 它 表示 当 À KMEN, 微分 方程 就 有 无 穷 多 个 可 能 解 ,车 < 是 确定 
的 , 则 微分 方程 就 有 一 个 特殊 解 或 定 解 它 与 所 有 的 可 能 解 是 相关 的 . 
例 2 微分 方程 的 阶 数 和 次 数 如 下 ， 


1. 和 ?=2x +6 一 阶 , -次 . 


Н 本 
2.|%У 255—0 一 阶 ,四 次 . 





di 
Фу ду! 2 — — 
3. АЛ а. +т=0б 二 阶 ,一 次 . 
317 jayi eA ey 
а | 人 | E] =75y чй,кк. 


16.2 求解 一 阶 线性 微分 方程 的 一 般 公 式 


对 于 一 个 一 阶 线性 微分 方程 , dy/ dt у 必须 是 一 次 且 不 症 在 忱 积 y(dy/dz ), 对 于 这 样 
的 方程 


а 
+ ту = z 
di - 


jk o 和 各 zz 可 以 是 党 数 或 时 间 函 数 , 则 求 得 的 通 解 的 公式 是 

ya) = e "ECA + feitas) (16.1) 
这 里 A 是 任意 常数 , 解 包含 两 个 部 分 ,e” OUA 称 作 余 函数 ,而 е 1 [| ze; 4, 称 为 特殊 积 
分 .特殊 积分 у, 等 于 y(z) 的 暂 态 均 衡水 平 , 余 耳 数 у, KRHS WE. hF y(1) 是 动态 稳 
定 的 , 则 当 + 趋向 于 无 穷 时 , у, 一 定 接近 和 零 ( 也 就 是 说 ,et 中 的 上 一 定 是 负数 ), 微分 方程 的 解 
可 以 通过 求 微分 来 检验 , 见 例 3 一 5, 习题 16.2 一 16.12 和 习题 20 33 
例 3 求解 微分 方程 dyydt + 4y = 12 的 通 解 如 二 ,由 Fw =4,z=12, 恨 据 (16.1) 式 得 

уб) = efit А + fazd 342) 
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Егина 








例 4 


例 5 


16.3 





是 


从 14.2 节 中 知道 ， fadt = 4t + c, 9016.1), ЖЕ ,将 其 并 入 А, В 


y(z) = е (А + [12е') (16.2) 
HA КАНДА А. 上 骨 一 次 忽略 常数 项 代入 (15.2) 式 ， 
уб) = eTA + 30) = Ае +3 (16.3) 














H-Fe 4с = е0 = 1. 4 оо, у = Ae “0, B y(t) 接近 于 y, = 3, ИП Ж К 
F, y(t) 是 动态 稳定 的 . 

HT А 是 不 确定 的 ,所 以 所 求 得 的 解 是 通 解 , 我 们 可 以 对 (16.3) 求 导数 来 检验 这 
TER. 











dy _ 4Ае 和 


d: 
根据 最 初 的 问题 
dy _ dy _ 
ү t y = 12 g = 12-45 
JE у= Ает +3 (ЕА (16.3) 


dy - 12- (Ае +3) = – 44е“ 

















dt 
EH dy/dt +3 y= 2 RE о= 3172, z= 六. 求 通 解 ,首先 把 它们 代入 (16.1) 
y{1) = ЕТ + [еезенар) (16.4) 
求 积分 [Bear = P. 代入 (16.4) 式 
уйш = e (A + [eza (16.5) 
利用 代 换 法 , 对 (16.5) 式 中 的 积分 项 积分 , 令 и = 3, du/dt=3:, H d: = du /3⁄2, 
г б н d 1 I н 1 н 1 ? 
[22е dt = [е 3⁄2 = з | ди = зе = зе 
最 后 ,代入 (16.5) 
外 = e (A + +e) = Ас EE ° (16.6) 


Žo, у, = Ae —0, Н уб) Т, ЗРЕО ВНЕ О. 


对 (16.6) 式 进行 求 导 以 检验 这 个 通 解 是 可 正确 ,dy/dz = -342Ае-'. ЖЕЕ Я 
问题 
dy 


2 d 
ар 53у = 2 E = 2 3,2% 


de 
把 y 代入 {16.6) 


sy = O P(A + 1) =- 32де" 





假设 例 4 中 y(0) =1, 则 定 解 可 以 按 如 下 求 得 :根据 (16.6),y= Ае ? + +, 当 z 上 = 有 0 时 ， 


y(0)=1 因此 1= 4+ 了, 事实 上 ,dg=1 和 A= 达 把 4 = Кл (в.в), ежу 2 
etd 


正 合 微分 方程 和 部 分 积分 


给 定 一 个 包含 多 个 自 变 基 的 函数 , 形 如 Fy) 5 M=9F/9y 和 N=9F/31, 则 全 微分 





dF(y.t) = Mdy + Nd (16.7) 

HTF8&£THE E, M ЖМ ERER, 则 方程 (16.7) 称 为 储 微 方程 , E FH TE, 
ED Mdy+ Nd = 由 十 左边 恰好 等 二 原始 方程 F(y, : ) 的 微分 ,我 们 称 其 为 一 个 止 合 的 微分 
方程 . 对 丁 一 个 正 会 微分 方程 ,9M /34 =2N/9y, 也 就 是 说 32FA(atayy=B2FAaywat) 证 明史 
习题 16.49 . 

正 侣 微分 方程 的 解 ,好 是 对 于 一 个 自 变量 进行 连续 积分 , 此 时 其 他 自 变量 保持 恒定 ,此 过 
程 称 为 部 分 积分 , 它 是 求解 偏 微分 的 敢 过 程 , 见 例 6 和 习题 16.13~16.17. 
Ae 解 止 合 非 线 性 微分 方程 














(бм + 9y2)dy + (32 + 8dr = 0 (16.8) 
1. 验证 其 是 省 是 一 个 正 合 微分 方程 ,这 里 M=6yx +9% Ж N—3y2 +8, 所 以 MA 
=6y 和 3N/9y=6y, 假 车 9M /3t 关 9Nj9y, 它 就 不 是 正 合 微分 方程 . 
2. H F M=əF/4y 是 篇 导数 ,对 M 关 十 y 进行 部 分 积分 ,此 时 把 : 看 作 常 数 . НЕ 
加 上 一 个 新 的 庙 数 项 ZO), 它 是 关于 + 的 函数 , 这些 项 是 可 能 在 对 原 阔 数 进行 关于 y 
的 求 导 时 略 去 的 ,注意 在 部 分 积分 中 用 ay 取代 dy 


Е(у,#) = (С? +9у?*)ду + Z) = Зу: + 3y + ZC) (16.9) 
除 未 知 项 Z(1) 外 ， 上 式 给 出 原 函 数 . 
3. 对 (16.9) 关 于 1 求 导 ,得 3F/3: , 则 
га = Зу? + Zt) (16.10) 
因为 9F/at = М 向 N=3y2 +в 8016.8) аруа, =3y° +8: 代入 (16.10) 
Зу + 81 = 3y + Zr) 210) = 8 
4. 对 2 (УЖ Р, ВВ, А83 HARO. 
ZG) = |Z tde = [ваг = а (16.11) 
5. 19016.11) NA (16.9), EMERSE SO, 利用 求 导 很 容易 验证 结果 是 否 正确 的 . 


Е(у, ғ) = dyt 二 393+4t2 二 < 


这 容易 由 求 导 来 验证 . 
16.4 积分 因子 


并 不 是 所 有 的 微分 方程 都 是 正 合 的 ,然而 ,有 一 些 是 能 够 利用 积分 因子 变 成 正 合 的 , 这 个 
积分 因子 是 一 个 乘 式 , 它 使 得 方程 能 够 进行 积分 求解 , 见 例 7 和 习题 16.18 -16 22 
例 7 检查 非 线 性 微分 方程 ydy + (5y +8)dr=0, AERE 是 正 合 的 , 这 里 М = 5y 市 
N=5y + 8т,ЖШй ЖЕШ т 的 一 个 积分 因子 ， 我 们 可 以 将 其 变 成 正 合 的 5Swzdy + 


(Sy2r +84 de =0, 现在 ?3M/7ar = 10yt =3N/9y, 此 时 可 能 通过 上 面 的 方法 求解 方程 ， 
H HH 16.22, 


为 了 检验 利用 了 积分 因子 后 问题 的 解 是 否 正 确 ， 可 以 求 得 解 的 全 微分 再 除 以 积分 因子 . 
16.5 积分 因子 法 则 


对 于 一 个 非 线性 一 阶 微分 方程, 如 果 积 分 因子 存在 的 话 , 这 里 有 两 条 法 则 有 助 上 寻找 到 积 
分 因子 . 


жаг ажа М9 (O) W e 就 是 一 个 积分 因子. 


жи2 жж ОУ М), W eo 就 是 积分 因子 ， 
见 例 8 和 习题 16.23 一 16.28 
例 8 为 了 更 好 地 理解 以 上 法 则 , 我 们 可 以 利用 它 找 到 例 7 中 的 积分 因子 ,这 里 
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16.6 


5у ду + (5y? +84: = 0 М = 5м 





N = 5y +87 “М = 5узё 5 IN 10y 
应 用 法 则 1 
а а 
уй + 8 7 100) = гв 
上 式 并 不 只 是 у HAR, 故 不 能 做 为 方程 式 的 积分 因子 .运用 法 则 2, 


зу _ 1 


1 = 





елж, шш. винова Јо А 
分 离 变量 法 





非 线 性 一 阶 一 次 微分 方程 的 求解 是 复杂 的 (一 阶 一 次 微分 方程 是 指 最 高 阶 导 数 是 一 阶 导 
Ж ау/ 且 导 数 的 最 高 次 竹 是 1. 者 它 包 含 y 和 dy/d: 的 乘积 , 或 者 y 的 最 高 次 冤 大 于 1, 则 
它 是 非 线 性 的 ). 若 方 程 是 正 侣 的 或 者 可 以 找到 积分 因子 使 其 变 为 正 合 的 , 则 我 们 可 以 利用 例 
6 中 的 方法 求解 ,然而 着 方程 能 表达 成 变量 分 离 的 形式 , 形 如 R(y)dy + S(4)di =0 的 ,此 时 
R 和 S 分 别 是 y 和 上 的 请 数 ,那么 利用 通常 的 积分 就 可 以 求解 该 方程 . 在 例 9 和 例 10 b) Ж] 


题 16. 


例 9 


例 10 


29—16.37 中 有 更 详细 的 阐述 . 
利用 分 离 变量 法 解 下 列 非 线性 微分 方程 ， 
d 


q = yt (16.12) 
首先 ,调整 各 项 的 位 置 , PLK sy Er kt НН, 

dy = tai 

y 


这 里 面 R = 1/ y? M S = :, 那么 两 边 同 时 积分 


|> у = fra: 


1 г? 
-y + ci = x te 


_—1 _9+2е-92с, 


y 2 





令 rc 一 2cz 一 2c1， 


y= Bar (16.13) 


ERT < 某 个 值 以 获得 一 个 特 解 之 前 , с 是 任意 取 值 的 , MAER ER ЗВ LA E iX 
个 解 将 被 一 般 地 而 不 是 特殊 地 对 待 ,se 和 c 也 可 以 用 来 表达 常数 . 
这 个 解 的 检验 如 下 ， Ж у= (te) 的 微分 











Ta ODODE + oP) = 一 
(+e) 
валаа. t, 2016.13) А (16.12) 
rra r: 4t 
f a] (t 24e)? 
给 出 非 线性 微分 方程 
гау + y dt = Ü (16.14) 


此 时 M= (у), N 关 了 (#), 但 是 (16.14) 乘 以 1/(z?y3), 分 离 变量 得 


1 1 
у H 1% -0 (16.14а) 
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对 分 离 的 变量 进行 积分 
[aay + feat = {- у? -ple 
: l -2 yp 1 _1 
Foy) Tay tes Izay е 


对 丁 更 复杂 的 函数 , 其 结果 通常 都 是 这 个 形式 , 它 训 以 通过 求 微 分 再 与 (16. 14a) 式 相 
比较 进行 恰 验 ,其 中 (16.14a) 可 以 冬 以 232 简化 为 (16.14), 另外 方程 的 解 也 可 以 表 
玉成 其 他 形式 ,见习 题 16.20 一 16.22 #1 16.29-16.35. 


16.7 在 经 济 上 的 应 用 


微分 方程 也 可 上衣 于 经 济 中 的 许多 方程 的 求解 ， 它 们 常常 用 于 岂 定 市 场 均 衡 的 微观 经 济 模 
型 中 的 动态 平衡 点 ,并 且 它 可 以 措 纵 出 在 宏观 经 济 的 不 癌 条 件 下 , 价格 增长 的 时 间 路 径 . 给 定 
一 个 菠 数 的 增长 率 ,经 济 学 家 们 可 以 利用 微分 方程 求 该 函数 , 利用 点 弹性 , 经 济 学 家 可 以 估计 
ARAR LA 11 和 习题 16.38 一 16.47), 在 14,6 节 中 ,利用 微分 方程 可 以 根据 投资 函数 和 
总 成 本 估计 资本 函数 ,并 且 和 根据 边 际 成 本 和 这 际 收入 函数 个 计 总 收 兽 函数 . 
例 11 给 定 需 求 函数 Q. = c + bP 和 供给 函数 只 ,= z + hP, 均 衡 价 格 是 





Р = Ё (16.15) 
假定 市 场 中 价格 的 变化 率 dp/dt EEN, Э Q- О, 的 线性 函数 
于 =m(Qs-Q) m= WE >O (16.16) 
则 市 场 上 的 动态 价格 稳定 的 条 件 为 (也 就 是 在 什么 条 件 不 , 当 >ot, PORTE 
TP m). 
把 给 定 的 参数 Q. ЯП Q. (CA (16.16) 
АР = m[(e + bP) — (g + hP)] = m(ç + bP — g — AP) 


调整 顺序 ,使 其 上 16.2 节 的 一 般 形式 相 -- 致 ，dP/di + „(А b)P = т(с— g). ® 
т=т(А-—Ь),т=ю(є- g), 利用 (16.1) 


Р(()= e (A + вете) = "(А + | ее”) 


БА т 
= e "(А ~ 28) ш Ae" + Z (16.17) 
y u 


4 t=08f, P(0)= А +z/u, A= Р(0) ~ +/ъ. 
{А (16.17), 


Ка Æ] -a, Ж 
Ри) = (Р) – 2 |е + = 

BI, К v= mih 一 5) 和 和 =т= т(с- р), 
Ро) = [ PO) = EE |на + 
ЖШ (16.15) {1 tinti И 2 =. 
_ P(t) = [P – Ple wi р р (16.18) 
因为 PO), Р, тсе, 当 一 co 时 右边 的 第 一 项 将 趋 于 由 因此 PORAT P, R 
当中 -之 0. 对 于 正常 的 情况 ,需求 是 负 的 斜率 (5<0), 而 供给 是 正 的 斜率 (5 >0) 则 证 
以 确定 其 动态 稳定 条 件 . ИЖ Ар, AEA ЕЙ ЖЕЕ РА Ж ON MARE ЕГП 市 场 

也 将 是 动态 稳定 的 . 


16.8 ”微分 方程 的 相位 图 
许多 非 线 性 微分 方程 作为 时 间 函 数 不 能 得 到 解析 人 解 . 然而 相位 图 提供 了 关 凸 方程 稳定 性 


св 
ћ- b 
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值 的 信息 , 它 有 助 记 决定 方程 将 是 得 收 人 就 工 暂 态 的 均衡 点 .相位 图 措 终 了 > 的 导数 ,这 里 我 们 


用 Y 必 为 效 数 的 简单 符号 ,在 相位 图 中 , 根据 曲线 和 水 平 畦 的 交点 ,我 们 很 容易 确定 平稳 状态 
的 解 ,因为 在 点 y=0 函数 是 不 改变 的 , 对 于 一 些 方程 可 能 会 有 多 于 一 个 的 交叉 点 , 国 此 就 有 
不 止 … 个 解 . 

从 图 表 上 看 ,平稳 状态 解 的 稳定 性 可 以 用 移动 的 箭头 来 表示 . 无 论 何 时 只 要 称 动 的 箭头 指 
їп] {т (ЖН y 正在 增加 ), 则 3 的 图 形 就 在 水 平 轴 的 上 方 ,表明 必 >0. 苦 往 头 指向 左 ( 表 明 > E 
在 减少 }, 则 3 的 图 形 就 在 水 平 轴 的 下 方 ,表明 y<0. 若 移动 的 箭头 指向 一 个 平稳 状态 解 , 则 这 
个 解 是 稳定 的 ;车 移动 的 箭头 不 指向 平稳 状态 的 解 , 则 这 个 解 就 是 不 稳定 的 . 

从 数学 表达 式 上 看 , 当 相位 图 经 过 平稳 状态 的 平衡 点 时 ， 它 的 斜率 也 可 以 告诉 我 们 这 个 
平衡 点 是 否 是 稳定 的 , 当 求 接 般 一 个 平 槛 状态 的 平衡 点 时 ， 


дя <0 均衡 点 稳定 











джа > 0， ”均衡 点 不 稳定 
对 相位 图 的 解释 见 例 12, 例 13 给 出 了 稳定 性 的 导数 检验 方法 ,也 见习 题 16.48-—16.50 
例 12 给 定 非 线 性 微分 方程 
ў = 8y - 25; 
构造 相位 图 , 这 里 需要 六 个 简单 的 步 又 ， 
Ж el. 求 暂 态 的 或 平稳 状态 的 解 .只 需 令 у = 0, Ж ГЗ И. 
y=8y-2y=0 
2y(4—y)=0 
y=0 了 =4 RER 
相位 图 将 在 y=0,y=4 点 穿 过 水 平 铀 . 
2. 由 于 这 个 函数 经 过 水 平 轴 两 次 ,那么 它 就 有 一 个 拐点 , 我 们 下 一 步 要 决定 这 个 损 点 
是 最 大 值 点 还 是 最 小 值 点 . 


2 -в 4y = 0 у= 2 是 一 个 临界 值 





2» 
2 =-4<0 四 ， 相 对 最 大 


3. 下 面 可 以 很 容易 的 画 出 这 个 相位 图 的 草图 , 见 图 16-1. 





图 16-1 


4. 标注 移动 的 箭头 , 完 痉 这 个 相位 图 .如 上 所 述 ,图 形 在 水 平 轴 的 下 方 30 箭头 指向 
右 ; 而 在 水 平 办 上 方 的 图 形 j<0, 箭头 指向 左 . 


点 六 1=0 的 方向 移动 ， 所 以 Уу, 是 不 稿 定 的 均衡 点 . 而 由 于 移动 的 箭头 指向 第 二 个 
ESHA 了 ?=4， 所 以 y; 是 一 个 稳定 的 态 均 衡 点 . 
6. 不 考虑 移动 的 第 头 ， 只 要 根据 相位 图 在 平稳 状态 下 的 解 的 斜率 ， 我 们 就 可 以 验证 其 
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稳定 性 . 因为 在 51=8 点 相位 图 的 斜率 是 止 的 .我 们 可 以 得 出 у, 是 一 个 不 稳定 的 
平衡 点 , 因为 相位 图 在 了 := 4 点 的 斜率 是 负 的 ,我 们 可 以 知道 у: 一 - 定 是 稳定 的 . 




















例 13 即使 不 利用 相位 图 ,我 们 也 可 以 通过 计算 在 暂 态 均衡 点 鸣 一 阶 导 数 来 确定 微分 方程 的 
稳定 性 , 设 
dy og _ 4. 
dy 二 8- 4у 
EREKE у=0, y,)=4 处 求解 ， 
di sg 4(0) -=8>0 ЗУ t48- 4(4) -= 8 < 0 
dy dy 
yi = 0 是 不 稳定 的 у› = 4 是 稳定 的 
习题 解答 
阶 数 与 次 数 
16.1 确定 以 下 微分 方程 的 阶 数 和 次 数 ， 
dy idy dy a 2 
(а) $+| ЧУ =12x (b) P=37 
с) ыз! үз) =4-у td) F 1 + T5y=0 
中 i 了 
(е) лгу Су -47 = 
Ш EF (a) iit, к: (b) 一 阶 ,一 次 ; (OFRER: (OWE, -Кие)- , R. 
一 阶 一 次 线性 微分 方程 
16.2 (a) 利 用 通 解 公式 求解 以 下 方程 (1} 检 验 
dy ` 
dt + ïy = Ü) (16.19) 
解 ЕР (а) 这 里 w=$ 和 z=0. 代入 (16.1) 
yG) = e PUÇA + osa) 
积分 [5а = 51+ с, ZEA РЕЗА A T, ТИ НИ у) = e “UA + fae). foa: = 
ЕО) ВЪЗ А A h, 因此 
yl) = e tA > Ar * (16.20) 
(b) 对 {16.20) 式 求 导 ,dyydt = -54c 4 根据 (16 19), dy/d: = 5y， 用 (16.20) 式 取代 y, 
d =- Ae) = SAe* 
16.3 重新 考虑 问题 16.2. 设 


d 
Чу = 35 y(0) = 2 (16.21) 


Ж EF (a) 调整 次 序 以 获得 -: 般 形式 ， 
9 – Зу = Ü 
这 里 v= -3 和 >* 上 =0 А (16.1), 
yr) = «(А = foda) 


把 | - aq =- 31,5901) = e (A + foar) = Аё ҚА, rsen 2,2 = Ae À - 2. КА, 
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16.4 


16.6 


16.7 


y(r) -- дех (16 22) 
(b) 对 (16.22) 式 求 导 dy/de = 6e”, 80016.21). дуа – 3y. (16.22) AHE у. 
ВК ЖЕГЕ 16.2, iZ 














dy 
21 16.23 
d: 15 16 | 


解 EF (а) 这 里 -0 和 =15， 因 此 


xit) = e Ou (A + [15ean 


这 里 foar = К), КАЛАНА et 也 是 一 个 常数 ， 


y(i)= e (A + setan) 





(16.24) 
= е (A + 156%) = Ac *+ |5; = 152 + A 
这 里 AE- f SE Ae йс НЕЗ РИШ, ИШ ДК ШИН 1 ЧОЁ. 
(b) X16 24 RẸ dyd =15. RWE (16.23), ауга 15. 
重新 考虑 16.2, 给 山 
dy _ 6y = 18 (16.25) 
dt 
解 F(a 这 里 4= -6,z=18, | ва = 一 6 代入 (16.1)， 
»(2) = 60А + [Ве 64) 
这 里 [весе =- 3e“ .因此 ， 
yU) = ФА – Зе) = деб — 3 (16.26) 





(b) 对 (16.26) 式 求 导 , dy/di = 18 + бу. Ж (16.25), йу/а = 18 + 6x, (16.26), И у ФА, 
dy/dt = 18 + 6(А е) 


重新 考虑 问题 16.2, 设 


d +4y =- 20 у(0)= 10 (16.27) 


E te (а) 这 里 v=4,z= -20 #1 ааг = 4 .因此 
уй) = e (A +|- 20‹°'4/ ) 
这 里 | -20e dt = — 5е'. А. уб) = e (A - Set) = Ас" 5. 4, = 0,y = 0 时 , 则 10= 


Де) —5, А = 15. 代入 


убт) = 15е #— 5 St3e 1) {16.28) 
(b) 《16.28) 的 微分 是 dyydi = - 60e 4. 根据 (16.27), dv/dt = -20-4у, Ж F у 用 {16.28) 式 代 
Ж, dy/de= -20-4(15e 4. 5) = – 6007 


重新 考虑 问题 16.2, 设 


dy - 
qy + 4ty = 61 (16.29) 


Ñ EF (a) vw-41,z=6r1 和 和 [и = 2:5. КШ 
y) =e? (A + fasar) (16.30) 
对 积分 项 利用 代 热 法 , 令 u = 21°, dad: 一 本， de= dayi, 因此 


[ea = fore" M -- 1.5| еа _ 1.$е!' 
代 回 (16.30) 


2 
y= eP (A + 1.587) 2 де?” +1.s (16.31) 














(b) 对 (16.31) 求 导 得 dy/di = -4A cT? .根据 (16.29), dy/di = 5: ` йу. ЖЇНЇ (16.31){% A. dy/d: 


PLAE MRF + 303 + 





-6 -4rf4n Q 1.S)- Ае 2 


16.8 (4) 利用 遂 解 公式 解决 以 下 问题 .(b}) 检 验 


dy 
290 -20у= 92 y0) =-2.5 (16.32) 


解 ғ (a) (16.320А УД 2， дуга у= 4.547, AHE, v- 一 Р, eod 5E nf fdr + 


=- Z. RA 
уйу = tA + |a 502 (MC) (16.33) 
Фат Er, аира а, de= дале. W 
[ана = [апе 1 =- 4 serdu =- 45е бё" 
ККА, (16.33), 


yl) = КШ) _ а Se ED) _ Ae Var -4.5 
当 p=0Ef, -2.55 4-4,5; А=2. 因此 


уб) = 20090 —4 5 (16.34) 
(b) (16.34) К, dy/dr = 222601707 #4 (16 32), Фу/аг = 4.52 + ty, JB(16.34)48 А, 


dydi = 4.55 + 020260790 — 4 зу дб 


16.9 重新 考虑 问题 16.8， 设 





dy 2 
T- 2y = e (16.35) 


Ж ке (2) e= 2412=e |24 = HE 


2 1 
уч) < е (А + fee ‘di) = e (А + fea 





这 里 тя а = 4. 代 回 得 

yiz) = {А +t) (16.36) 
O) 利用 乘法 法 则 , 求 (16.36) 的 导数 是 ay/dr = 2ге (A е) te (1) =2гАе'” + 2e её 由 
(16.35), уйй =e" +2гу.1Д(16. IRAS 


= не (А жиз] = е де заа 
16.10 重新 考虑 问题 16.8. 设 
dy _ 1 
dr 3y = 64 у(0) = F: (16.37) 


解 БЕ (a) u-3,z= 一 6， [за = 31. lI 
ут) = ел + forar) (16.38) 


对 积分 项 用 部 分 积分 5 у= 62, MWA F (u= 6; g (1) = ey 那么 gir) = fea: = la 
代入 (14.1) ° 


forar = ве| Le] - | Tea: 


2 x 


= 21е 一 afea = 2:6 - 3° 


ИЯР (16.38) 


эЧ) = Н (А + 26 69) = Дех r 2, — 2 


№ 0р, - AE 300). atoy -sa =1, W 
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оета 2 (16.39) 
(b) (16.39): 9%. 4у/аг = Зе 3 +2, (16.37), dy/dz = 6: – Зу. 把 上 式 直 接 代入 (16.39)， 
аула = ет + | = Зет 2, 
16.11 重新 考虑 问题 16,8, 设 
dz -Y=0 (3) =12 (16.40) 
W ЕР (а) v=-1/t,z=0, | = (1/г)й = -- Int, ЖШ 








усе} ё А H ой) = A: 


Н e= 在 :=3,12=403) 4 -4. MJ 
aln = 4: (16.41) 


(b) IGAL REEE dydi =4. 根 据 (16.40),， dydi = yrr Wile ADIRA, dydi =4t/t=4. 
16.12 重新 考虑 问题 16.8, 设 


Чу ы-у (3) = 20 (16.42) 


G ЕР (a) 变换 结构 dy/dr+ y= 0. 因此 = lz=0 id = +. W 


уй = е (А+ foan) = Ае 


ШЕ 


1=3 8, 20= Ае ?;20= 4(0.05), HJE A = 400. W 

убт) = 400e (16.43) 
(by (16.43) 3 E, аула = -400e 3016.42), dy/di = — у. (16.43) А. dy/d: = 
- {400e *)= —400с '. 


正 合 微分 方程 和 部 分 积分 


16.13 求解 以 下 止 合 微分 方程 .请 读者 自己 进行 检验 . 
(4y + 8i2)dy +(16 — 3)dz = 0 





Ж eF 见 便 6. 
1, 首 先 看 看 它 是 否 是 一 个 正 合 微分 方程 . 令 М=4у+87, М=1буи -3,9M/Ə:= 16: =3N/2y. 
2. 对 夺 关 于 ?进行 部 分 积分 , 再 加 上 Z(1) 得 到 Fiy) 


F(y,t) = fay +&)ду+ 7(1) = 2y? + 82у + Z(t) (16.44) 
3, 求 Fly, 引 关于 4 的 偏 微 分 , 它 等 于 上 述 N. 
2F 


э ~ 160 + Z'(z) 
但 是 3F7at= N=16yt—3, WI 
1му+ Z'(t) = 16% — 3 Z(:)=-3 
ARE ZDK F НА АНЕ zir) 
Z(:) = [ав = f- 3⁄4 一 一 3 (16.45) 
5. 把 (16.45) 代 入 (16,44)， 扯 加 上 积分 常数 
Fiy, t) = 2y + Biy- 32 + г 
16.14 重新 考虑 问题 16.13. 设 (12y+ 70 +6)dy + (7y+ 4: —9)dt = 0. 


解 EF 1.2M/3t=7=3N/ày. 
2. Fiyi) = fazy +1 + 6)ду + 2(1) = бу? + Tyt + 6y + 201) 


3. 9F/dt=7y + Z (1) BIF/Jt~N=7y+4t-9, WI 
Tyt Z (ü) = ?y+ 4 — 9 Zü) = 4-9 


4. ZG) = са: -9)d = 22 — 9, 
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§S.P{lyt}=6y +Iy +6y+222 -Ot+te 
16.15 重新 考 虚 问题 16.13. (12y z +10y)dy+ (8y3 e а= 0. 
Ж F l.3M/32: -24y2r =3N/ðy. 


2. Е(у,#) = [азу г ~ 10у)ду + Z(t) = 4у + 5у + (0). 
3.аЕ/8:= 85у: + Z (1). fB N=B8yr, MJ 
8у = Вун + ZO (0) = 0 
4. Zu) = оа; = k, ЕРМА c F. 
S.F(y, :)=4y2+5y2+c. 
16.16 重新 考虑 问题 16.13. 设 Вгуу = – (3:2 +4у3). 
解 ir 变换 方程 
Biydy =- (312 + dy Yd 8rydy + (3⁄2 + дууа = 0 
1.3M/ar =8y=ƏN/ày. 
2. (ул) = (вау + ZU) = Arl, ZU). 
3.9F/2:=4y+2Z' (t). HAF/3t=N=3 + Ay, 则 
dytt + ZU) = 32 + gy? Z'(:) = 3⁄2 
4. Z(:) = (3,24, =£, 
5.Е(у.2)= 1+4 te, 
16.17 重新 考虑 问题 16.13. 设 60гу2у = – (1242 + 2032). 
Ж ке 变换 方程 
bry’ y + (1223 + 203) = 0 
1.9М/2: = 60у?= М/у. 
2. F(y,:) = [бйу?ду + te) = 201? + Zit) 
3.32F/9:=2052+2'(:). Нәрә. = N = 1212 +209, W 
20у + ZG) = 1205 +2035 ZG) 1222 
4. Z(:) = [12,24 = 3⁄4. 


5.Е(у, г) =36t+2002—_ с. 


积分 因子 


16.18 利用 积分 因子 求解 以 下 微分 方程 .请 上 自 己 检 验 ( 记 住 要 在 所 得 的 结果 取 完 全 微分 之 后 
才能 除 以 积分 因子 ). 





61dy + 12ydf =0 (2) 
Ж E 1.9М/9: =6#3N/3y=12 ВЯЛ; 


G22dy + уг = 0 
这 里 3M/34 = 127=3N7ay. 构造 新 的 函数 


2. Piye) = feray +ZG) = 612y + ZU). 
3.9Е/9: =12ty+2 (r). 但 9F/3t:= N=12y, 则 2'(1)=0. 
4. #(@б = [оё = z, 它 可 以 并 入 < 中 
5.Е(у,лу=бу+с. 
16.19 重新 考虑 问题 16.18. 设 
ду + Зуд =0 (e) 
# EF l.3M/3r=- 2r228N/3y= 3, BRA 
бау + 3241 = 0 
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ЕЕ КАА 





EIM 3AN dy. 


2. Fiy) = |95 +Z) = буз Zü). 
3.9879 = у ZG. BAF d N=3 y, H) 2700) 0, Еу) =у+е. 
16.20 重新 考虑 问题 16.18. i2 


Шоке 变换 方程 
гау — уй ду — уйг = 0 

lLaM/9:=1222N/9y= -1. ЖЬ 1/(ту) 

Чу а 

у t 
і Вом/9:=0-9№/0у, AAA- TRARRE AEEA Я АЛЕ. 
2. F(y,t) = | oy EZG) = Iy = Z(t). 
ZAF = Za). Шаруа: = N= 1e Ш) = р. 


4. Z(t) = | -La -- ly. 


5. Fix Р) = lny- ln + 可 以 表示 成 几 种 形式 .因为 是 任意 常数 . 在 这 里 我 们 可 以 写作 Iny - mt 
= .应 用 对 数 法 则 (7.3 ў), ау Ini = 10у). EIE niy = е АЗК ЯЕ е 的 指数 
形式 .注意 z. =, 


= 0 








„їз? = е" 


Tse 或 уя te 
对 于 c 的 另外 - -种 处 理 方法 见习 题 16.29 一 16.37. 
16.21 重新 考虑 问题 16.18. iZ 
didy + (16у ~ г) = 0 (23) 
Ñ EF 1.2М/ә:=4=9№/әу= 16. Ж 13, дау + (16:55 —05)0: = Ü, 这 里 jM1a = 1612 = 
аму. 
2. Ебу, +) = faray + Z(:) = tyt (р). 
3.аЕ/9:- 16:%у ч Zl). {89Е/0:- N= 1613y 15, 0] 
16:83 +2702) = 16y- 6 Z=- 
4. Zir) 一 f - dt =- +. 
5. Fiyi) =4rty- L5 t с=24г у сеже 
或 2411у- 16, 
16.22 重新 考虑 问题 16,18, 设 
5yidy + (Sy*: + 82)d; = 0 (z) 
Ñ Е 1.2M/3r=5y#3N/ðy=10y. ЖЫЛ, BL 7, 5у?ду+ (5у? + 8dr = 0. REAM 
= Oy —9М/ду, 
2. Fly, r) — [52у +2102) = 2.5у + Zl). 
3. 9Р/а:= Вуй + Z (1). AEA N= 5м? -82, 因此 
Syt t Zl < 5222 +82 0 二 8 














4.200) = [вш = Ёр. 
5, Е(у,1) =2.$ун? s eT Sygo, 


寻找 积分 因子 
16.23 (а) 对 以 下 的 微分 方程 求 出 其 积分 因子 , (b) 应 用 例 6 中 的 s 步 求解 积分 方程 


第 二 六 下 --Ё у 





16,24 


16.25 


16. 26 


(7у + 4i dy + 4tydt = Ü (16.46) 
E EF (а) әм/9: = 850 №95 4r. 用 16.5 节 中 的 法 则 1, 央 为 M= 7y+402, Nody 
1 а l 
21568: - 4) = ну у Жу) 


е д тєк рл 

afry — ey С y 
(b) 《16.46) 式 乘 以 积分 因子 >, (y? + 4y? )dy + 42y2dr= 0. 
1.9М/дг=8у = 3N/2, M 


3 


3 у-у? + Z(t). 


2. Fíy,t) = [оу + ayay +40) — 
dF 2 ，， z 
3.5, Ay ta Z (r). 


4.3F/2N = 4521,00 200) =0，Z(7) 是 一 个 常数 ， 因 此 





5. Е(у,0)= 53 к25212 += Тубу? +. 
重新 考虑 问题 16.23. 设 
Gy +L ydr = 0 (16.47) 


解 EF (a) ЭМ/9;= yyZ29N/2y=2y1 Кё НҢ] БЕ 1 





THO- 259 2 м) = 2 = (у) 
27 | 
因此 
r 1 
"= Чу _ p tny 一 em : = у? 
(b) (16.47) АЖЫ) > 2, збу + 1524. =0 


1.9М/аг = у=ам/а, W 

2. Еу. ғ) = [нау + Z(:) = +, + Z(1). 
3.9Е/а: = Ty +Z (a). 

4IFN= 1-5, 2700) =0, 2Z(0) 是 一 个 常数 ,因此 


5.К(улгу= yt 


重新 考虑 问题 16.23. 设 








4:dy + (16y ~ 1°)dt = 0 (16.48) 
W EF (а) M=4:, N=16y -M91 = 4&2М/ду = 16. 应 用 法 则 1 
1 -12 
ey- 2471S = тву 12 70) 
应 用 法 则 2 
1016-4) = о-да) 
W: 


ПЕЕ И a) — 
(b) (16.48)4КЖЩ O. 44у + (16y 15) =0. EIA 16.21 中 已 经 求解. 
重新 考虑 问题 16.2. 设 
24у + Зуд = 0 (16.49) 
Ж F (a) ХШ м<, N=3y, 2M/9Ə: 2189 М/ду= 3. 应 用 法 则 1 


зу! Ше = 3 = Р) 


那么 


387 " 
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ogy o potn gny 3 у! 
结果 尽管 在 问题 16.19 中 已 经 给 出 了 一 个 积分 因子 1,y ЧЕ Жура TEHAT. AARTE 
检验 y 15. r 
(b) EADARRA y, ty dy + 3y de= 0. 
1.2M/91=2ty 13 ƏN/Ə, HI 
2. Flat) = [y ay + 200) = 1.518 + 700) 
3.2F/2:= 327 + Z'(t) 
4aF/3N=36e2 7'()=0, Z )E— 4353, EE 
S.Fi(y,:)= 1.502 23 + z, (16.50) 
这 里 F, ЖРЕТ F, 函数 相 区 别 . 
16.27 检验 问题 16.26 中 上 是 否 是 一 个 积分 因子 . 


Ж r 对 原始 方程 应 用 法 出 2 


那么 
КШТ = "=i 
因此 : 也 是 一 个 积分 因子 .如 问题 16.19 所 述 .这 时 解 是 Faly, г) = iay+c. 虽 然 与 (16.50) 式 不 同 ， 
但 它 也 是 正确 的 .读者 可 以 自行 检验 . 
16.28 重新 考虑 问题 16.23, 设 . 
(у= #)dy — dt = 0 (16.51) 


Ñ F(a) M=y-t, N= -1, 3M/31= 一 1 关 3N/9y=0. 应 用 法 则 1 


101-0 =1= fiy) 


那么 
5 = е? 
(b) (16.51) ЖЕШ e>, 
(y - tjedy — ed: — 0 (16.52) 
1.3M/3t= – е= ƏN/ày, 则 
2. Fty,1) = [(у-бегу+ 200) (16.53) 


这 里 需要 用 部 分 积分 , 令 
30) = уте FOL g(y)= e go) = fedo 
代入 (14.1) 





fo ~ tedy = (у – tje” [ела = (y - г)е? – еу 
ҚА (16.53), Fiy, ғ) = (у-г)её-е+2(:). 
З.дЗЕ/д = -—e + Z° (t) 
4. 在 (16.52) 中 , ӘЕ/ӘМ = ~e, W| Z (2) =0,Z( 8 — 4 ЕЁ, ЕШ. 
S.F(y,t)=(y-ti)e"-e"+c 或 (y-l)e"q реу 


变量 分 离 
16.29 应 用 16.6 节 所 述 的 变量 分 离 法 , 求解 下 列 微 分 方程 
dy _ — 5t 
ағ y 
W EF ЗЕТЕ 


уйу =— 504 ydy+ 5:4: = 0 
每 一 项 分 别 积分 
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16.30 


16.31 


16.32 


16.33 


令 c=2c1， 


重新 考虑 问题 16.29, 设 


5 
1 — 
(a) a-i (b) #dy- ydr = 0 
t y 
E БЕ ydqy -5dt=0 8 e -=o 
5 5 
ж _1 1 
积分 =- ета 积分 了 
6у?- 515= 30:1 у chy: 


5% = 30) 6у?- 5:5 = с 
重新 考 虚 问 题 16.29, 设 rdy + уйг = 0. 


E EF dy dr -4 
y + 
积分 
iny + in: = lne {任意 常数 ) 
НЕ Д, 
їп = ас мое r 
利用 变量 分 离 法 , 求解 下 列 微分 方程 
dy _ _ 
dt > 
Ж о 分 离 变量 
Чу =- d: 
> 
两 迪 分 别 积分 ,用 ine 作为 积分 常量 
lny =- } + иг 
利用 这 个 积分 常量 以 获得 简练 的 解 
у — hc =- 
ln + = t 
с 
BAIE A e 的 指数 
Poe 
у= сє 


重新 考虑 问题 16.23, #9 b- ау. 


Ж F 分 离 变 量 并 且 两 边 秉 以 -1 


-dy = dt 

b- ay 

dy _ 

a TT di 
两 边 积分 ,并且 再 次 得 到 积分 常数 

ау = b) 二 一 上 十 е 
HARA a, ER 
inlay — 5) = — at + jne 
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ауф оа 
с 
ay b= се 
a, б. ir £ 
у= Се“+-— Hp =; 
16.34 BAHEA 16.32, gA- tf -0 
` ` ` Syt 1+5 ` 


解 ú= 积分 
lnfy + 9) - Inf: + 5) =- lne 


应 用 对 数 法 则 In = Ine 


уз, 或 y+9- ctr+5) 





1+5 
16.35 应 用 分 离 变 量 法 ,求解 微分 方程 dy = 312ydt. 
# r= 3rde=0 
积分 
Iny- 22 = [nc 
Jr Bz BJ uN DH fE Ж c ГРА 
am” ene 
as _ е“ 
уе б _ с 
2 
у= се 
16.36 ЖЕ (ЫЈ 16, 35, у (1'+1)4у+ (у? -5)а: =0. 
2 г? 
н = зю ру 
作 积 分 代 换 


Т(у) -5) + е +1) = Inc 


ini? = 5)(z2 + 1)] = Inc (57 5)0 + 1) = c 
16.37 重新 考虑 问题 16.35, 设 


t 
12-1 





Зау + dt = 0 


Же; 


Зу t That 一 1) = с 
тй ЕУ e КНН, ЗЕН Ж с, EN Е MERKEN, И oe 


SD D _ 


Een Dee 
微分 方程 在 经 济 学 中 的 应 用 
16.38 若 对 于 所 有 的 P 关 0 点 弹性 < E- 1. 求 解 需求 函数 Q = fF(P). 
dQP _ е Q 
W == dp l dP p 
ЛЕЛ 
dQ dP _ 
Q P7’ 
积分 ,InQ + InP = Inc 
ӨР = < б) + F 


第 十 六 章 ”一 阶 散 分 方程 





16.39 Же= 一 上 ЕҢ, 求解 需求 函数 Q = F(P). 


_ QP __ чә ғ 
И = C PQ Ё dp™ P 
分 离 变量 

dQ Lip- 

Q + РЯ = 0 

nQ + АР = e 


a = с Q = P 
16.40 着 当 P=0 时 ,e= —(SP+2P2)/Q 且 Q=500, 求 需求 函数 Q = (Р). 








ЧОР _ - (SP +2P2) 
E e = PQ 7 Q 
ЧО _ —-(SP+2P2)Q _ _ 
dP = Q P (5+2РУ 
HATE 
dQ +(5+2P)dP = 0 
积分 


人 +5P+P = с Q=-P'-5P +С 
当 P =10, Q = 500, 
500 =- 100 ~ 50 + c с = 650 
ЩІ Q = 6505р - Р? 
16.41 ЖА P = Р(0)е*, Р 是 以 P(0) 为 初始 金额 , 以 ; 为 利率 ,1 年 后 的 总 价值 .车 i 是 


连续 利 . 
= 
W гє ЛЕТЕ 
PT idi =й 
积分 
hP — i = € 
左边 设 为 e 的 指数 


Реб = < P = (ей 
当 t=0 时 ,P=P{0). RJ P(0)= себ, с= P(0), Ж P= P(0)e“ 
16.42 确定 一 个 二 部 分 收入 决定 模型 的 稳定 条 件 . 存 这 个 模型 中 ， C.I Y 分 别 代表 消费 量 . 
投资 其 和 收入 与 均衡 值 Co 1,, Y, 的 偏 移 . 也 就 是 说 C= CGO) - С, ха É BE“ C 
由 ”收入 的 变化 率 是 与 超额 需求 C+1- 了 成 比例 的 ,是 
Са) = вї), 0) = yG) Ч) (бж Y) 0<abgel 
R ЕРИНЕ А =+1 
F = а(и+ф— DY 
分 离 变 量 ， 并 积分 
= а(к+Ь—}}ф 


ЊУ =o(g +b - tte 


ElnT 一 ей * Ь—1}г+є 


Фес 

ү = ea 人 ET lje 
208, Y= Ү(0) - Y.= c. RAER Y= Y(0) - Yeleti- Dr HA Y= YG) - Y, Y) 
=Y, +Ý, WJ 
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16.43 


16.44 


16.45 


YOO — Y. +[Y(0)— Ye lt 
№ ге, у) Y, HERS + < 1. ARARE g 趋势 和 边际 投资 的 趋势 5 - - 定 小 于 1. 
在 例 11 中 我 们 得 到 P(:y=[P(0)- Р]е # 5 U p (a) ЕА (Ту 
格 为 P(0) = P, Q)P(0)2>2P,(3)P(0)< P .(b) Е. 
W ëm (a) 1) 如 果 初 始 价格 等 于 均衡 价格 PO = 互 ,那么 右边 的 第 - .项 将 消失 且 РО) = Р.Ж 
果 时 人 则 路 径 是 :条 水 半 线 ,调整 是 及 时 的 . 凯 图 16 -2. 
2) Pt0) 实 P. 右 边 的 第 -项 是 下 的 .那么 当 o, PUP, P(t} 将 从 上 方 接近 于 P. ATM 
-MEF 0. Е 
DË POSTADAS- :项 是 负 的 .并 已 当 0, PEP. PO: ЕНШЕ ЖОР, ЖЯ 
0. 
(b) WP 16-2. 











Рт) 







РО) 
PD 4 P(0)> P 时 


РЧ šB p(0)=— п Bf 


“| 


РО) 






Ру ^4 Р(0)<р B) 


16-2 


投资 的 变化 率 将 影响 经 济 的 总 需求 和 生产 能 力 . Domar 模型 致力 于 寻找 经 济 增长 的 时 
间 路 径 , 经济 可 以 在 充分 发 挥 生产 能 力 的 同时 沿 着 该 路 径 增长 . 若 边 际 娃 蓄 倾 向 与 药 
势 和 边际 资本 产 出 的 比率 & 都 是 常数 . 求 达到 预 求 增长 所 需 的 投资 函数 ， 

# гт 总 体 需 求 的 变化 等 于 投资 的 变化 乘 以 1/5 





ЧҮ _ 1 di 
de; de (16.54) 
生产 能 力 的 变化 等 于 资本 存 其 的 变化 滋 以 过 际 资 本 - 产 出 比率 的 倒数 
do ldk і dk _ 
d kd в! 因为 ji = I | (16.55) 


求 充分 利用 能 力 , 令 (16.54) 式 和 (16.55) 式 相等 





1d 1 l. 1l 
sd kÍ sH = gide 
分 高 变 基 
Ш зу _ 
1 qt = 0 
积分 
Inf - +: = c 
了 一 下 I = cef EH 


E t50, 100) =e, H ISME E, 
投资 其 必须 以 由 s/e 决定 的 常数 比率 增长 ; 即 储蓄 率 与 资本 - 产 出 率 之 此 
Solow 模型 是 用 来 求 得 在 充分 利用 资本 和 劳动 力 的 条 件 下 的 均衡 增长 路 径 问 题 ， ER 
设 以 下 成 立 . 
N ЕР 1. 产 出 是 -个 藉 于 资本 和 劳动 力 的 线性 齐 次 函数 , 即 规模 报酬 不 变 ， 
Y = /(K,L) (16.56) 
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2. 产 出 的 固定 比例 s 被 存储 及 被 投资 的 . 


dK k - у (16.57) 
d: 


3. 劳 动力 的 供应 是 以 一 定 比 率 + 增加 的 ， 





L = Lye” (16.58) 
得 到 以 К/І 为 单 -变量 的 微分 方程 , 它 基 这 个 模型 的 基础 . 
把 (16.56) 中 的 了 代入 (16.57)， 


=> = sf(K,L) (16.59) 
把 (16.58) 中 的 工 代 入 (16.59)， 
=> = sf(K, Lge”) (16.60) 


资本 构成 路 径 (dK /dt ) 必 须 保证 充分 利用 增长 的 劳动 力 , 转变 或 关于 K/L 的 函数 形式, 令 z= КИ 
L, ШК = =L. 利用 (16.58)， 


K = xLoe™ (16.61) 
对 (16.61) 式 求 导数 ,由 于 x 是 : 的 函数 ， 所 以 应 用 乘法 法 财 
党 = (нет) = Loe” $E = | ar + ФЕ} шт (16.62) 
令 (16.60) 式 和 (16.62) 式 相等 
sftK,Loet) = ar + dE) ел (16.63) 


因为 (16. 63) 式 的 左边 是 一 个 线性 齐 次 生产 函数 ,我 们 可 以 把 投入 变量 除 以 Luer, 然 后 再 把 函数 科 
以 Lo BR $, 值 并 不 改变 .因此 
sF K, Lye”) = moe“ СК) (15.64) 
把 (16.64) 代 入 (16.63), 热 后 两 边 分 别 除 以 了 er 
#1) = +, (16.65) 
最 后 用 z 代替 KK/Loem”， 两 边 再 减 去 zy 
= sf(z, 1) — zr (16.66) 
这 就 是 一 个 以 单 变 其 x 和 两 个 参数 s 为 形式 的 微分 方程 . 这 里 = = 下/L,r= 劳 动力 的 增长 率 ， 
х= ПЖ. 
若 所 需 的 货币 只 是 用 来 交易 ,那么 
Ma = P(Q (16.67) 
这 里 是 一 个 常数 , P 是 价格 水 平 , Q 是 实际 产 出 .假定 M, = Ms .并 且 它 是 由 金融 机 
板 外 在 决定 的 . 若 通 货 膨胀 或 者 价格 的 变化 率 是 和 社会 上 对 产品 的 超额 需求 成 比例 
的 ,那么 根据 Walras 定律 ,对 产品 的 超额 需求 等 于 货币 的 过 量 供给 , 那么 
dP(:) = b( M, _ M.) 


4: (16.68) 
求 平 稳 条 件 , 当 实 际 产 出 QETA RH. 
Ж F 把 (16.67) 代 入 (16.68)， 
20) = BMAP (+) Q (16.69) 
r 
P = Р(:1) - р, (16.70) 
E P E SJ r kE Р, 的 偏离 ， 那么 对 (16.70) 式 求 导数 ， 


ар „ аР) _ dP, 
d а d: 


їч Ж, РАКЕТ, dP. а: =0. 因 此 


“314 , 
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dP _ dP(:) (16.71) 
dt d: 
TA (16.69) 
ар = М, - bbP(:)Q (16.72) 
在 均衡 状态 下 М,= M = АР, 因此 М,— EP.Q =0, 从 而 5M, -P,Q)=0. 用 (16.72) 式 威 去 它 
PR = bM, - kbP(:)Q - bM, + ЬЕР) =- OLP) - P.) =- BQP (16.73) 
WE fp EL ТЕЛЕ 
АР 
р = 一 Оа: 


积分 , tnP= – 0-с, P= Ae Pt, 这 里 e = 有 4. 

因为 5,&,Q>0, 当 1 时 , 户 一 0. 系统 是 稳 央 的 . 参考 16.42 何 题 的 结果 , 由 可 以 得 到 
P(z) 的 时 间 路 径 , 这 里 Y(O H Y Rin. 
若 通 货 脱 胀 期 望 是 一 个 关于 目前 通货 脱 胀 率 的 正 函 数 


dP(t)| _ , АР) 
[ 4; | = 4; (16.74) 

并 且 遂 货 膨 胀 期 望 会 降低 人 们 持 有 货币 的 野望 , 因此 
Ma = POQ - Р |, (16.75) 


检验 稳定 条 件 ,如同 (16.78) 式 ,假定 通货 膨胀 率 和 货币 的 过 量 供给 成 正比 . 
Ж ке {}ш(16.74)Җ {КҖ K (16.75), 


M, = kp()Q - gh T (16.76) 
1016.76) A (16.68), 
ар) _ dP) 
4 =M- А60 - ай ©те | 


和 从 《16.393 到 446.73) 的 过 程 相似 
ар = ЬМ, – БЕР(:)0 + bgh арс) — ФМ, + BPQ = - ЪЕОР + bgh арш) (16.77) 

在 (16.77) 中 把 dP ( ,)/d: КЛ (16.77), 

аР =- BP(2)Q + вв dË - ЭФ 

TATH, 

> Q 


dP 
BTI eht 
积分 ,InpP = — QEL- дА) 

P = Ае OU- bg) 
НЬ, Е, Q >0, Ц okt, Ж beh < 1.) P—0. 因此 这 意味 着 ,只 要 b, g 帝 分 小 ,即使 有 大 于 1， 
人 人 们 期 望 通货 膨胀 加 巡 , 经 济 可 能 是 稳定 的 ， 


微分 方程 的 相位 图 


16.48 


(а) 构造 下 列 非 线性 微分 方程 的 相位 图 ,并 用 (b) 箭头 的 移动 ，(c) 相位 线 的 斜率 和 
(d) 偏离 ， 观察 它 的 动态 稳定 性 . 
| ў = 352 – 18у 
# кеб) 535-0, ПАТЕ ЕРА ЖОР Н AEA EET A ЗА 
3у(у- 6) = 0 
у= 0 ул = 6 


于 是 我 们 可 以 找到 临界 值 ,看 看 它 是 最 大 或 最 小 值 ， 


- 315. 





ETAR MAAT К 





d | 6у-18=0 y=3 WE 
d°; 
=6>0 АЕ АМ 


ау? 


根据 这 些 信 息 , RATAR R A ERA АЦ, W. 16-3. 





у= 3у2- 18у 的 相 图 
图 16-3 





(b) 在 水 平 轴 上 方 , KH ;20, 箭头 向 右 移动 ;在 水 平 轴 下 方 ус, 箭头 向 左 移动 . ER k 


六 1= 人 移动 .而 远离 уз=6, 所 以 了 | 是 稳定 的 , y, 不 稳定 的 . 
(с) 妆 相 位 图 在 经 过 了 lt=0 时 其 斜率 是 负 的 ,我们 知道 у, 是 稳定 的 ,在 yz=6 具 有 负 的 斜率 ， 


у: 是 不 稳定 的 . 
(4) 不 考虑 曲线 图 ， 对 方程 求 导 可 以 计算 出 临界 值 .我 们 可 以 看 到 
中 - бу – 18 


Tos 6(0) ~ 18 =- 18 < Ü yi = 是 稳定 的 


TO= 6(6) ， 18 = 18 > 0 ў, = 6 是 不 稳定 的 


16.49 对 以 下 方程 重复 习题 16.48 的 练习 . 


у = s +6y-5 
B т) Фу-0 (y-D(-y+5)=0 
y| = i yx = 5 
最 优化 ， 2 = -2у+6=0 
y=3 шж 

0-20 相对 最 大 值 


画 出 曲线 图 见 图 16-4. 





= —у%+бу-5 ШЕ 


y> 
图 16.4 


(b) 内 为 箭头 向 y := 移动 而 过 离 31=1, 所 以 у. 是 稳定 的 而 у, 是 不 稳定 的 . 





(e) 在 了 ;=5 的 负 的 斜率 和 在 了 ,=1 的 正 的 斜率 表示 y: REDIRA, yi 是 不 稳定 的 均衡 


ds 
— = -2y+6 
(d) dy 2у+ 
1) =-2(D) +6=4>0 yi = 1 是 不 稳定 的 
у 
dy 


q, = -2G6)+6=-4<0 ў› = 5 RAEN 
Уу 
16.50 重新 考虑 问题 (16.49), 设 = у? -10у+16. 

ШО EF (a (у—2)(у-8)=0 

у1= 2 уз = 8 
X оу 10-0 у= 5н 
dy 


2 
9 =2>@ 相对 最 小 值 
y 


草图 如 下 , 见 图 16-5. 





ў= у?- 10у +16 的 相 图 
图 16-5 


(b) 因为 箭头 向 у|=2 移动 而 远离 у,=8,КЫ у, 是 稳定 的 而 у, 是 二 稳定 的 . 


(с) 在 yi=2 点 的 负 的 斜率 和 在 у, =8 的 正 的 斜率 表示 у, 是 稳定 的 平衡 点 , у, 是 不 稳定 的 均 
Жл. 


ау 
d 
(d) ду 


Sa) = 202) -10 =-6<0 3y1=2 是 稳定 的 


TO =2(8)--1Ü = 6 > Ü 5. = 8 是 不 稳定 的 
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17.1 定义 和 概念 


差分 方程 式 表示 的 是 肉 变 其 和 法 后 的 自 变 其 之 间 的 关系 ,这 些 变量 在 离散 的 时 间 区 间 内 
Ж, БИШ I. = СУ, -这 里 工程 Y EREEREER [8 , 差分 方程 式 的 阶 数 是 由 请 后 时 期 
的 最 大 数 决 定 , 一 阶 差分 方程 宜 式 在 一 个 单位 时 间 汪 的 澡 后 ,二 阶 ,两 个 单位 时 间 的 清 后 ;等 
等 ,上 М: 变化 到 t+1, 引 起 у 的 变化 ,我 们 把 y 的 变化 叫做 y 的 一 阶 差 分 ,写作 


А 
Ге = Ау = ун — Ye (17.1) 


在 微分 方程 中 我 们 通常 用 а/а, 来 表示 连续 变化 , 而 在 这 里 我 们 用 A 来 代替 它 , 差 分 方程 
式 的 解决 定 了 取 每 一 个 : 值 时 的 y, 而 且 它 不 再 包含 差分 表达 式 , 见 例 1 和 例 2. 
例 1 下 面 是 表示 出 其 阶 数 的 差分 方程 . 
































L, = a( Y,- Y, >) 二 阶 
©, = a + bP, 一 阶 
Ja Iyaa + 2yr + 6y =8 二 阶 
Ay, = 55; 一 阶 
用 t17.1) 式 替代 上 述 Ay, 
Yei Y= 5» y= бу, 一 阶 
#12 BE y 的 初始 值 为 yo, 在 差分 方程 中 
Yar = by; (17.2) 
所 求 得 的 解 如 下 .在 (17.2) 中 依次 取 г =0,1,2,3, 等 时 ， 
yı = byo уз = Вуз = blb ya) = Буз 


уз = буу = b(byo) = b yo уа = Буз = b(b'yo) = Бу 
那么 ,对 任意 的 +， 
у = Б'уо 


ОВОИ ААК [И 5 уо 是 常数 ,注意 到 ,5 ЕЕ yC ETRE НЕЯ. 
17.2 求解 一 阶 线性 差分 方程 的 一 般 形式 


给 出 一 阶 差 分 方程 , 它 是 线性 的 ( 即 所 有 的 变量 者 是 一 次 的 , НТ ЗЕ Ж ЗЕ) 
у = by- f a (17.3) 
RE b а EHRL RER- Е 
y = 30 ра р шр 51 (17.4) 
X, = ур + at ЩА = 1 (17.4а) 
若 初始 条 件 没 有 给 出 ,用 任意 常数 A 表示 (17.4) 中 yg- a/(1 一 5) 和 (17.4a) 中 的 yo, 2 
们 称 之 为 遂 解 ， 见 例 3 和 习题 17.1~17.13. 
Юз 考虑 差分 方程 w= -7у, .1+16 和 yo=5, 在 方程 中 b= -7 和 a=16. 国 为 5 关 1, 应 用 
(17.4) 求 艇 如 下 ， 
J 二 15-51 C Т)! + 


检验 ,把 :=0 和 1=1 代入 (17.5)， 





16 y А 
Tas = 30-7) +2 (17.5) 
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ж = 3007) +2=5 H(-7)=1 
Ур 一 30-7) +2 = – 19 

在 原始 方程 中 用 у= 一 19 代替 У, 六 且 用 yo=5 Ж Ni-ls 
— 19 = - 7(5) +16 =- 35 + 16 


17.3 稳定 条 件 


方程 (17.4) 可 以 表达 为 一 般 形式 
| y, = АБ + ç (17.6) 
ХШ А = ур а/(1- Б) с=а/(1- 5). АБ 为 余 函 数 ,c 是 特 解 , 特 解 表示 的 是 у 的 暂 
НИКЕ, ARARA 了 与 平衡 水 平 的 偏差 .因此 ,方程 将 是 动态 稳定 的 当 且 仅 当 :0 时 
ЖЕЖ 46:-~0, 这 依赖 于 底 5 .假若 在 某 一 时 刻 A = 1,c =0, 指数 表达 式 Б 随 着 的 取 值 不 
同 , 将 产生 7 ЖЛ КН Ж. 4645 084 中 所 述 . ЖР] > 1 时 间 轨 迹 将 发 散 , 且 越 来 越 远 离 
衡 态 ; 若 15|<1 时 ,时 间 路 径 将 收 伍 , 它 是 逐渐 接近 于 平衡 态 . 若 忆 < 巡 0, 时 间 路 径 将 在 正 负 值 
HRA E б>, 时 间 轨 线 将 非 震 萝 . 若 4 关 1, 那 么 乘 以 这 个 常数 将 扩大 或 缩小 下 的 规模 ,但 
它 并 不 会 改变 曲线 运动 的 基本 模式 . 若 A = -1, 则 产生 的 是 天 关于 水 平 轴 的 镜像 . 若 c 尖 0, 则 
影响 曲线 垂直 截 距 , 则 曲线 将 相应 和 的 上 移 或 下 移 , 见 例 4 和 例 $, 见 习题 17.1 一 17.13. 
а 在 方程 = 所 中, 必 的 范围 是 从 — оо 到 oo, 则 产生 ?7 个 不 同 的 时 间 曲 线 图 , 下面 我 将 解 
释 每 一 个 曲线 入 ( 见 图 17-1). 
І. 若 5>1, 随 着 :的 增加 而 增加 ,因此 就 越 来 越 远离 水 平 轴 , 见 图 {17 -1 {a)), 这 是 
一 个 阶梯 函数 ,代表 了 离散 时 间 性 区 间 内 的 变化 , 它 不 是 一 个 连续 函数 ,假若 р = 3, К 
24. 从 0 变 到 4 时 , 5:=1,3,9,81. 
2. я B58=1, 对 于 任意 的 + 值 #=1, 它 表示 的 是 一 条 水 平 线 如 图 17 一 1(b). 
3. 若 0<5<1, 那 么 5 是 一 个 正 分 数 , 5 Bi е 的 增加 而 减少 ,并 且 越 来 越 接近 于 水 平 























ë' —T Ь' 
' | 
— 1 
—— 
0 f ü t 
(а) b>1 (b) b=] 
È b' 
— 
0 ———, о, 
(с) 0<5<1 (d) А=0 
b Br 
| 一 — — 一 
i П i | | | i 
L ' i — | i 
0 ани i 0 | 一 -一 一 一 上 一 
А | ! I i 
(g) l< b < Ü (бй b=-1 
b' —— 
i 
1 
一 -一 一 1 
1 ' I 
0 — 1 
1 1 
上 I 
(g) Р<—1 


图 17.1 b BRES 
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1 


ян, ТЕЕ Ж. ERREI, Ж 17-1(с). BRE b= >=, BE Z l Mi r MORRA y, 


但 
1 
27 


=. 


1 
g? 
4. Ma О, 对 任意 的 1 H, =0,Й 17-1 
5. 车-1<5<0, 那 么 户 是 负 分 数 , 随 着 的 区 人 M C upas 


TKPM, 见 图 17 - 1(e). 若 总 = - 1,23 МОЯ 4 BF, F=,- > 9° - 5, 
1 
6. 车 b= 一 4, 那么 b 将 在 ] 和 一 1 RA, М 17-100). 
7. 若 5< -1,8 2 > 将 振荡 ,而 且 越 来 越 远离 水 平 轴 , 如 图 17-1(g), 若 b= -3, 那 么 
Уг 从 0 变 到 4 时 ,B=1, 一 3,9, 一 27,81. 
综 上 所 述 ”15|>1 HARRE 
15I<1 а с 
>20 KAHAR 
Б<0 ”时 间 轨 线 非 振荡 


йз 在 方程 y=6| – 1 | +6 中 ,因为 5= 填 <0, 时 间 轨 线 概 荡 ,因为 15| <, ШЕГИ 
3k. 
当 »=5(6)' +9 $ b=6>0 H, ERB, HFIS >1, 时 间 要 线 发 散 . 


17.4 滞后 收入 决定 模型 


ЖЕ 2.3 节 的 管 单 收入 决定 模型 中 是 没有 滞后 性 的 . 更 在 假定 消费 量 是 前 一 时 期 收入 指 函 
数 ,那么 




















C, = Co + cYa 


Y, = С, + I, 
ЖХ = Po; 那么 Y, = Co + cY+T_ I+ Го, 调整 顺序 以 便 和 (17.3? 相 一 致 ， 
Y, = cY, + Cy + Го (17.7) 


RE, bse, a- С + To НН А (17.4), 因为 边际 消费 倾向 с 的 不 等 于 1, 并且 当 
t=0 时 ,假定 Ү,= Yo, 


Co +I Cpi I 
Y, = | Ys- + sU )' + 2—7 0 (17.8) 


那么 这 条 时 间 路 径 的 稳定 性 取决 于 ,因为 0< МРС<1, |e [< 时 间 路 径 将 收 敏 .因为 > 
0, ТЕД ER, 均衡 是 稳定 的 ,并且 当 гоор, ҮСТ (с), А РЕР 
水 平 , 见 例 6 和 习题 17.14 一 17.20. 

例 6 ЖН Ү,=С, +1, C, =200+0.9Y,_,, [,=100, Yo =4500, ЖЖ Ү,. 














Ж ¿= Ү,=200+0.0Ү,_,+100=0.9У,_, + 300 (17.9) 
利用 (17.4)， 
Y, = |4500 - 2921 (0.9) + Гуз = 1500(0.9) + 3000 (17.10) 





由 于 10.9| <1, 时 间 路 径 发 散 ;由 于 0.9>0, 则 没有 振荡 , 因此 Y, 是 动态 稳定 的 . 当 :一 
5 时 ,右边 第 一 项 趋 于 零 , 并 且 ү, 接近 于 收入 的 均衡 水 平 ， 300/(1—0.9) = 3000. 
检验 , 令 (17,10) 式 中 :=0 和 ;=1, 因 此 

Yo = 1500(0.9)° + 3000 = 4500 

Ү = 1500(0.9)! + 3000 = 4350 
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在 (17.9) 中 用 Y, =4350 代替 Y,, Yo=4500 EË 了 1， 
4350 — 0.9(4500) = 300 
4350 - 4050 = 300 


17.5 蛛网 模型 


对 于 许多 的 产品 ,如 农业 产品 , 在 投入 市 场 之 前 一 年 种 植 ,目前 的 供应 量 取决 于 上 一 年 的 
价格 .这 就 构成 了 一 个 有 趣 的 均 窒 问题 , 若 
Qa =c +bP, 和 Q, = g+hP,_, 
达到 均衡 
с + BP, = g + АР, (17.11) 
bP, = hP, у + g — с (17.12) 
把 (17.12) 式 除 以 5 以 达到 与 (17.3) 的 形式 相 一 致 . 


А g — с 
P, = Р, t b 


УЕ Ban US k th F.b<0, А >0,А/Ь-=1, 利用 (17.4) 
P, = [Po - E=] A|" а ОЬ - (в, - асс + = (17.13) 





1—-А/Ь b; 1—А/Ь b-—- kh!) b 
当 模 型 处 于 均衡 时 , Р, = P, (17.11) 中 用 Р, 代 换 P, MP, 
Р, = КОК (17.13а) 


代入 (17.13) 
P, = (Po - P,)| È] + P, 

EAE W ДЕ Ж А ЖЕРЕ SIE Р RARR ET, <от h >0. EE дь <0 时 间 
路 径 将 会 振荡 . 

Ж|һ|>|ьЬ|, |A/b|>1, 8] Р, 发 散 . 

Ж1А1=|Ь], Һ/Ь= -1, 时 间 不 规则 振 葛 ， 

#|һ|<|5|, [А/&| <1, HERRE Р, ЖКТЕ P.. 
总 之 ,在 供求 分 析 中 ,如果 Q = {PP), 正 如 数学 中 习惯 表示 的 , Ml e ШЕ ЖЩ ЕЗЕШ 
时 ,模型 是 稳定 的 ;但 ,如 果 Р = f(Q), 正 如 经 济 学 中 典型 表示 , 只 有 当 需 求 曲线 更 有 弹性 ,或 
比 供 给 曲线 更 平坦 , 模型 才 是 稳定 的 ， 
例 7 给 出 Qu=86-0.8P, 和 Q.= -10+0.2P 1, 任 意 时 期 的 市 场 价格 P , 衡 价 格 P, 可 按 

如 下 方法 求 得 .使 供给 和 需求 相等 ， 





86-0.8P =—10+0.2Р,, — -—0.8P, = 0.2P,., — 96 
除 以 -0.8 以 满足 (17.3) 的 形式 ;利用 (17.4) 
[р 120 _ : To20 _ 
Р, = [Po 140.25) C0-29 + T7035 = (Ро 96)(— 0.25) + 96 


在 (17. 13) 中 代入 适当 的 值 , 就 可 检验 其 正确 与 否 ,根据 (17. 13a), Р,=(-10-86)/ 
(-D.8—0.2)=(-96)/(-1)=96. 
底数 5 = - 0.25, НАНЕЛ 1, Н E ET ЖИК, 平衡 态 是 稳定 
的 ,并 且 当 rol ЕР P = 96. 

17.6 Harrod 模型 


该 模型 是 用 来 解释 经 济 增长 的 动力 性 , 它 假设 
Š, = sY, 
这 里 是 常数 , 它 同时 等 于 MPS 和 APS. 它 世 假定 加速 原理 成 立 , 也 就 是 投资 在 一 段 时 间 内 是 
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dT 


国民 收入 的 变化 成 比例 的 





I, = а(Ү, – Y,-1) 
这 里 „ 是 常数 , 它 既 等 于 过 际 资本 - 产 出 比率 也 等 于 平均 的 资本 - 产 出 比率 .在 均衡 态 下 工 = 
3,, 因 此 








a( Y, - Y,. i) = SY, (a — s)Y, = aY, 
除 以 а 5, 以 满足 (17.3) 的 形式 ，Y,=[af/(a 一 sj] YY. 用 (17.4), 因 af(a — s)21 


d 


Y, = (Ү,—0) L - 
因此 时 间 路 径 的 稳定 性 依赖 于 a/(a - s). 因 为 a= 资本 - 产 出 比率 , 正常 的 情况 下 都 大 于 1， 
并 且 因 为 з = МР 是 大 于 0 小 于 1 的 数 , 则 底 a/(a - 5) 将 大 于 0 且 通 常 状态 下 大 于 1. 因此 
Y, 是 发 散 的, 但 是 非 振 葛 的 .收入 将 无 限 地 增加 , 这 意味 着 它 是 没有 边界 的 , 见 鲍 台 和 例 9 3 
EH 17.26 一 17.27, 更 多 的 经 济 上 的 应 用 见习 题 17.28-17.30. 
例 8 在 Harod 模型 中 我 们 可 以 求 得 保证 增长 率 ( 即 经 济 增 长 所 遵循 的 路 径 已 经 在 每 年 存储 








“一 | Ya (17.14) 


# — s 


t 
+0 = 




















和 投资 问 保 持 均 衡 ) . 
根据 (17.14), Ү, 无 限 地 增长 , 某 一 时 期 的 收入 是 前 一 时 期 收入 的 а (а - s) 售 
Yi = 2), (17.15) 
在 这 段 时 期 内 增长 率 G 定义 为 
Yı 一 Yo 
G ү, 


把 (17.15) 代 入 上 式 
lafla = 5)] у - Yo [e/(a —s) - 111 _ a 
Yo Е Yo ars 
a arts 5 


а — 5 q — 5 q 一 了 


因此 保证 增长 率 是 





G= = 1 





G, = — (17.16) 


例 9 假若 在 上 述 Harrod 模型 中 存储 的 边际 倾向 是 0.12, 并 且 资 本 - 产 出 的 比率 是 2.12. 根 据 
(17.14), ë Y, 





í t 
ү, = |22402.) Yo = (1.06):Y, 


742.12-0.12 
根据 17.16， 保 证 增长 率 是 


G 0.12 0.12 
= 2.12-0.12 2 





= 0.06 


17.7 差分 方程 的 相位 图 


线性 差分 方程 是 显 函 数 而 非 线性 差分 方程 通常 不 是 . 然而 有 关 稳 定 条 件 的 重要 信息 ,也 可 
根据 相位 图 来 获得 , 差分 方程 的 相位 图 把 y, 描绘 成 y， 1 的 函数 , 由 于 经 济 需 求 ， 我 们 只 研究 第 
一 坐标 系 内 的 相位 图 , 因此 所 有 的 变量 都 应 是 非 负 的 , 当 у, = Y,_1, 从 原点 引出 的 一 条 45* 射 
线 ,可 以 使 我 们 获得 所 有 可 能 的 平稳 状态 的 平衡 点 ,通常 任何 相位 图 在 与 45 "射线 相交 的 点 都 
代表 了 暂时 的 平衡 解 . 我 们 可 以 利用 图 表 ( 见 例 10) 或 数学 推导 ( 见 例 11) 来 求解 稳定 性 ， 其 中 
在 利用 数学 公式 推导 时 ,这 种 验证 方法 依赖 于 相位 线 的 一 阶 微分 和 一 阶 导数 在 某 一 平稳 状态 
AKIE. 


Клад = t 
ы 187 У ramae aho |a, y 是 局 部 不 稳定 的 ， 
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#192 705220, 无 振荡 . #41 05 )<0, RA. 


例 10 -个 线性 差分 方程 ий. 
у = yo 5 = Мура 
我 们 可 以 在 几 步 之 内 构造 出 一 个 相位 图 ， 
1. 求 平稳 状态 的 解 ,此 时 у, = y-n 令 y 和 -1 均等 于 ,利用 代数 公式 即 可 解 出 у 


yi =Ü yz = 1 稳 态 解 
相位 图 -和 定 在 了 1=1 和 y,=1 Ak 4528482. 
2. 求 一 阶 导数 看 看 斜率 是 正 的 还 是 负 的 、 

Чу, 

Чу, -1 
者 w,yw-1>u, 相 位 图 一 定 具有 正 的 斜率 . 
з. 求 二 阶 导 数 , 看 看 相位 线 是 西 的 还 是 四 的 . 

0.25 


=—0.25у;3# =—0.25у%{? = -=E <0 EIB] 
У 1 














y 45° суу, (= 1) 








Yei 


[ 17-2 


5. 分 析 相位 图 的 平稳 条 件 , 我 们 可 以 令 у REER. S w .=0.25. 反 复 作 阶 梯 ( 以 
箭头 表示 ) 牌 直 的 指向 相位 图 ,然后 跨越 水 平 线 与 4$" 线 相交 ， 看 看 这 个 过 程 是 否 收 笋 
到 一 个 平衡 点 或 者 从 平衡 点 发 散 出 去 .在 这 里 , 从 0< w I <1 开始 ,过 程 向 уз =] 点 
Ш, ША >:=0 点 发 散 出 去 .因此 我 们 开始 从 0< y, <1 ARIE, 7:2-1 是 局 部 稳 
定 的 平衡 点 ,而 y1=0 是 局 部 不 稳定 的 点 . 

TERNE y,_1>1 内 取 值 ,这 里 取 y,_1=2, 重复 上 面 的 过 程 .根据 第 头 出 现 的 形式 
可 以 看 出 从 у,-,>1 开始 取 值 , yz = 1 也 是 局 部 稳定 的 . 

An 这 里 我 们 可 以 用 相位 图 的 结果 来 验证 上 面 所 描述 的 简章 计算 . 再 次 假设 y= yi, 





计算 在 了 := 1 时 的 绝对 值 
|0.5(1) 9-5 р = | =0.5<1 ”局 部 稳定 
计算 在 ,=1 时 的 值 
0.5(1) 9 = == =0.5>0 RBH 


ФЕ алла 


3236 





计算 了， =0 时 的 值 . 导 数 是 不 确定 的 ,但 是 当 у, 0 TEREFE AE уу = 
0 是 一 个 局 部 不 平衡 点 . 抑 习 题 17.31-—17.33. 


习题 解答 


一 踢 线 性 差分 方程 求解 的 一 般 公式 的 应 用 


17.1 


17.2 


17.3 


17.5 


(а) 求解 以 下 的 差分 方程 ;(b) 利用 :=0 和 和 4:=1 时 的 值 检 验 ;(c) 并 讨论 上 时间 雪线 的 
ЕЖ. 


Yr = 6y 1 
W F (a) 这 里 =6 和 a=0. 具 要 521, 我 们 可 以 对 所 有 的 例子 应 用 (17.4)， 
у = (уе ~ OGN +0 = 3006) = AG) {17.17) 


这 里 A 作为 一 个 更 一 般 的 未 定常 数 , HERRER y. 
(b) 当 +=0 和 +=1 时 , 估计 (17.17) 的 值 ， 
уа = А(6) = А у= А(б)=6А 
在 原始 问题 中 用 m= A Ку, 1, у =6А Ау, бА =6(A). 
(с) (17.17) FEARR Р = 6 是 正 数 县 大 于 1, 也 就 是 说 6>0 和 181>1, 所 以 时 间 轨 线 是 非 震 菏 的 
和 发 散 的 . 


重新 考虑 问题 17.1， 这 里 у= у. 
Ж üm (a) 利用 (17.4)， 


n-o ofti ro- s(t) al 


{ 


O 当 4=0 时 ,y+0=A[ 证) =A4. 当 :=1 时 ,y4=4[ 1) + БА ВФ ууа КШ 


o | 





nME А Жу, ЖА) = 104), 
(0) Hesg bOI, ааа ЕНИС. 
重新 考虑 问题 17.1. 设 = - 51,5016. 





"ео 的 Hitl erir 4) а 








(b) 当 :=0 时 ,yo= -40| L] +48=8. X = 二 时 ,yi = -sof L) аве 58. 代入 原始 方 
E, s8 = - 168) + 60 = 58. | 

(с) #+ в= -Tb<08fb|<1, TARRE ONKA. 

重新 考虑 问题 17,1, 设 zx,+3x,_1+8=0, xo=16. 

W т> (a) 调整 结构 以 便 和 (17.3) 相 一- 致 ， 


z, => іх, – 8 


那么 ,5= –3,а= -8. А (17.4), 





=. = (16+ 745) ‹ э" T+3 


(b) 当 :=0 时 ,ro=18(-3)0-2=16. 当 :=1 时 ,zi=18( 3)-2= -56. 代入 原始 方程 , - 56 + 
3(16)+8=0. 

с) Шю=-3,Ь<0{П|Ь| >1, 时 间 轨 线 是 振 落 的 和 发 散 的 . 

重新 考虑 问题 17.1, 设 yy, 一 y_1=17. 


W ке (a) ЎТ В у, 一 %-1+17, 这 里 5=1. 利 用 (17.4a], КИЙ у, = ya + А +171. 


= 18(—3)'—2 
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17.6 


17.7 


17.9 


(b) H z=0 Rf, yoz А. = 1, y = A+ ARDE, A+17-A=17. 

(0) 这 里 6-1. MA 20 和 y ETRE. BB Но =1,1Z|5| 1, РНИ Е h 
a#0 除非 y+0= 和 =0, 否 则 时 间 轨 线 是 发 散 的 , 因为 当 :一 w 时 作画 数 趋 近 于 0, 那么 у, BEF 
А +а, 2 本 身 不 是 特 解 . 当 5b=1,a=0 时 ,见习 题 17.17， 

重新 考虑 问题 17.1. 设 р, = д1 - 25, go=40. 


解 F(a) 应 用 (17.4a)，g =40-25r. 


(b) 当 #=0 时 ,go= 和 . 当 #=1T 时 ,g=15. 代 入 原始 方程 ,15=40- 25. 
(c) 由 于 5=1,a 天 0 和 А = 8 和 关 0， 时 间 轨 线 有 是 非 振动 和 发 散 的 . 
重新 考虑 问题 17.1 2y, = y, - ~ 18. 


# 097 (а) 除 以 2, 构成 与 (17.3) 相 一 致 的 形式 ,利用 (17.4)， 


rl -r al) -s 
2 
































| 1 
ж = 051-9 = 


这 里 4 是 一 个 任意 常数 等 于 yo + 18. 

O) 当 +:=0 时 ,36=A-18; 当 1=1 时 ,y= 十 A 18. 代 入 原始 方程 ,2[ д -18] -A -18 -18; 
4-36=4-36， 

() 由于 3= 过 ,5>0 和 151<1, Ш > 是 非 振荡 的 和 收 伊 的 . 


(a) 求 以 下 差分 方程 ;(b) 用 1 = 和 +1=1 检验 ;tc) 讨 论 时 间 轨 线 的 特征 . 
5y, + 25,1 -140=0 














30 = 30 
М # (a) 除 以 5, 变 换 方程 ;应 用 (17.4)， 
__ _ _ __28 28 ; 
у =- Ddy- + 28 = | 30 1104 (- 0.4}! tryna = 06 0.4)‘ +20 








(b) 34 :=0 8, уу = 30; 4 z=1 时 , y1=16. 代 入 原始 方程 , 5(16) +2030) — 140-0. 
(c) 由 于 6= -0.4,5>0 和 和 151<1. Д) y 是 振动 的 和 收 但 的 . 
重新 考虑 问题 17.8, 设 z... =45, 一 36. 


# кеб.) 为 了 和 (17.3) 相 一 致 ,把 时 间 向 前 调 一 个 单位 ж =4z,-i- 36. ЖШ (17.4), 3 E: 
17.7 所 示 , 用 A RË =, ағ р). 


= А(4)' © = A(4)' +12 


(b) 当 t=0 时 ,zo0=A+12, 当 4=1 时 ,zi=44 +12. 在 原始 方程 中 ,用 zi,=44 +12 484 z. A 
H z = A+ 12 85 r. 
(c) 由 于 加 =4,5>0 和 12|>1， z, 不 是 振 蓝 的 但 是 它 是 发 散 的 





17.10 重新 考虑 问题 17.8, 设 N+s=2y+4t+ $7=0, yo=11. 


17.11 


Ж ЮР (a) 把 时 间 向 前 调 5 个 单位 ,利用 (17.4) 


у 2 = | 7.) 2), - 255 = 30(- 2) -~ 


(b 4 =0 0, yop=11; 当 1=1 时 , у= – 79. 在 原始 方程 中 用 n Ќу. s yo 代替 yag 
—79+2(11) + 57= 0. 


(c) 由 于 6= 一 2,5<0 和 |5|>1，y, 是 振 莫 的 和 发 散 的 . 
重新 考虑 问题 17.1, 设 8y,_; 2y,-y= 120, yo =28. 


Ж кем) 除 以 "инси тин. жиш. 
1 i 

"н 

4 


(b) 当 t=0 时 ,yo=28; 当 4=1 时 , yy =22. Му, RE de-n Ж y RË ya 





1 28 一 : 
| = 81) + 20 
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R(22) — 2128) = 120 120 = 120 
(e) 由 于 请 = 17,620 41:61<1, 风 是 非 振 蓝 的 和 发 散 的 . 






















































































17.12 重新 考虑 问题 17.1, 设 Ag, = 14. 
解 F (а) 对 Ap 把 (17.1) 代 人 ， 
#1 7 8; = 14 (17.18) 
把 时 间 向 前 调 一 个 单位 , 变换 方程 
E: = grit H 
利用 (27.4a), gi=got+14t= А +14. 
(b) 当 1=0 时 ,go=A; 当 t=1 时 ,gg 二 A+14. 在 (17.18) 中 用 gi 代替 ду, go 代替 ,A+14- 
А =14, 
(с) ЖР &=1, z -AEREN E A0, g, 是 发 散 的 ， 
17.13 重新 考虑 问题 17.1, 设 Ay = у, + 13, у = 45. 
Ж ке (а) 把 (17.1) 代 入 ,把 时 间 向 前 调 一 个 单位 , 变换 方程 
ур 29-1 + 13 (17.19) 
利用 (17,4) 
(b) 当 2=0 时 ,yo=45; 4 г=1 8, у, = 103. 代 入 (17.19),103=2(45) +13;103=103. 
(с) 由 于 五 =2,6>0 和 15| >l, у, ЗЕБИ Н ЕШ. 
滞后 的 收入 决定 模型 
17.14 给 定数 据 如 下 :(a)] 求 国民 收入 的 时 间 雪 线 ;(b) 用 :=0 和 和 :=1 进行 检验 ;(e) 讨论 
时 间 执 线 的 稳定 性 . 
‚ = 90 + 0.8Ү, , I, = 50 Yo = 1200 
M Е (2) 在 平衡 状态 下 , Y, =C, +I MA 
f Y, = 90 + 0.8Y,., + 50 = 0.8Y, + 140 (17.20) 
利用 (17.4)， 
Y, = [1200- 00.) (0.8) + л 1- = 500(0.8)' + 700 
(b) Ү»=1200, Y, =1100, 代入 (17.20) 
1100 = 0.8(1200) + 140 1100 = 1100 
(с) 由 于 6=0.8,8>0 和 i5|<1,， 时 间 轨 线 Y, 是 非 振动 的 和 收 笋 的 . Y, 收 贫 到 收入 为 700 的 平 
衡水 平 . 
17.15 重新 考虑 问题 17.14, 设 С,=200+0.75Ү,.,,1,=50-0.15Ү,.,, Yo =3000. 
M ЕР (2) Ү,=200+0.75Ү,_1+50+0.15Үү,_,=0.9Ү,., +250. 
应 107.4), Y, = (3000 - 250 (0.9): + 230—2 50000.9): + 2500 
(hb) Yo = 3000; Y, = 2950, AEE ‚2950 =0.9(3000) + 250;2950 = 2950. 
(c) 由 于 5=0.9 时间 雪线 Y, EREDA, ЕН Е 2500 rat. 
17.16 重新 考虑 问题 17,1, 设 С,= 300 + 0.87Ү, _,, T=150+0.13Y,.1, Yo = 6000. 
Ж ЕР (а Ү.=300+0.87Ү,_,+150+0.13Ү,= Y,-1 +450. (17.21) 
利用 (17.4a), У, = 6000 +450;. 
(b) Yo=6000;Y,=6450. 代 入 (17.21), 6450 = 6000 + 450. 
(c) ВР р=1, A70, WERA Y, “ЧЕ НЕН Б Н. R ER 17.5. 
17.17 重新 考虑 问题 17.14, Ж С,=0.92Ү,.1,1,=0.08Ү,_,, Yo = 4000. 


解 кз (a Y,=0.92Y, írf0.08Y,_ (= Y, |. 
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利用 f17.4a),Y=4000+0=4000. 
(b) У 4000 Y}. 
(с) 24 6=l,a= ÜB, Y, 是 一 个 稳定 的 轨 线 . 















































17.18 重新 考虑 问题 17.14. 设 C,=400 +0.6Y, +0.35Y, -1 І, = 240 +0.15У, ү. Yo = 
7000. 
Ш EF (a) Y,=400+0.6Y,+0.35Y,,+240+D0.15Y,-1 0.4Y,=0.5Y,_, +640 
除 以 0.4, 利用 (17.4) 
Ү, © 1.25Y,- + 1600= | 7000 —- KT. | (1.25) + 1900. 
= 13 400(1.25): 一 6400 
(b) Үр= 7000: Y, = 10, 350, RA RENE 
10 350 = 400 + 0.6(10 350) + 0.35(7000) + 240 + 0.15(7000) = 10 350 
(с) B Ғ2=1.25, Y, АЕНА. 
17.19 重新 考虑 网 题 17.14, 8 С, =300+0.5Ү, +0.4У,_,, 1,=200+0.2Ү,_1, Yo = 6500. 
解 EF (а) Ү,=300+0.5Ү,+0.4Ү,-,+200+0.2ү,] D.5Y,=0.6Y,-, + 500 
除 以 0.5, 然后 利用 (17.4) 
Y, = 12Ү, + 1000 = (6500 - 96) (1.2)' + 1090. = 11 500(1.2): — 5000 
(b) Ү,= 6500; Y,=8800, 代入 原始 方程 
8800 = 300 + 0.5(8800) + 0.4(6500) + 200 + 0.2(6500) = 8800 
(с) 由 于 5=1.2, Y, 是 非 震 蔓 的 和 发 散 的 . 
17.20 重新 考虑 问题 17.14, 设 C, =200+0.5Y,, L, =3(Y,—- Y,- 1), Ya=10 000. 
M F(a) Y,=200+0.5Y,+3(Y,-Y, |) -2.5Y,= -3Y,-1 +250 
除 以 -0.25， 然后 利用 (17.4)， 
_ _ 80 r 8 _ t 
Y, = 1.2Y,-ı 80 = | 10 000 - г 210.2 - 12 = 9600(1.2)' + 400 
(b) Yo=1000D0;Y)=11 920, 代入 原始 方程 
11 920 = 200 + 0.5(11 920) + 3(11 920 — 10 000) = 11 920 
(с) HF b= 1.2, PEPPER Y, 是 发 散 的 但 不 振 葛 的 . 
蛛网 模型 
17.21 由 如 下 所 给 数据 求 ,(a) 任 意 时 期 的 市 场 价格 ;(b) 平 衡 价格 ; Сс) ЕЕ. 
Qu, = 180 – 0.75P, Qa = – 30 + 0.3Р,_| Р, = 220 
解 有 SP (a) 使 供求 相等 
180 —0,75Р,=— 30 + 0.3P, , 
{17.22) 
— 0.75Р,— 0.3P,_, — 120 
除 以 -0.75, 利 用 (17.4) 
P, =- 0.4Р, + 280 = |220 — + a (=0.4) +; 290 4 = 20(- 0.4): + 200 
(17.23) 
(b) 若 市 场 是 在 均衡 状态 下 , Р, = Р, -1 (17.22) Р, 代替 P, MP, |, 
180 - 0.75Р, =-30+03P。 Р, = 200 
这 正 是 (17.23) 式 右边 的 第 二 项 . 
(с) 由 于 5= 0.4, 时间 轨 线 Р, 将 振 划 和 收获， 
17.22 用 :=0 和 +=1 检验 问题 (17.21a). 





M EF 根据 (17.23), Р„=20(—0.4)%+ 200, P, =20( 一 0.4) +200 =192. 在 (17.22) 中 用 P. ft 
Ër 已 ,用 Po 代替 PP i, 


жт Пелла 
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180 – 0.75(192) = – 30 + 0.3220) 


36 = 36 
17.23 重新 考虑 问题 17.1, 设 0. =160-0.8Р,, О, = -20+0.4P,_1, Pa =153. 
Ж EF (2) 160—0.8Р, = -20+0.4P,_, (17.24) 


- 0.8Р, = 0.4Р,.; – 180 
除 以 -0.8, 并 利用 (17.4) 


P,= - 0.5P,., +225 = | 153 - —225 -223 _ 


1+0.5 1+0.5 
= 3(- 0.5)! + 150 (17.25) 
(b) 和 如同 向 是 17.21{b) 所 示 ，P。= 150, B, 17.5 Y. 
{e) MF- -0.5, Р, 是 振 划 的 和 庙 150 Hai. 
17.24 用 =0 和 +*=1l 检 验 问题 (17.23a)， 


Жо ку (17.25), Po=3(-0.5)0+150=153, P, =3( -0.5) + 150 = 148.5, А (17.24) 


160 – 0.8(148.5) = – 20 + 0.4(153) 
41.2= 41.2 
17.25 重新 考虑 问题 17.1, 设 Өш = 220-0.4Р,, Qe = —3}+0.6Р,-, Po=254. 





Josy + 


Ш кё (2) 220-0.4Р, = - 30+0.6Р,_1 
-0.4P, = D.6P,_, — 250 
除 以 -0.4, 然后 利用 (17.4) 


625 
1 5 


~ 1. 
tb) Р„=250 
(0) 由 于 = -1.5,P, 是 振 落 的 和 发 散 的 . 
HARROD 增长 模型 


17.26 根据 以 下 数据 ，(a) 求 任 一 时 期 的 收入 水 平 ,(b) 保 证 增长 率 ， 
I, = 2.66( Y, – Ү,1) 8, = 0.16Ү, Y, = 9000 
ШО ЕР (a) 在 平衡 状态 下 | 
2.66(Ү,- Ү,1) = 0.16Ү, — 2.5Ү, = 2.66Y,_, 
Д 2,5, ЖЕНТ. 4), 
Y, = 1,0647, = (9000 = 0)(1.064)* + 0 = 90001.064)* 
(b) 18017.16), С.,=0.16/(2.66-0.16) =0.064. 
17.277 ЕЖА 171,8 Һ=4.2(Ү,- Y, 1), S, =0.2Y,, Y.= 5600. 


625 


P, == 1.5P,_, + 625 = | 254 一 гет» 





{- 1.5} + = 4(— 1.5)! + 250 





W sr (a) 4.2 Y,- Y,_,) = Ü.2 Y, 
: 4Y,= 4.2Y,_, 
Y,= 1.05Y,4 
利用 (17.4), Y, = 5600(1.05)2 
_ 02 | 
(b) G.,= F303=0.05. 
在 经 济 上 的 其 他 应 用 


17.28 求 出 以 Po 为 初始 货币 量 ,以 ; 为 利率 , : 年 后 的 价值 ,每 年 用 复 利 计算 ， 
И sz 当 用 复 利 计算 时 ， 





Pr = P, + iP, = (1 + iP, 
把 时 期 向 前 调整 - -个 单位 , 以 便 和 (13.3 相 一 致 
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P, = (1 + Pi 
利 由 {17.4)， HA 150, P,=(Pa +0)(1+ i! +0= Pil + ii 
17.29 假定 Q, = c+ P, Q, = g + hP,, B. 
Poi = Pi- a( Q, - Qa) (17.26) 
也 就 是 说 价格 不 再 单纯 的 由 市 场 机 制 所 决定 ,而 是 由 存储 水 平 Qu- Qu 所 决定 .假定 
a>0, KAFERE Q Z Q. ЛЕН! Ж {ТИЕ ИЕ. ТЕ ТЕЗЕ Ж СО < ОЛУ 
将 导 制 价格 的 上 涨 .(a) 求 任 一 时 期 的 价格 .(b) 讨 论 时 间 轨 线 的 平稳 条 件 ， 
Ñ EF (ay 把 QQ 和 Quo 代入 (17.26) 
P,. | = P,- alg + АР, — с zP,) 
=[1—-a(h- z)]P, -а(к- с) = [1 + a(z = В)]Р,— a(g — c) 
把 时 期 向 前 调 一 个 单位 以 便 和 (17.3) 相 一 致 ,利用 (17.4)， 


= £ 


_ alg-e) _ руу абв ер 
p= {р р) + аба R)I O TCT1+ (z Ж] 


(17.27) 
= (r -=n talz- a) + £ 
IEA (17. 13a) 
P, = (Ру-Р,){1+а{«е-А)! + Р, (17.28) 
(b) ВРЕ ЯТ p= 1+a(z -上 )， 因 为 a>0, 在 正常 的 条 件 下 +<0, h>0, 
如 果 0< |zfr 一 天 1<1， 0<5<1; Р, Wak НЧИ. 
ШЖ a(z- h)= -1, b =0; Р, 保持 在 平衡 状态 {P, =P). 
ШЖ-2<а(«-,^)<-1. -1<5<0; РН. 
ШЖ а(«—КҺ)= 一 2， Ь=-1{ — a. 
如 果 a (z - h)< -2, B< -1; Р, 控 落 并 发 散 . 


17.30 按 所 给 数据 求 ; (a) 任 一 时 期 的 价格 ;(b) 用 上 =0 和 + 上 =1I 检 验 ;(c) 讨 论 平稳 条 件 . 
Qa =120—0.5Р, Q. = -30+0.3P， P, =P, -0.2 Qu~ б) Pro=200 
Ж 上 (2) КАЛ, Р, = Р, -0.2(-30+0.3Р, –120+0.5Р,) =0.84Р, - 30 
把 时 期 向 前 调 一 个 单位 , 利用 (17.4)， 





P, = 0.845P 1+30+|200- i A (0.84): 十 ы = 12.5(0.84)' + 30 
(b) P, =200;:Pi=198. 代 入 解 的 第 一 个 方程 , 198= 200 -0.2[- 30 +0.3(200) ~ 120++й. 5(200)] 
= 198. 
(с) 2 =0,84, Р, E 187.5 Ra, {НЧЕ} Ж. 
3 b Ср ра: 
17.31 a) 构造 以 下 非 线性 差分 方程 的 相位 图 ;(b) 透 过 它 来 验证 动态 稳定 性 ; (ce) 通 过 求 导 来 
确定 你 的 管 案 . 
м = yli 
E EF (a) 令 y=y,.1= 5 为 暂时 平衡 点 
у = š 


у(1- 52) = 0 
y1=0 Jsl 暂时 均衡 水 平 
相位 图 在 y=0 和 y=1 Уа. 下 面 分 得 求 一 阶 导 数 和 二 阶 丢 数 来 确定 相位 级 的 斜率 和 加 
т. 


4 
了 IT = 3y2 >0 正 的 斜率 
Y-t 


d: 
3 = бул > 0 蕊 的 
dy; L 


BEEE УГА 





由 以 上 六 息 可 以 作出 草图 , 见 图 17-3. 








(b) Ау, =0.75 开始 洪 着 第 头 所 指 的 方向 移 动 ,可 以 看 出 函数 向 着 у =0 点 收 敏 ,而 从 уз=1 
ЖАШ Ж.Ш у= 1.5 点 开始 , ЖЫЛА у,=1 点 发 散 出 去 . 国 此 , 无论 区 哪 一 边 接近 了 :一 
1， 帮 是 - -个 不 稳定 的 平衡 点 .而 只 要 从 … 个 正 值 接近 , у, =1 都 是 一 个 稳定 的 平衡 点 . 

(с) 不 考虑 相位 图 , 而 道 过 求 方 程 的 一 阶 导数 并 且 算 出 它 在 平衡 状态 点 的 值 , 也 可 以 验证 平稳 条 件 











Чу, _ 
dy- Е Зу 
(0) = 300) = 0<1 局 部 稳定 
Nil 
А | 
01) BIELES 局 部 不 稳定 
il 


由 于 在 六 1 =0 和 y,=1 的 导数 是 正 的 ,可 知 它 是 非 振荡 的 . 
17.32 对 于 非 线性 差分 方程 ,重复 7.31 的 过 程 


у, = yi = 1 
Кн t- = 4 
v 3-1 


# EF (a) 令 y=y.1= 了 .代入 上 式 











y= y 025 
y _ у 025 _ Ü 
yQ- y 707) = 0 
S =Ü у= 1 
因为 在 y LS, у =0 是 不 确定 的 , 所 以 只 有 一 个 暂时 平衡 点 了 =1, RẸ 
dy: - -0.25 
т =- 0.25yh” = — H 
Чу УҢ 125 < 0 负 的 斜率 
dy, 
D = 0.3125y725 >00 A 


作 草 图 , 见 图 17-4. 





0.75 1 Yri 


YT y; 52589 48] 
图 17-4 


330. 数理 金融 引 论 





(b) 从 -个 小 于 工 的 值 开始 , 令 mw - = 0.75 8 r ta K Tl | T 1 2 BIN, B ЖЕ ЖЕТ 
了 = 一 1 的 .假如 从 一 个 大 于 1 的 数 开 始 , 可 以 得 到 同样 的 结果 . 
(0) 对 于 上 述 微 分 分 别 求 它 在 平稳 状态 下 平衡 点 处 的 值 和 绝对 信 , 得 到 


d 
Ыз: _ 0.25у,1;25 





Чу,-| 
|o] =1-0.25(1) |< 1 ”局 部 稳定 
У‹-1 
A» уз -0.25(D) <0 RË 
Ye-1 


17.33 对 方程 重新 考 虚 问题 17.31 


Ж ss (a) 暂 交 均衡 解 也 县 了 -1. 


dy _ -2.5 

dy,-1 = 1.5," <0 负 的 斜率 
2 

а з 754755 > 0 mR 

Фуд 


ЮРЕ 17-5. 





Уа 


у= у, ЛН 
17-5 


(b) 从 一 个 小 于 1 的 值 开始 , 设 y = 0.7, BERRET 和 小 于 ,1 之 间 振 荡 , 最 终 从 y =1 点 发 
BEE. 


(с) REB sa Aka aA 





d 
2o] =|- 1.5 121 ARTERE 


ду )=-1.5< 0 ИЛ 


So N — Er k s Яо 3k 2 SE 


18.1 二 阶 微分 方程 


二 阶 微分 方程 需要 对 余 函 数 y, 和 特殊 积分 y, 分 别 求解 , 通 解 是 两 者 之 和 :y(t)= y+ 
yp'! 给 出 二 阶 线性 微分 方程 


y (t) + by (t) + hy(i) = a (18.1) 
这 里 Бү, b. Ж а 是 常数 ,特殊 积分 是 
»=р. 6, = 0 (18.2) 
»= у: b =Ü b #0 (18.2a) 
»= Ü b=6=0 (18.2b) 
RARE 
ус = yit y2 (18.3) 
其 中 
уу = Ae (18.3a) 
уз = Åz (18.3b) 
_ г 
ru ?2 = = А 403 (18.4) 





这 里 A1, А, 是 任意 常数 , 目 61546, ri 和 r 是 特征 根 , 并 且 (18.4) 就 是 特征 方程 2 q pir + 
Ьо = 人 的 解 , 见 例 1 一 例 4 和 习题 18.1 一 18.11. 
例 1 下 列 方程 的 特殊 积分 按 如 下 求 得 

(1)у00) = 5у (2) +4у(0) =23  (2)у (2) +3у (г) =123  (3)у°=16. 








对 于 (1), 利用 (18.2) == 75 (18.5) 
对 于 (2), 利 用 (18.2a) »ь= 12,=4 (18.54) 
对 于 (3), 利 用 (18.2b) x= = 8 (18.5b) 
例 2 І 中 方程 (1) 和 (2) 的 余 画 数 求解 如 下 ,方程 (3) 我 们 将 在 例 "中 计算 
对 于 方程 (1), 根据 {18.4) 
_ +5+ vy(5) -44) 5+3 
ri, r. Ж ? = = 1,4 
把 它 代入 (18.3a} 和 (18.3b) 中 ,最 后 再 代入 (18.3) 中 
у. = Ае + Азе“ (18.6) 
对 于 方程 (2) 
а 235 03)2- 40) 3 
1. 2 2 = =Ü, — 3 
则 
y, = Ае + Але“! = Ау + Ае (18.6a) 


例 3 微分 方程 的 通 解 是 由 余 函 数 和 特殊 积分 构成 的 ( 见 16.2 节 ), 也 就 是 y(1) = y + yp. FL 
用 到 例 1 的 方程 中 . 
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对 于 (1), 根据 (18.6) 和 (18.5)， 
1 


y(t) = Ae + А;е + (18.7) 
对 于 (2) 根 据 (18.6a) 和 (18.5a)， 
yt) = Ар+ Ase Y +47 (18.7a) 
例 4 例 3 中 方程 1 的 定 解 按 如 下 方法 计算 , 假定 y(0) =5 之 ，y(0) =. 
根据 (18.7)， 
yt) = Ае + Aze" + + (18.8) 
因此 
y (t) = Але + 4A" (18.8a) 


根据 初始 条 件 把 ;=0 代入 (18.8) 和 (18.8a) 中 ,已 知 у(0)=5-}Ж y (0) =11, 
上 _ 1 
2 ^°7 

y (0) = Ау + 44,69 = 11 则 Ар+4А, = li 
解 得 4;,=3 和 4,=2， 代入 (18.7)， 


y(0) = Ауе? + А„е MJ АД +A; = 5 


y(t) = 3e + 2 + + (18.9) 


根据 (18.9) 检 验 这 个 解 ， 


у{:) = Зе! + Ze“ + 


则 
y (1) = Зе! + Be" y (£) = Jef + 32e" 
把 它 代 入 初始 方程 [ 见 例 1{1)]， 
1 


(Зе + 32e“) ~ 5(Зе' + 8e") + 43е + 2e4 + 212 


18.2 二 阶 差分 方程 


二 阶 差分 方程 的 通 解 是 由 余 函 数 和 特 解构 成 y(1) = у + y,. 下 面 给 出 一 个 二 阶 线性 差 
分 方程 ， 


X, + biyi + ёзу = a (18.10) 
其 中 5,, Б. 和 а 都 是 常数 , 特 解 是 


——— 2 —._ = = _ 
MU зы +b th=s- (18.11) 
а 
» = зуу! bi + b; 一 一 b =-— 2 (18,11a) 
ур = 512 bitb = 1 b =-2 {18.11Ъ) 
я 
у = Airi + А5 (18.12) 


这 里 A 和 A, 是 任意 常数 ,利用 (18.4) 求 得 特征 根 +, 和 ra 假设 bdb, 见 例 5 一 例 8. 习 
题 18.12 一 18.20. 
例 $ 求 下 列 方程 的 特 解 


(Dy 105,.1+165у,-5=14; (2)у,—-бу-у+5у,-5=12; (3}y —2y 1t y .2 =8. 
求解 如 下 : 


第 十 八 章 ”二 阶 微分 方程 和 差分 方程 


33> 





对 于 (1 利用 (18.11)， ner? (18.13) 
对 十 (2) 利 用 (18.11a)， yp= 12 -3t (18. 13a) 
对 于 (3) 利 用 (18.11b》， x= у=? (18.13Ь) 


Wd 5, 方 程 (1) 和 (2) 的 余 函 数 计算 如 下 ,方程 (3) 的 求解 见 例 о. 
对 方程 (1), 利 用 (18.4), 然后 代入 {18.12) 式 ， 


10+ v100- 4(16) 10+6 _ 
> = = 








ку = 2 2,8 
则 
y, = А\(2)'! + ABY (18.14) 
对 方程 (2)， 
ri ra = 6 š ¿38 —4(8) = 654 = 1,5 
因此 
Ye = АПУ + А›(5)* = А, + AG) (18.14a) 
例 5 中 方程 (1), (2) 的 通 解 计算 如 下 . 
对 方程 (1), y(2) = у, ty, 根据 (18.14) 和 (18.13)， 
yle) = А|(2)'+ А,(8) + 2 (18.15) 
对 方程 (2), 根 据 (18.14a) 和 (18.13a)， 
y(i) = At A.x(5): — 3 (18.15a) 


ХЕ у(0) =10 和 y(1)=36, 下 面 求解 例 7 中 方程 (1) 的 定 解 :在 (18.15) 中 , 令 1=0 和 
t=1, 
Ү(0) = А|(2)9+ А„(8)9+2= А; i A; +2 
y(1)= А|(2)+ А,(8) +2 = 24, + 8А, + 2 
按照 初始 条件 , S у(0) =10 和 у(1) = 36, 
А+ А; +2= 10 
2А, + 8А, + 2= 36 
联 立方 程 求解 A; = 5 和 A, =3, 最 后 把 它们 代入 (18.15)， 
уб) = 5(2) + 3(8¥ +2 (18.16) 
我 们 可 以 分 别 把 :=0,:=1 和 和 :=2 代入 (18.16) 式 用 以 检验 结果 的 正确 性 . 
>00) =5+3+2=10 (1) = 10 + 24 + 2 = 36 
y(2) = 20 + 192 +2 = 214 
在 例 5 中 的 方程 (1)， 即 y, ~ 10w -1+ 16w -2 = 14 中 分 别 用 y(2) 代 替 у, y (1) Р 
e-i (ОИК у,_,. 


18.3 特征 根 


一 个 特征 方程 可 能 有 三 种 类 型 的 根 ， 
1. 不 同 实 很 , 若 好 >48z, 则 (18.4) 中 的 平方 根 将 是 一 个 实数 , 并 且 r 和 ”是 不 同 的 实 


数 ,如 (18.6) 和 ({18.6a) 所 朱 . 


2. 重复 实 很 ,车 好 =452, 则 (18.4) 中 的 平方 根 等 于 零 ， ri 和 r; 等 于 相同 实数 . 如果 出 现 


重复 的 实 根 , 则 公式 (18.3) 和 (18.12) 中 的 ye 必须 换 成 


ye = Ае" + Ante" (18.17) 
Ye = Ау + А; (18.18) 
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з. 复 根 , 若 于 <452, 则 (18.4) 和 包含 -- 个 负数 的 平方 根 , 这 个 平方 根 称 作 虚数 ,这 时 +, 和 
r 是 复数 .复数 包含 虚 部 和 实 部 ,例如 12+i, 这 里 i= у 1. 

-利用 (18.4) 作 一 个 简单 的 计算 来 验证 一 下 , E y (#) 项 的 系数 是 1, 则 r tr ESF 
一 5 r Хг EFT bz. ] 
о 按照 如 下 方法 求 得 例 1 中 方程 (3) 的 余 函 数 , 这 里 y (г) = 16, 根据 (18.4)， 





rr = 0270-4000 -0 

1+ = 2 
因为 r = гу =0, 这 是 一 个 有 重复 实 根 的 例子 ,利用 18.174, y, = Ae + Дуе A + 
А». 
在 例 5 的 方程 (3) 中 , у, 25, 1+ у, = 8, RRO ORERE, у. = Aie + А,геб= 
A +t Abt, 

-2+v4=-40 .2+0_ | 
тт = 2 "2 ` 
利用 (18.18)， 因为 тү=к›=1, ye =A + А: (1 = А+ Azt. 
18.4 HHEH 


若 (18.4) 式 中 bi<45, 提出 .一 1 得 
РЕ /-1 45: - bi _ -b Z i /4b; — b 
> = 





ГР 一 2 
更 明确 地 
ri r2 = g А\ 
这 里 
g =- 44, h= 1 /4b, – Ь? (18.19) 
& 士 ii 被 称 作 共 扼 复数 , 因为 它们 总 是 成 对 出 现 的 .把 (18.19) 代 入 (18.3) 和 (18.12) 中 ， 
得 到 在 复 根 的 情况 下 的 yo 
Ye = Аце А зе = P(A Ме + Aye hi) (18.20) 
X = Ailg +t А) + Alg -hiy (18.21) 


见 例 10 ЯП23 87 18.28-18.35 和 20.11 一 20.12. 
例 10 Ж у) +2у (0) +5у(г) =18 ТЕ, Б2<4Ь,, 利用 (18.19》， 


-2=-1 һе AOO - Ба) = 2 


因此 ,ri, rz= - 121, 把 它们 代入 (18.20) 得 , у, =ет A e+ Ае 2), 





18.5 ӨЕ 
三 角 函 数 常 和 复数 相 联系 .图 18-1 中 角 0 就 是 图 中 半径 名 道 时 针 方 向 旋转 而 成 的 .69 的 
ZARE 
sine(sin)0 = А соѕіпе(соѕ)ӣ = A 
tangent(tan)0 = 2 cotangent соі) 6 = 4 
secant(sec)0 = £ cosecant(cse)8 = £ 
g h 
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[9 18-1 
Н ВДА S IR ИЛЕ ЫЫ 
к] + 一 | + 一 | + 
ол Ср 
Ып, cac COS, вес tan, cot 


角度 Ө 常用 弧度 来 度量 , 因 部 的 一 周 是 2л IME, 1° = r/180 弧度 .因此 360 = 2x IME, 

180° = т 弧度 , 90° = r/2 弧度 ,45 = л/4 弧度 . 

例 11 如 图 18-1. 若 半径 OL 从 A RIA, НЕР E 360°, Л sind = /RE MA 点 0 值 
开始 到 B 点 时 等 于 1, 到 C 点 时 等 于 0, 到 也 点 时 等 于 -1 ,再 次 返回 到 A 点 等 于 0, 而 
cosine = g/k 在 A 点 时 等 于 1, 到 悍 点 时 等 于 避 到 C 点 时 等 于 -1 到 也 点 时 等 于 0, 
再 次 返回 A 点 时 等 于 1. 这些 从 表 18.1 和 图 18-2 中 可 以 看 到 ， 注意 这 两 个 函数 为 以 
2x 为 周期 的 周期 函数 (也 就 是 说 每 旋转 360" 或 2x, 它们 就 重复 - .次 》 两 者 部 以 1 为 波 
动 振幅 , 不 同 之 处 只 在 于 相位 或 者 说 最 高 峰 所 处 的 位 置 . 




















18.6 三 角 函 数 的 导数 
设 u 是 一 个 关于 x 的 可 微 函 数 ， 


Чү. үм du d КЕР 
(1) dr (Sinu ) = сови Ал (2) qz (90и) = — sinu g> 
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d д бн ду А =n 2, 44 
(3) az tana ) = sec и l< (4) g leote) csu ү. 


(5) 3. (зеси) = secu tanu чи (6) E lesu) = ~ esca соби q. 
见 例 12 #012] 18.21-18.27. | 
例 12 ЗАРЯ ИК 
(1) у= 8п(322 +6); (2) у=4соз2т; (3) у= (1+ tanz)”. 


Ж тїї) ЧУ = 6с0(322+6); (2) ду = 一 gsin2z ; 
r т 


(3) dx = 2(1 + лапа ) (вес) = 25ес? (1 т tana). 


18.7 虚 部 和 复数 的 变换 


这 里 有 三 条 原则 可 以 帮助 我 们 把 碟 部 和 和 复数 转化 为 三 角 函 数 . 
1. 图 18-1 中 ,g 和 产 是 笛 卡 尔 系数 ,可 用 含有 日 和 二 的 项 来 表示 , 我 们 把 它们 叫做 概 坐 
к, 简单 公式 为 
g = ЁСОЗ@ h = ksing k > Ü 





ИЯР Я (елі), 
g + hi= kcosð + iksing = (созӣ + ising) (18.22) 
2. 我 们 利用 欧 拉 公式， 
et = созӣ + ising (18.23) 
把 (18,23) 代 入 {18.22) 中 ,可 以 把 g 二 本 表示 为 
g £ hi = Беті (18.23a) 
3. 根据 (18.23a), JE — “ЭЕ SEP ЕАУ я KRAER, 就 是 
(g + hi)" = (ве )" = pret (18.24) 
或 者 利用 (18.23), 注 意 当 用 по КО 时 ,可 以 得 到 杯葛 佛 定理 
(g + hi)?" = Р"(созп@ + isinnð) (18.25) 


见 例 13 一 15 和 习题 18.28-—18.35,20.11 #1 20.12. 
例 13 PERAK 时" 的 值 求解 如 下 .利用 (18.23)， 这 里 9= 2r 
е2" = сов лп + isin? 
HE 18-1, cos2x =1，sin2x =0, W 94100) =1. 
例 14 在 (18.20) 和 (18.21) 中 的 碟 指 数 表 达 式 可 以 转化 为 如 下 的 三 角 范 数 表 示 : 
根据 (18.20), у= es (A пе + Ае 2). 利用 (18,23), 这 里 0h 
у= е*' [A (cost + isinkt) + As(cosht — isinhi }] 
= ef [(A; + As)cosht + (А, + Азза] 
= e" (B cosh? + Basinht ) (18.26) 
这 电 B 2A tA #1 B.=(A,- Asi. | 
根据 (18.21), у = Ailg + АД) tA g- hi. 利用 (18.25), 9: 8а 
у, = АР (eoste + isinz8) + A;b'(cosz8 — 118) 
= ККА + А›)созг0 + (Ау + A;)isinz8] 
= #'(Bicos#@ + B;sint0) (18.27) 
WC B = A +A Ж В,= (А-А). 
例 15 (18.26) 和 (18.27) 的 时 间 轨 线 如 十 .考虑 (18.26) 中 的 每 一 项 ， 
1. 这 里 Bjcosht 是 上 MARRS, WE 18-2, 以 2х/ А 而 不 是 2x 为 周期 ， 以 常数 В, 而 
不 是 1 为 振幅 . 
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2. 问题 Bosinht 就 是 一 售 以 2 为 周期 有 ,为 振幅 的 正 荡 咀 数 . 
3. 出 于 前 两 项 持续 波动 ,其 稳定 性 就 要 依 始 eg . 
E gol A AME: 的 增 大 而 增 大 ,振幅 的 增 太 导致 y 的 发 散 , 它 排除 了 了 收效 的 可 能 


性 . 
#к=0,е” =1,у‚ 可 表示 为 惟一 的 形式 , CERERA RAAE. CEH Г 
收敛 的 可 能 性 ， 


在 gct A SMA: 的 增加 趋 近 于 0. 振幅 的 减少 会 导致 郴 数 收敛 . AA 18-2. 

因为 在 (18.27) 这 个 差分 力 程 中 1 只 能 在 离散 的 区 间 内 变化 , y, 是 -个 阶梯 函数 
而 不 是 连续 函数 ( 见 图 17-1). 11(18.26) +É, y 也 波动 ,其 稳定 性 取决 十 ,车 | 志 
1, у, ЖЫЙ, Н  18.8—18.11,18.18—18.20 #1 18.31-18.35. 


+l +! +! 





-l -I 一 


图 18-3 wo 的 上 时间 轨迹 


18.8 ЕЛЕЕ 


对 于 一 个 有 不 同 或 相同 实 根 的 二 阶 线性 微分 方程 , , Ж ЖИПЕК, 则 两 个 根 一 定 是 负 的 , Ж 
其 中 一 个 根 是 正 的 , MITER RTEA: 趋 十 无 穷 也 将 趋 于 无 穷 ,因此 是 发 散 的 , 见习 
题 18.8- 18.11. 苦 特征 根 是 复 根 ,(18.26) 中 eg 中 的 g - 定 是 负 的 , 恰 如 例 15 中 所 述 ， 

对 于 一 个 有 不 加 或 相同 实 根 的 - 阶 线 性 微分 方程， 其 有 最 大 绝对 值 的 根 被 称 作 主 根 , 因为 
TRETINE. 若是 收敛 的 ,主根 的 绝对 值 一 定 小 于 1. 见 问题 18.18~ 18.20. EERW, 
(18.27)P k HRE -Eb F 1.18 15. 经 济 上 的 应 用 见习 题 18.36—18.37. 








习题 解答 
二 阶 线性 微分 方程 
ЖР} 5: ҖЕ. 
18.1 以 下 方程 , 求 (a) 特 解 ур. (DRR v. (сё yO). 
у (т) + 09у (ғ) = 14y(z) = 7 
# кю) HMU?) 2-1. 
(b) 0618.4) 


-9+ 81-4014) -9-5 
2 2 “7 





ғ]. Рә - 
RAUBA), у- Ae +А, T. 


(с) у) = y ty Ауе Y Ае (18.28) 


18.2 重新 考虑 问题 18,1, 设 y (£) —12y (C7)+ 20у(+)= — 100. 
解 E (a) RAAD, 5, - 00-5, 
(b) 根据 (18.4)》， 
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10+ /144-4(20) 12+8_，10 
2 ` 2 `“ 


rir = 
ЖШ, у= A.e2t + A, 
(с) уб) = у +y = Ате + Азе —5 (18.29) 
18.3 ЖЖЖ ЕГШ 18.1.0 у (1) -4у (1)~5y(t)=35. 
# Em (a) 根据 (18.2), y= 入 = -7, 
(b) 根据 (18.4)， 





W|... = Ае + Дзе‘. 

(е) у) = Ауе + Ае *-7_ (18.30) 
18.4 ТУЕ (ЈЕ 18.1, y (г) +7у(:) = 28. 

解 ER (a) 根据 (18.2a), у= See, 

(b) 根据 (18.4)， 





ri rz 一 


—7+,/49-Җ0) -=-7+7 -0 _7 
2 ЕЕ _ * 


2 
pi y = Ауе + Ae P= A + Ауе. 


(е) УО) = А tA +h (18.31) 
18.5 重新 考虑 问题 18,1, 设 y (1)- Уу (0)=13 


M EF (a) 根据 (18.2a), y= 一- = - 26e, 














_ 1 
2 
i, jl. 1.1 
б) 12242740) 2-2_，1 
752 2 2 “2 
Ш y= Ау + Ae. 
(с) y= у, ty = А, + Ai 26, (18.32) 
重复 实 根 
18.6 求 (a) 特 解 y,，(b) RAR у, (с) Ж ya) iE y G) ~ 12у (ғ) +36у(ғ) = 108. 
108 
Ж Е (a) y= =3, 
(b) муко 12+ а 400) „1250„ 
8 (18.17), Молү=ту=б,у„= Ае + Azre". 
(с} уб) = Ae + Agt" +3 (18.33) 
18.7 重新 考 虞 问题 18.6, 设 y(1)+y (0) +150) =9. 
Ж ЕР (2) = T = 36, 
4 
1 
-1+ 01-4 一 
(b) ra= (4l ма. 1 
2 2 > 
用 (18.17)， 因 i= = 1, у= Ае ЧЛ Agre 000, 
с) y(:)= Ае ПЛ д орет (2: + 36 (18.34) 


定 解 和 稳定 条 件 


18.8 (a) 求 以 下 方程 的 定 解 ,《b) 检验 , (e) 讨论 时 间 路 径 的 动力 稳定 性 , 设 y (1) + 9y’ (2) 
+14у(1)=7,3(0)= -2 y (0) =31. 
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18.9 


18.10 重新 考虑 问题 18.8, 设 у (r) -y (1)=13, у(0) =17, у'(0) =_191. 


解 EF (a) 根据 (18.28)， 

у) = Ae 十 Aze + > (18.235) 
则 

y (4) =-2Ауе 2 - 7A;e " (18.35а) 
= 0 ЖА (18, 35)#1(18.35а) P 


(D) = А+ А, + + 


2 y (0) =-2А,-7А, 


Ф y(0)= -2 T. (0) =31, 根据 初始 条 件 


А\ + À; + 1 =-2+ 
- 2А; - 7А, = 31 
解 得 AA Аз; = ~ 5, 代 人 (18.35) 得 


500) = 262 5е-" +L (18.36) 
2 


(b) ЖЁ(18.36),у(#)=2е-#1—5е-7#+ $w 
уйа) =-4е + 35e yG) = Be? – 24567" 
把 这 些 值 代入 初始 问题 ,这 里 yU) ++9y (,)+14у(:)=7. 


Be — 245e + 9(— 4e 2 + 35е") + 14(2е72* — 577 + 2) = 7 


由 于 两 个 特征 根 的 为 负数 , 当 :一 oo, (18.36) 趋 于 证 ,因此 y (ikki ENE TSS А. 
ни, АЈАГ ЕК. 
重新 考虑 问题 18.8. 设 у (1) –4у (#)—5у(т) =35, (0) =5,у (0) =6. 
ЖО зт (a) 根据 (18.30)， 
уа) = Ауе + Are 7 (18.37) 
ЩІ 
y (t) = 5А - Ае" (18.374) 
E = 0А (18.37) #1(18. 37а), 设 它们 满足 初始 条 件 у(0) = 5, у (0) =6 
у(0)= Ау + А -7=5 ЮША, +А, = 12 
у (0) = 5Ау- A; = 6 
解 得 А, =3,42=9, 代 入 (18.37) 得 
y(z) = 3е + 9e — 7 (18.38) 
(b) ЖЧ#(18.38);у(т)=3Зе' +9е *-7,Ш| y (1) = 155 – 9е*, y (1) = 7502: + 9e. 
把 这 些 值 代入 初始 间 题 , 这 里 y(t)-4y (1) -5у(0) = 35. 
75е?! + 9e {~ 4(15е5* ~ Ye) — 5(3е°' + Qe": — 7) = 35 
(с) 当 一 个 特征 根 是正 数 , 一 个 特征 根基 负数 时 ,时 间 轨 线 是 发 获 的 . 正 根 主导 负 根 ,而 不 必 考 虑 他 
们 绝对 值 的 大 小 , HAY to 时 , 正 根 趋 于 无 穷 , 而 负 根 趋 于 1. 


2 
解 тё (a) 根据 (18.32)， 


уй) = À, + А;е''2#— 26; (18.39) 
R] 
yu) = Faena -26 (18.39а) 
把 1:=0 代 入 {18.39) 各 (18.39a) ， 并 令 它 们 满足 初始 条 件 
x(0)= A, + А, = 17 


y (0) = ТА, -26 =- 19- À, = 13 
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FASIA 4, [SA (18.39). 199 8 Л 
yir) — 14601727 _ 26; — 4 
(b 根据 (18.40)，Yf = 13000297 167 -4, 则 
y 02) = 6.501217 26 х) = 3.25018" 
把 这 些 伪 代 六 初始 方程 


3.250112) _ L6, seta - 26) = 13 


(с) H PAAR ERS ЭЕ, ЕНДЕУ. 


重新 考虑 问题 18.8, 设 y (2) t y (2) +2500) =9,у(0) = 30 M у'(0) =15. 


E EE (а) 根据 (18.34)， 
(0) Ap П + Agge CPH + 36 
对 第 二 质 应 用 竹 法 法 则 进行 求 导 
м0) - ТА - Aret + Азе'! 7! 
把 :=0 代 人 (4.41).(18.41a)， 泗 足 初始 条 件 
у(0)— Ду + 36 Ау - 6 
y (б) = – ТА, + Ау = 15 
А 6,4, 12. 1ДА(18.41), 
уб) = 12е W?N -ge Oe 1 36 
(b) Ж#(18.42), убег) = ID e H ge (0: 36, JURER, 


уб) =- ge б'н 4 12е О?! азе (17216 


у(т)= 3 ze DE бе?! _ бе L J se (28 _ Зет). рз 571/2 


代入 原始 方程 


(18.40) 


(18.41) 


(18.4la) 


(18.42) 


(зге (22 13, Se Vy y (gre NDE L 15е (2) 4 Таре» — бе 721 L 36) = 9 


(e) 由 二 重 特征 根 是 负 的 ,而 те” ДШ e" 有 着 类 似 的 时 间 轨 线 , 所 以 这 条 时 间 轨 线 是 收 僵 的 ， 


二 阶 线性 差分 方程 


不 同 实 报 


18.12 


18.13 


18.14 


求 (a) FIER: (b) AAS; (с) 通 解 . 设 y, +7у, + 6y = 42. 
a __42 

# EF (a) 根据 (18.11)， yp TIT-3 

(b) 根据 (18.4)， mr 2735.10 

ЖД (18.12), х= А-1) +A L-6) 


(с) у) = у, ty = А,(—1)°+ A —6)'+3 
重新 考虑 问题 18.12, 设 у +12у,-|+11у,-0=6. 


解 ЕР (2) 根据 (18.11)， x ҮТҮ” 


一 13 十 一 _ 
(b) ri r= 12+ y 144 4i) _ +10 


> =—5 -1 








1 
4 
12 





则 >= A- + A; (- П) 


(с) (0) А-1) +А = 1) + 
重新 海 虚 问 题 18.12, 设 yy;,- lly,, í +103, =27, 


1 
4 


(18.43) 


(18.44) 


MO EF (a) ЗЕН ЈЕ 2 个 单位 ， PLEI (18.10) Ж -E y- lya t 10y 2527. RE 


(18.11а) 
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ы 121- 4{10})_11+9 
(b) rur H 2 ( 2-1; = 1,10 
y = Ау А›(10)' 
(c) yt)= AtA 010). 3 (18.45) 
18.15 BAHEA 18.7, ЫШ y, +7y-1 -8y = 45. 
解 027 (а) 根据 (18.11a) эр 5251-5, 
-7+ 44940-8) -7+9 
(b) 222 49 40-8). 9 | 8 
э = Ау+ А„(- 8)' 
{с) у) А tA R+S (18.46) 
重 的 实 根 
18.16 重新 考虑 问题 18.12, 设 一 10y,.1+25y_2=8. 
2841 
ж ко) r 1-10+25 2 
(b) ri, r= 10510 405) 00 _, 
AH081, AX r = r; = 5, у= AGH ASN 
(с) ун) = А105) + Аг (5) + + (18.47) 
18.17 重新 考虑 问题 18,12, 设 у,+14у,_,=49у,_,=128. 
128 _ 
Ж EF (sa) »= ту1а+46=2 
Cb) rr 2142-196-409) 0 
利用 (18.18), 因 为 y=A1( 一 D+ Aaly . 
(с) у(2)= А:(-7)+А,1( -7)'+2 (18.48) 
定 解 和 稳定 条 件 
18.18 R(a) 定 解 ,(b) 检验 , (с) 讨论 动力 稳定 性 , 设 y+7y + бу, > =42, y(0)= 16, 


18.19 


у) = ~ 35. 


# ЮР (а) WE (18.43), уб) -А (5 1)'+А„(—6)+3 (18.49) 
在 (18.49) 中 , 设 = 0 l = 1, ШИШЕ 
2(0)= A+ A3+3=16 (1) =- А - 6A, + 3 = - 35 
ВИНА, =8 和 As=5. 代 入 (18.49) 
ytt) = 8(-1)°+ 5(- 6) +3 {18.50) 
(b) Жг+=ф,г=1%Гг=2 {А (18.50), 3232 


у(0) = 8+5+3 = 16 у(1)--8-30+3——35 y(2) — 8 + 180-3- 191 
代入 原始 方程 


S= y у(1)= ya (D) = у; 19{+7(—35)+6(16) = 42 
(e) HERE -1 -6 HARKE (ИЕ НЕ ШК КЕ ЖАНЫШ, БАЕ ES ТЕНЕ, ЖЫ 
И ео ЕЕ 1. H - 61 >], 故 时 间 委 线 是 发 散 的 . 
(a) 求 定 解 ;(b) 讨论 动力 稳定 性 . 设 
Ун2 T llya + 105, =27 у(0) =2 y(1)=53 

S EF (а) 根据 (18.45)， yG) =А +A 10) -31 (18.51) 
令 上 =0z=1， 利 用 初始 条 件 

FO) = A+ A=2 y= A; + 10А, -3 = 53 
Ж A = -4 和 A;=6, 代 入 (18.51) 


УО) — 60 - 3: - 4 
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18.20 


=з ИКЕ 
18.21 RATZEAN HER B: (TB P ШЕКЕ ЖЕЙДЕ TF ЕЁ Ж]. 
(а) y = sin7> (b) y=cos(5z +2) 
= EF 2 = Тоту 解 eF T= -5sin(5z+2 
(с) y=tanllz (4) у=сзс(8ёл +3) 


18.22 


18.23 


18.24 


18.25 


18.26 


18.27 


(b 由 于 特征 根 10 是 大 于 1 的 ,所 以 时 间 是 发 散 的 





重新 考虑 问题 18.19, 设 y, -10y -1+25y-2:=8,y0)=1, у(1) =5. 


解 OEF (a) 根据 (18.47), 
yl) = ALCSY + AGY + + 
设 z=0 和 上 =1， 利 用 初始 条 件 
y(0 = Ai+ 方 =1 A= 7 
У(1) = 5А, + 5А, + > = 5 
ВА, =. А,= 2, 代入 (18.52)， 


D = 05) + 2105) + 7 


(18.52) 


(18.53) 


(b) 由 于 在 第 二 项 Anr 中 ,x' 的 影响 主导 了 + 的 影响 ,所 以 在 具有 重 根 的 例子 中 , ЖЕСЕ КЖ 


于 |r| 过 1, 这 里 >=S$>1, 时 间 是 发 散 的 . 


Ж кє х-ы, 
(е) w=sin(3— х?) (Ü) у= віт(5 ~ zr} 
解 кє 92 22.03-27) 
重新 考虑 问题 18.21, 设 у= zr tanz. 
МОЕ 利用 乘法 法 则 ,9 оед) + (tanz)(2z) = asetz +2лтапт. 
重新 考虑 问题 18.21, y= zasinz， 
Ж F SX. ra(cosz) + (sing) (322) = соат + 32?sinz 
重新 考虑 问题 18.21, 设 y= (1 + совх)2. . 
М к HARREN, SC 2(1+ eosz)(- sinz)= (= 2sinz)(1 + cosz) 
重新 考虑 问题 18.21, у= (sinz + созл)?. 
W = IY = 2 (sinz + eosz)(oosz -sinr)=2(cos)x 一 sin2z) 
设 y=sin2$rz,， 这 里 sin2Sr = (sins z) 
Ж ЕЕ 利用 链 式 法 则 ,4 = 2sinszcos5z(5) = 10singzeos5z 
重新 考虑 问题 18.21, 设 у= cscz12z， 


Ж F Чу (2свс12х )[ — cscl2rcotl2z (12)] = —24cs212zcot12 z 


二 阶 微分 方程 中 的 复 根 
18.28 求 二 阶 微分 方程 的 (a) 特 解 , (b) 余 函数 , (c) 通 解 .方程 为 y (2) +2у (2) + 10y(z)= 


80. 


# ея (a) 根据 (18.2)， »=%=8 


(b) ЖЇДЇ(18.19),[ КЖ 51<45,, {НК Ж(2)2<4(10) 


Ж ғғ 全 = —8[сзс(8х +3)cot(8z +3)] 


к EF w- -2(5- х)сов(5 – х) 05 1) 


18.29 


18.30 


18.31 


18.32 


18.33 


第 十 八 音 二 阶 微分 方程 和 差分 方程 











g=- 0) =-1 k= 1 Ла OQ: =3 


则 ку, к= —1 31.40 g А А (18.26) 
у = е (Bicos3t + Bsin3t) 


(е) уб) = y, + ye =e ‘(Bicosdt + Bssn3:) +8 
Ж ЈЕ 18.28, 9 у (r) -6у (z) +25у(г) = 150. 

150 
解 EF (a) у= 5 “б 


(b) 根据 (18,19),g = -Foss AE V4(25)- (6 =4, IË A (18.26) 


x = "(Bicot + Bisingi) 


(с) y(:)= е'!(Вусозг + B;sin4z) + 6 
重新 考虑 问题 18.28, 设 y +4у' +40y(1)=10. 
кто „B-d 


(b) (18.19), g= -2, h=- 16071656, MJ y. =e 2(Bigos6t + Bosin6t). 


(e) yt) =e 2(Bicosós + Bosin62) + + 
求 以 下 方程 (a) 定 解 , (b) 讨 论 它 的 动态 稳定 性 . 
у) +2у()+10у(1)=80 у(0) = 10 у(0)=13 
解 БР (a) 根据 (18.54)， y(1)=e- ‘(Bjcos3t + B,sin3z) + 8 
应 用 乘法 法 则 ， 
уЧ)= e *(—- 3Bisin3t + 3В)соя3#) + (Bicosdt + Вувіп3г)(– e") 
= e ‘(3B,cos3r — 3Blsin3t – e (了 iecos3 + Basin3t)} 
把 1=0 代入 (18.57 ), (18.57а), 满足 初始 条 件 
y(0) = е(В,соз) + Bosin0) + 8 = IO 
ЖБ 18-1, cos0=1 和 sio0=0. MW 
| yO0)=B+0+8=10 B=2 
MH, y (0) = (3Byecos0 - 3Bisin0] ~ en(Bicos0 + Basin0) = 13, 
y (0) = 3В,- B, = 13 
因为 B ,=2,88 B=5. 最 后 代入 {18.57)， 
y(t) = e '(2cos3r + 5sin3r) + 8 
(b) B z=-1, 时 间 罗 线 收效 ， 见 图 18 -3{ 见 例 15). 


重新 考虑 问题 18.31, 设 y(t) -6y (1) +25у(4) =150, у(0) =13 和 y(0)= 


ЖШ 027 (а) 根据 (18.55)， уг) = ec(Bicosgl + Basing) +6 
则 
y (t) = е 4Bisin4i + 4Bacos4t) + Зе? ( Вүсозйг + B>sin4:) 

把 “=0 代 入 (18.58)，(18.58a), 满足 初始 条 件 

y(Ü)= e (Bicos0 + Basin) + 6 = 13 

3f0)= BI+0+6=13 В, = 7 
y (0)= e (-4Bisin0 + B,cos0) + 3e%( Bieos0 + Basin0). 

y (0) = 4B1+3B/=25 B=1 
带 入 (18.58) 得 ，yfty= e2(7eosdr + sindz) +6_ ' 
(b) 由 于 g=3, WAZE. 





(18.54) 


(18.55) 


(18.56) 


(18.57) 


(18.57а) 


25. 


(18.58) 


(18.58а) 





重新 考虑 问题 18.31, 设 у" (2) +4y (2) +40y(z)= 10, у(0)= L у'(0)=2 2 


Жо кк.) 根据 (18.56)， ICE) = е7 (Boost + Basin6t) + L 
则 


(18.59) 


343. 
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уй) — et -6Вузпбг: + 6B;cos6t) -2e “'( Вусонб{ + Basing) 


№. =0 (6А (18. 59), (18. 59а), д 20 





1 1 1 
ytü) 一 В, + 4 = 2 В; 7 4 
y(D= 68, -2B =2 Ы В, = 


1 
2 2 
Д уба) е boosi + sini) +L a Се (соб: + 2sin61) + +. 


(b) HT g= ~2, 了 时间 发 散 . 


二 阶 差分 方程 中 的 复 根 
18.34 求 以 下 二 阶 差 分 方程 的 (a) 特 解 , (b) 余 函数 , (c) 通 解 , (d) 定 解 , (e) 讨 论 动力 稳定 性 . 


18.35 


у, + dy » = 15 у(0) = 12 у(1) = 11 





E zz (а) 根据 (18.11)， ЕТЕУ. 








(18.59а)` 


(b) 根据 (18.19),g= —--(й)=0,» = 十 V4(4)-0=2 对 于 二 阶 差分 方程 我 们 需要 和 5, 应 


НАЈ, Е 18-1, 
E= g+ ве / +h 
用 (18.19) 的 参数 代入 ， 以 获得 - 般 性 
[5i - /6 
W k = /4=2, 根据 18.5 节 的 定义 ， 
sinf = + cosd = Ё 
根据 初始 问题 代入 值 ， 


sng = 2-1 cosg = + = O 
RER 8 一 1, sin8=1 和 сой = 0 Ж л/2. ЯА, 0 = х/2, А (18.27), 


í . 
y. = 2 Broos, =) + Basin( Fal | 


(с) у(}=2'| Bicos 2; + Bosin( Z} |+3 


‚(40 利用 表 18 - 1, 根 据 初 始 条 件 , 在 :=0 和 :=1 ЖИЕ (18.62) ИИ, 


yM = (B, +O) +3=]2 B=9 
y(1)= 2(0 + В) +3 = 11 В, = 4 


v(a) +2 дов Z: + dsin х.) +3 
{e) BT =2, Я.З ИО, АЙ 15. 
重新 考虑 问题 18.34, 设 у, +2у,., =24, y(0) = 11, y(1)=18. 


S EF (а) 根据 (18.11)， RETES 
(b) 根据 (18 60), k= S/b =v3, 由 (18.19)， 
g =- 1-00) =O h= 040) -0 = 


H(18.61), sg- 1 wos = 0 
RER 18-1, 8= r/2. 代 入 (18.27)， 


Y = о ву +) + Вуып 


2 4) ] 


(с) у=) Bicos | + Bosin( Z2) |+8 





(18.60) 


(18.61) 


(18.62) 


(18.63) 
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(4) y(0)= B, +8-—1I1 Bi=3 
y(1)=/2B,+8=18 В,=7.07 


则 yt) = 02). 3eos 9-2 + 7.0O7sin 22 +8 
(e) 由 于 上 =v2>1, 时 间 轨 线 发 散 . 
经 济 上 的 应 用 


18.36 在 许多 市 场 中 ,供求 是 受 目前 的 价格 和 价格 的 趋势 影响 的 (也 就 是 说 ,是否 价格 上 涨 或 
下 跌 和 是 否 价 格 以 一 个 增加 或 降低 的 比率 上 涨 或 下 跌 ). 因此, 经济 学 家 需要 知道 目前 
的 价格 РОГ) ар (е) аг, 二 阶 导数 PPO) RE 
Q, = e1 t u P + u P” + P Qa = c> + wP + us P” + vP” (18.64) 
FER-A ER КИН ӨГ ЕМЕ, ГИЛЕ ЫБ ase Е. 
Ñ 在 均衡 状态 下 , Q, = Q. Elit, 
cit wí P + u, P + n P” = e+ wP + naP’ + o;P 
(оу = vP” + (ú) wp + Cw- w) P =- (cj - c2) 


5 0+ 1 -tinu U, 2 a CC Bu т, 以 便 和 (18.,1) 相 一 致 
P + Ep í, = 三 一 一 (18.65) 
т o T 
利用 (18.2)， 求 得 特 解 , 它 是 一 个 暂 态 均衡 价格 下 
P- p < 202 __ 
= P, = 


wiu w 
因为 在 通常 的 供给 条 件 下 , с 0, rel >0 和 在 通常 的 需求 条 件 下 ,ec 20, ш®0, — c / xu 20, X E E 
衡 价格 P 所 要 求 的 .其 中 c= сүз cy ffl wS ле, — w, AAO. 4), 求 余 函 数 的 特征 根 ， 


fr P aa CC PS 
rir = 一 w/o + Kule) + 4р (18.66) 


根据 w, u Ao 的 不 同 ， 可 以 得 出 二 种 解 的 形式 ， - 

1. 若 (w/o 六 >4wf/v, ri 和 ra 是 形 如 (18.66) 不 同 的 实 祖 , P( = Ае + Age" — cf rw. 

2. 若 (w/v)?=4w/v,ri 和 rs 是 重复 实 根 ,那么 (18.66) 式 简化 为 - (и/ъ)/2 或 一 wj/2w, 根 据 
(18.17), P(S A e 4 A re (902000 oag, 

З.(о Ајо, г 和 ra 是 复 根 ,根据 (18. 26)， P(:)=e#(Biensht + Bysinht) — c/w, 88 8 


(18.19),g = -u/(2o),h = 1. Гао (а). 


w, u, о ИЙ НРАВА ВИН ЖА, TERE EGE Т ВЕ, А ЗЕ, (18. 64) + Ё] 
ua ЖЕКПЕ. ЕВЕ ТЕ, НЕНЕН А ,, 将 是 负 的 , 等 等 ， 


18.37 [Н] Samuelson 在 增值 和 加 速 之 间 相 互 作用 的 模型 相似 , 假定 








Y, = C, + L + G, (18.67) 
С, = Co + сҮ, (18.68) 
L, = I+ wo C) (18.69) 
. ЖЖ#0<с<1,@>0 fl б, = Go.(a) 求 解 国民 收入 的 时 间 轨 线 Y(r).(b) 讨 论 动态 稳 
定性 条 件 . 
Ж EF (a) 把 (18.68) 代 入 (18,69)， 
l, = la+ cw( Y, - Y,a) (18.70) 


把 G, = бо, (18.70) 和 (18.68) 代 入 (18.67)， 变换 方程 以 便 和 (18.10) 相 一 至 

Y, = Ca + сҮ, + LD + ca У, = Ү,—›) + б 

Y, -e(l + а) Y, + ewY, g = Co + Lo + Go (18.71) 
fIH08 1158363 


Со+ D + Go Cot D+ Go 


= YT (I+ wt = 1-с 
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这 是 收入 Y 的 暂时 平衡 水 平 ,利用 (18.4) 求 余 画 数 的 特征 很 
є{1+ф)+ м-в w]? сш 


ru ғ = > (18.72) 


所 求解 的 三 种 形 谍 取决 于 c 和 ww ВН, 

LË c Ut w) dew, E c(1+ w) wr 和 ;和 将 是 形 如 (18.72) 的 不 同 的 实数 根 , 征 
Yh) = Ari t Аз + 3162 

2.# (1+ 0)2= 40, ri 和 rz 将 是 相同 的 实数 根 , 根据 (18,72)， (18.18), 


Cot D + Go 


t 7 і 
YG) = А] Eea + ш) | + Ан Te + w) | + rs. 


3.36 ctw dw, ri 和 =, 将 是 复 根 ,根据 (18.27). 


Cot l + G 
Y(z) = #'(Вусозг@ + B;sint8) + t t б; 


根据 (18.60), 上 = vew: 根据 (18.61),8 一 定 满足 


sing = Ê eos0 = £ 


根据 (18.19)， g = 了 ct +), А =+ Jaw- (1 о), 

(b) 为 了 使 檬 型 在 任何 的 初始 条 件 下 都 是 稳定 的 ,充分 和 必要 条 件 是 (1 с<1Ж{2) =e <1. H 
为 ， 关于 前 一 年 的 收入 c= МРС, с 一 定 小 于 1, 对 于 cuw<1 МРС 的 产 出 和 边际 资本 - 产 出 的 比例 也 
一 定 小 于 1. 若 特征 根 蚌 共振 复数 ， 时 间 和 将 是 振 菏 的 . 


第 十 九 齐 ”了 联 立 微分 及 吾 分 方程 


19.1 联 立 微分 方程 的 矩阵 和 解 (1) 


设 有 一 个 由 п 个 一 阶 自控 线性 微分 方程 所 组 成 的 方程 组 , 其 中 任何 一 个 导数 都 不 是 其 他 
导数 的 函数 .并 且 为 了 便于 简化 记号 ,这 里 我 们 限定 п =2. 
自控 简单 地 意 指 所 有 的 a #16, 都 是 常数 ， 


Ji = апу + ару + бу 


Ў = апух + азу + b> (19.1) 
用 矩阵 形式 表示 
[ | eef И 
Li 一 + 
У2 ап atty: ba 
或 
Y=AY+B 


该 系统 的 全 部 解 包括 ”个 方程 .每 一 个 方程 依次 由 (1) 一 个 余 解 w 和 (2) 一 个 特 解 у, Ж. 
1. (a) 由 前 面 的 单一 微分 方程 的 工作 , 我 们 希望 具有 不 同 实 根 的 方程 组 的 余 解 有 下 列 形 
式 ， 


Ye = Уе" = в Сце" + hy Ce (19.2) 


其 中 天 是 一 个 标量 或 常数 , С, (2X1) 是 由 常数 组 成 的 列 向 量 , 称 为 特征 向 量 , ,是 一 个 
标量 , 称 为 特征 根 .参见 12.8 $. 
(b) 正如 在 问题 19.13 中 所 证 明 的 , 特征 根 也 称 为 特征 信 , 他 们 可 以 通过 解 二 次 式 


_ Tr(A) [TAP —4[А | 
' 2 








(19.3) 


得 到 ,其 中 | 有 4 E EBE A 的 行列 式 , Tr(4) 是 4 迹 .Tr(4) 等 于 4 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 .这 
里 , 设 4=(2x2)， 
ТА) = ар t ax 
(с) 正如 在 问题 19.12 中 所 阐明 的 ,要 求 联 立方 程 组 的 解 , 需要 求解 
‹А-тг1)С; = Ü (19.4) 


anu 212 I Ü Gu ғ a12 
(A= ^0) = И | ДЕ i] | an an 一 л) 

ri 是 一 个 标量 ,了 是 单位 阵 , 这 里 为 1, 方程 (19,4) 称 为 特征 值 问 题 .特征 向 量 可 通过 解 
(19.4) 中 的 С, 得 到 AERA TE, BEERA - x, 了) 为 奇异 阵 . 

2, ®# y, 是 稳定 状态 的 解 .正如 在 问题 19. 14 中 所 证 明 的 ， 

у,» = Y =-АС!В (19.5) 

其 中 , 4 TE A НЕ, B 是 由 常数 组 成 的 列 向 量 . 

模型 的 稳定 性 由 特征 根 决定 . 

如 果 所 有 的 x; СО, 模型 是 动态 稳定 的 . 

如 果 所 有 的 n >0, 模型 是 动态 非 稳定 的 . 


如 果 т; 取 不 同 符号 , 解 处 于 鞍点 平衡 ,而且 除非 沿 远 式 路 径 , 否则 模型 不 稳定 . 参见 第 19.5 节 
和 例题 10 及 12. 


其 中 
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例 1 


求解 下 列 一 阶 自控 线性 微分 方程 组 ， 
ў = 5y 0.5у;—12 у(0) = 12 
ўз =- 2y + 55) 24 у(0) = 4 
1. 为 了 便于 计算 , 将 上 述 方程 组 转化 为 矩阵 形式 . 
Е 5 0.51». -12 
|- [°, 5 1» Ë 24| 
Ý = АҮ +В 
2. 然后 求 余 函 数 , 假 设 有 不 同 的 实 根 , (19.2), 有 
Ye = В Сует + Ает’ 
再 由 (19.,3), 得 特征 根 为 














Fira = 


ТА) + /[T(A)Ë —41А' 
2. 


其 中 ， 
Tr(À) = an tax = 5+5 = 10 
|А1=25—1 = 24 
RA, 





_ 10+ у(10)2-4(24у) 10+2 
"brz = 2 — 2 
ri=4 ra=6 是 特征 根 或 待 征 值 . 

3. 下 面 我 们 求解 特征 向 量 , 因为 (A-y, 了 1) 为 奇异 阵 , 由 (19.4) 得 ， 


(А — ric = 0 


ап ғ 912 С] 
(А – r) C, = | " | ]- 0 
а 432 T кр4-С,) 


(a) 首先 ,将 ri=4 代 入 ,得 
5-4 -0.51 4 [1 -0.5][с+ 
| -2 5 "145 | ， 1 14 0 
ЖЕНТ p] AB364182], 
c1~0scz=0 о = 0. 5с, 
-2су+ су = Ü ri = 0. 5с, 
因为 (4 - rz) 被 限定 为 奇异 阵 , BC r О EREMAN ЗЕРНЕ — 3 E 
ИГ, 由 于 线性 相关 性 ,将 有 无 穷 多 个 特征 向 量 满足 方程 .我 们 可 通过 选择 一 个 长 度 为 
单位 的 向 量 使 方程 标准 化 , 即 , e? + 2 = 1, 该 式 被 称 为 欧 几 里 得 距离 条 件 . 我 们 也 可 篇 
单 地 为 一 个 量 选取 一 个 任意 信 , 然后 通过 方程 解 出 其 他 量 选择 后 者 , 设 cr = 1 
如 果 ci=1, 刚 с,=1/0.5=2. 
因此 , 对 应 于 r=4 的 特征 向 量 是 


ГЕ 


通 解 中 的 余 函 数 的 第 一 部 分 是 


其 中 





(b) 其 次 ,将 rr? 二 二 RAT, 


第 十 九 章 ” 联 立 微分 及 差分 方程 
5 — 一 一 一 
Ë 6 а | 1 ү], 0 
_ 2 5-6 ča L-2 -1 E? 


-e -0.5e5 Ü үт 0.5с› 
= 28р = сә = Ü) ср =~ 0. Ses 





行 与 列 相 乘 得 ， 


ШЖ e SLM = бу; = -2. 


因此 ,对 应 于 у= 6 的 特征 向 基 С, 为 


通 解 中 的 余 函 数 的 第 二 部 分 基 


2 1 е kze” 
y. 一 ka ë = 6 
-2 ~ 25е" 


WW r ЗЕН ЗГЕ ПЕЛЕ, 
yt) = kie” + kaet! 
yalt) = 2kje” — 25,66 
4. 我 们 现在 求 稳定 状态 解 y,. 由 (19.5) 知 
Yp = Y =— АС!В 


一 12 5 -0.5 
в-| | А -| | = 一 = 
_ 2 5 lA1=25-1 = 24, 


其 中 


RATEN c=| 5 masaqa -c = "| 
办 此, 逆 短 阵 是 


代入 (19.5) 得 


| 

I! 
гел 
ч ёш 
ЕЕ: 
L. 

|! 
ко 
һе 
гү 
= 

~J 
+ 
= S 
L J 

II 
геу 
= U 
Lt. 1 


于 是 通 解 y(t) = y + y, Ж 

yili) = kje + е + 3 

yalt) = 2kie” — 2b;e + 6 (19.6) 
由 于 ri=4>0 且 ?=6>0, 均 衡 不 稳定 .参见 问题 19 .119 3 

例 2 为 了 求 例 1 的 定 解 ， 我 们 简单 地 利用 初始 条 件 ; y,(0) = 12, y2(0)=4. 将 :=0 代 入 

(19.6)8 

у100) = ki + Ë; + 3 = 12 

уз(0) = 2a 一 22, +6 = 4 
联 立 求解 得 

kl = 4,Ë, = 5 

将 其 代入 {19.6), 得 定 解 
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yilt) = 4e + 5e% +3 
yalt} = Ве — I0e + 6 


由 于 都 是 正 根 ,此 特 解 仍然 是 动态 不 稳定 的 . 
19.2 联 立 微分 方程 的 矩阵 解 (IT) 


设 有 一 个 由 个 一 阶 自控 线性 微分 方程 所 组 成 的 方程 组 , 其 中 一 个 或 多 个 导数 是 其 他 导 
数 的 讽 数 .并 有 旦 为 了 便于 简化 记号 ,这 里 我 们 限定 n =2. 
ají 十 20232 = азуу T ajay; + b| 


42131 十 42252 = aayi + ay, + b; (19.7) 


и ШЕ | М М 
аз andha аз а2а--52 ӧз 
АЎ = А,Ү + В 


ЖН 4 e К y, П РЯ y, 组 成 .如 同 前 面 的 例子 , 对 于 不 同 的 实 根 , ТЇНТ ЯП 
数 具 有 一 般 形式 


ЖЖЖ 


у. = b C ie + kalao” (19.8) 
如 在 问题 19.15 和 19.16 中 所 阐明 的 ,这 里 的 特征 值 问题 为 
(A; - r;A1)Ci = 0 (19.9) 
其 中 
R13 ац ап 81) a13 — år; Gala йу? 
смо е 9 | 
823 224 01 an 823 anf; 024 anf; 
特征 方程 是 
|A- rA, l= 0 (19.10) 
TEE 
Ү =- AB (19.1) 


稳定 条 件 与 9.1 节 中 相同 . 
例 3 求解 下 列 一 阶 自控 非 线性 微分 方程 组 ， 
ўр =- Зу + 1.55: 2.592 +2.4 у(0) = 14 
32 = Zx – 5y, + 16 уз(0) = 15.4 
1. 首先 将 方程 写成 (19.7) 的 形式 , 然后 用 矩阵 表示 为 
1 2.S] 34 -3 1.5] ”> 2.4 
P 1 + | 2 АЫ РЧ 
2. 假设 具有 不 同 的 实 根 , 求 休 函数 . 
у; = Сел" + Ё Сует! 
(а) 从 特征 方程 开始 , 求 特征 根 , 由 (19.10》 
lA- rA l=0 
(b) 代入 并 且 为 了 简化 省 略 下 标 i, 
-3 1.5 1 2.5 -3- ғ 1.5-2.5r 
2 р MIE 2 -5-7 
(-3-rX-5- к) ~ 2(1.5—2,5r) = 0 
r? +13 +12= 0 
ЕШШ = 1 ›у=-12 
3. 求 特征 向 量 С,. (19.9), 


azra = | 


第 十 九 章 联 立 微分 及 差分 方程 





(A; —- rA); = Ü 


r- 3-r; "| 
(А: -^А)С 21 , -5-7 dle 


其 中 


(a) 首先 ,将 r = 一 1 代入 ， 
[> pi É Е ‚лу Eh [ 5 0 
通过 简单 的 矩阵 相 乘 得 ， 


– 2с + 4с) = Ü ср = 263 


20 ~ 4с; = 0 Cl = 262 


e= [G 
对 应 于 ri = -1 的 余 函 数 的 第 一 部 分 是 


2 2k1 
1 А _ 
Ye 1 1 е b, е 


(b) 现在 将 r= - 12 代入 得 ， 
р» чыр. эа 


пуя 


如 虚设 ci=2,cz=1, 有 


9c1 + 31.5c; = Ü су = 3.5c; 
2c1 + 7с» = 0 cL =-3.5с, 


6-01-57 
2 -C2 Е 1 


对 应 于 r,= -12 的 余 函 数 的 第 二 部 分 是 


设 c1= 一 3,5， ca=1 有 


将 两 部 分 相 加 得 余 函 数 
yilt) = ke — 3.5% е 1 
yalt) = kje” + е! (19.12) 
4, ЖЕ у, 它 不 过 是 暂 态 的 均衡 解 了 .由 (19.11)， 
Y =-А;!В 
其 中 
2.4 -3 1.5 
В = [221 А, = | ) “| LA; 1= 15 — 3 = 12 
_[-5 -2 о {-5 -1.5 
余 因子 阵 为 C= 75 2 伴随 降 为 Ai.A= cc=| 15] 
EE, w Ha ДЕ 


a 1[ 5 15] 
А = і: -3 


代入 (19.11) 得 
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y -5 —1.51[2.4 3 
Y= W -3 1) PA 
5. 将 特 解 或 稳定 状态 解 加 到 (19.12) 中 的 余 函 数 上 , 得 通 解 
yilt) = 24е" – 3.5Азе +3 
yalt) = kje + hye 12 + 4.4 (19.13) 
由 于 m = -1<0,r;= 一 12<0, 方 程 组 动态 稳定 .也 可 参见 问题 19.4 一 19.6， 
例 4 为 了 求 例 3 的 定 解 ,我 们 简单 地 给 定 初始 条 件 :y1(0) = t4, ya(0) = 15.4. 将 =0 代入 
(19.13) 得 





y1{0) = 2k ~ 3.50, +3 = H 
y0) = Ву + À; + 4.4 = 15.4 

联 立 求解 得 

、 ki = 9,k2 = 2 

将 其 代入 (19.,13), 得 定 解 
yil) = IBe -7e + 3 
yalt) = Уе + 26712 + 4.4 


19.3 联 立 整 分 方程 的 矩阵 解 ( I) 


设 有 一 个 由 个 一 阶 线性 差分 方程 所 组 成 的 方程 组 , 其 中 任何 一 个 差分 都 不 是 其 他 差分 
的 确 数 ,并 且 所 有 系数 都 是 常数 .为 了 便于 简化 记号 ,这 里 我 们 仍 限 定 x =2. 


Ж, = ац + aiy- + bi 








Ж = G212;-1 T йору, + D> 


[^| "ал ee fec] [| 
= + 
У -2 222-6; -1 b; 
. Га Гаа Гв. Е 
设 Ү,= | | Ү,-| 7 К! B 一 а = RAEE, 则 
Y, = AY, I + B (19.14) 


全 解 包括 ”个 方程 , 每 一 个 方程 依次 由 余 解 x 和 特 解 y 组 成 . 基于 前 面 有 关 单 个 差分 方 
程 的 工作 并 且 假设 不 同 的 实 根 ,我 们 假设 余 函 数 县 有 一 般 形 式 


其 矩阵 形式 为 





x = Уи = hC ri + Са (19.15) 
如 在 问题 19.17 FEF ЕНЕНЕ, 特征 值 问题 转化 为 
(A — r;)C, = 0 (19.16) 
通过 使 用 与 问题 19.13 和 19.14 解 中 的 类 亿 的 步骤 得 特征 方程 
1A-rIil=0 


' 其 中 特征 根 可 由 (19.3) 求 得 , НЕЧЕ 


Ур 一 《 工 一 是 ) 1 加 (19.17) 
稳定 条 件 要 求 每 一 个 n 个 根 中 的 绝对 值 都 小 于 1 .如果 即使 有 -- 个 根 的 绝对 值 大 于 三 他 将 会 
控制 其 他 的 根 而 坊 时 间 轨 迹 将 发 散 ， 
015 求解 下 列 一 阶 线性 差分 方程 组 ， 
т, = - ẹri + y- + 12 жа = 16 
ж = 22,1 Зуу + 6 уо = 8 (19.18) 


1. 将 方程 写成 给 阵 形式 


ЖЕЛЕ katah E -353 











z] [-4 1 [te | 
[+ | 2 HECh Ë 
Y, = АҮ,., + В 

2. 下 面 求 余 酒 数 . 假 设 有 具有 不 同 的 实 根 ， 


Ye = Сут + kxC; r; 











而 且 特 征 根 为 
„or = 20425 ViTa) ата 
° 2 
其 中 
Т(А)=-4-3=-7 Н 1А1=12-2=10 
代入 后 得 


=7+у(- 7) -4010)| -7+3 
5 = 


2 


к) = 
кү=-2, у= -5 为 特征 根 或 特征 值 . 
，3. 求 特 征 向 量 .由 (19.16) 且 注意 到 (4 - > 万 是 奇异 的 ， 
(АС, = [e _ r, ajz ПЕ 0 


an 822 77-67 

(а) 首先 ,将 ri= -2 代入， 
有 
2 -3—‹(—2)-<, 


然后 通过 行 与 列 相 乘 得 ， 


—2c + c; = Ü єз = 2с\ 


Ш 
гел 
ко |! 
bo 
| — 
= 
t' _1 
гоа 
“ч kal 
е2 ГА 
+___1 
" 
= 


2cí — ср = Ü ©; = 2с\ 
设 с1=1, с2 = 2. 
对 应 于 r i= -2 的 特征 向 量 是 


而 且 余 函数 中 的 元 素 a JÉ 


(b) W r, = -5 代入 得 
` 2 O aC sls] L ШС 


ci t cs = 0 £a = — су 


行 与 列 相 乘 得 


Zeci + 2с: = Ü f2 =- ci 
如 果 су=1, Шс = -1. 
对 应 于 гу = -5 的 特征 向 向 


而 且 余 函数 中 的 元 素 az 是 
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将 两 部 分 相 加 得 余 函 数 
т, = b (— 2) + kl 5)! 
y = 2&1(—2)'- kal- 5)' 
4. 现在 求 稳定 状态 解 ,5 的 特 解 .由 (19.17) 得 ， 
ур = (1- А) B 
其 中 


从 而 有 全 解 
z, = 610—2), + 2,0-5), +3 
x = kil -2)' — ki- 5), +3 
由 于 | 一 21>1 且 | 一 5| >1, 时 间 软 站 发 散 . 也 可 参见 问题 19.7 和 19.8. 
Ме 为 了 求 定 解 ,我 们 只 需 给 定 初始 条 件 . 设 在 :=0 时 xo=16, =8, 于 是 通 解 化 为 
k (+ k. + 3 = 16 
2h1 — k. +3= 8 
УЖЖ 
Ë, = б,Ё = 27 
简单 地 代入 得 特 解 ， 
т = 6{—2)*+7(—5)' +3 
y = 12(—2)' — 7(- 5)' + 3 (19.19) 
为 验证 答案 的 正确 性 ,将 :上 =1 和 上 =0 代 入 {19.19) 得 
жу = 6(—2)!+7(—5)!+3 =-44 xm=6(-20+7(-S50+3=16 
уа = 12(—2)!—-7(—-5)!+3—< 14 y = 12(—2)9—7(—5)9%+23 = 8 
然后 回 到 (19.18) 并 且 用 ху, у 代替 rayna Н хо, уо Ё х, 1, y ;有 
– 44= - 4(16) + 8 + 12 = – 44 
14= 2(16) – 3(8) +6 = 14 


19.4 ЖБУЊЕ I) 


设 有 一 个 由 л 个 一 阶 线性 差分 方程 所 组 成 的 方程 组 , 其 中 一 个 或 多 个 差分 是 其 他 差分 的 
函数 .并 且 所 有 系数 都 是 常数 .为 了 便于 简化 记号 ,这 里 我 们 仍 限 定 a =2. 


AIT; + ару = пузльр T азау + Ë) 


472, 十 ару, = apti T aaye + b; (19.20) 


an anle аз ag zi bi 
ы a ke sre] 
AY, = AsY, +В 
从 前 面 的 章节 我 们 可 认为 通 解 x, 由 余 函 数 y, 和 特 解 y, 组 成 ,其 中 对 于 不 同 实 根 的 余 函 
JARA- WER | 
X = k Ci (ri) + 2,60): 
如 在 问题 19.18 利 19.19 FARAI, ЖЕР ЕН [ИЕЫ 


TAS куй ллу 


+ 355 + 














(A; 一 rA C; = 0 (19.21) 
其 中 
dg 214 an an 0137 qur; ajy anr; 
(A; — rA) = = 
an 924 41 42; an T anri 924 — ayr 
НЕЕ 
Y = (A, - A.) ”!B (19.22) 


稳定 条 件 与 19.3 节 中 的 条 件 相同 
A7 求解 下 列 一 阶 线性 差分 方程 组 . 
Z, = Axi m 2у,-у + y, — 10 хо = 20 
ж = 3z + бул – 4 уо = 3 (9.23) 


1. 将 方程 写成 (19.20) 的 形式 , 然后 用 矩阵 形式 表示 为 
b lll] а] 
2. 为 了 求 余 函 数 , 首先 ,从 (19.21) 导 出 的 特征 方程 


| А» 一 ғ.А = 0 
然后 将 问题 的 参数 代入 ， 


ГА. – тА; 1= | 


4-го —-2+r 
3 6- ғ | 
(4->)(6—-,›)—-3(—2+»›)=— 0 
г*— 13r + 30= 0 
ri=3 rz=10 
3. 求 特征 向 量 c; 的 非 平 凡 解 ,由 (19.21) 得 ， 
(Аз- ғ) С, = 0 


(A, — r,A1) C, = l; r -2+ |“ 


6 — r C2 
| КЛЫ 
з 6-3 2047 


ci + ci = 0 Gí = — Cy 


其 中 


(a) 将 riı=3 RA, 


1 
| 
ыш ке 
U, ҥе 
L | 
есу 
су осу 
к 一 
L — 

! 


ТУУН, 


Зе, + 3c; = 0 ср = — с) 


如 果 су =1, 0 cs= 一 1, 特 征 向 量 是 


对 应 于 r; =3 的 余 函 数 中 的 元 素 a 是 
1 k (3)' | 
k 3) = 
1 ñ k (33 
(b) 将 rz=10 代入 得 ， 


ku а), [ 8 || 
3 6-10 dled 13 malla!” ® 


EAER 
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— бср + 8c» = Ü єз = 0. 15c: 
3с 一 4r2 = Ü <= 0.75с] 
设 cl=1, 则 <c:=0.75, 对 应 的 特征 向 量 是 


cl 
1 Lo.75 


而 且 对 应 于 rm: =10 余 函数 中 的 元 素 а 


| i Joo -| k10)" | 
КО, 75 С 10,75#,(10)! 


将 两 部 分 相 加 得 完全 余 函 数 
Xe = k 3Y + R210)! 
у= — #1(3)* + 0.75Ё)(10)' (19.24) 
4. 现在 求 特 解 或 稳定 状态 解 y, = У. (19.22), 
Y = (A, — А,) !В 


a УГ М 
еу р] 


5. НИЈЕ у= y + y, 为 
= F k (3): + k, 10): 十 3 


其 中 


(19.25) 
у, =- bi(3)' + 0.755010) — 1 
由 于 ri=3,r,=102>1l1|, КЕ. ES BF] 19.9 和 19.10. 
通过 给 定 初 始 条 件 可 求 出 定 解 . 设 在 上 =0 时 z = 20, yo=3, 于 是 (19.24) 化 为 
Ëy + ky i 3= 20 
– Бу + 0.7565 -1= 3 
联 立 求解 得 
Ё = 5k = 12 
代入 (19.25) 得 特 解 
z, = 5(3) + 12(10)'+3 
(19,26) 


у =-5(3) + 9(10)'—1 
为 验证 答案 的 正确 性 ,将 ;=1 和 + 上 =0 代 入 (19.26) 得 
zı = (3) + 12(10) +3 = 138 zo=5+12+3=20 
у = - 5(3) + 9(10) — 1 = 74 35=-5+9-1 = 3 
然后 在 (19.23) 中 用 ri, у 代替 zx,, у, 用 xo, yo 代替 Zi- -1 有 
138= 4(20) -2(3) + 74 - 10 = 138 
74= 3(20) + 6(3) — 4 = 74 


195 ” 联 立 微分 方程 的 稳定 性 及 相 力 


给 定 线性 自控 微分 方程 组 , 暂 态 均衡 水 平 将 是 渐进 稳定 的 , 即 当 :一 oo 时 ， SOAT s 


的 充分 必要 条 件 是 所 有 的 特征 根 都 为 负数 . 对 于 复 根 的 情况 , 实 部 必须 是 负数 . 如 果 所 有 的 根 
都 是 正 数 , 系统 将 是 不 稳定 的 . 在 鞍点 均衡 时 , 根 具有 不 同 的 符号 . 则 鞍点 平衡 一 般 是 不 稳定 
的 .然而 ,如 果 yl 和 >, 的 初始 条 件 满足 条 件 


{тле Жу л ды E 
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32 = | w (у= 31) + 52 
其 中 +, = АШ, + (ПЕРТ ayek А. В, Н yM y. (8 kak {ПЕ 53 Ж 


(参见 例 10), 
对 于 由 两 个 线性 或 非 线 性 微分 方程 组 成 的 方程 组 而 言 , 将 维 轴 表 示 у, 横 轴 表示 y, 得 相 
图 . yt уг 平面 称 为 相 平面 .一 个 相 图 的 构造 可 用 例子 来 简单 地 解释 ， 
э 给 定 线性 自控 微分 方程 组 
ў1= — 4 + 16 
ў = – $y + 15 
下 面 的 相 图 用 于 检验 模型 的 稳定 性 ,由 于 在 这 个 简单 的 模型 中 , 两 个 变量 中 的 任何 一 个 
都 不 是 另 一 个 的 函数 ,方程 的 图 像 可 分 别 画 出 . 
І. 求 暂 态 均衡 水 平 yv, BH 六 =0 的 轨迹 . 
э =-4y+16=0 у= 4 
yi =4 Р ЖДЕТ Ж, Ж y, 等 倾 线 . y 2818293848 3E BIO SILA PCR. 称 为 
FHK. КТЕ y 等 倾 线 的 左边 , 另 一 个 在 其 右边 . 
2. 求 稳 定 平衡 标准 yo, BD j=0 的 轨迹 . 
ўз =- Sy, + 15 = 0 У = 3 
2 三 3 的 图 像 是 水 平 直线 , 称 之 为 у, 等 倾 线 . у {ИЕК ЕНЕГЕ T SEQ 一 
TARE y, 等 倾 线 的 之 上 , 另 一 个 在 其 之 下 .参见 图 19.1. 
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图 19.1 


等 贷 线 的 相交 勘定 暂 态 均衡 水 平 ， 
(yu 72) = (4,3) 
3. 用 水 平移 动 的 箭头 确定 >, 等 倾 线 周围 的 运动 . 
(а) 在 y, 等 倾 线 的 左边 , y < 4. (b) 在 yi 等 倾 线 的 右边 , yj >4， 
将 这 些 值 依次 代入 у= -4y +16, 可 得 
ШЖ yi<4, 则 六 >0, 出 现 向 右 运动 — 如果 у>, 3 <0, 出 现 向 左 运动 
4. 用 坚 直 移动 的 箭头 确定 x, 等 倾 线 周 期 的 运动 . 
(a) 在 y 等 倾 线 的 上 方 , y,>3、 (Ь) £ y, 等 倾 线 的 下 方 ， у:<3. 
将 这 些 值 依次 代入 у= —5у› +15, 可 得 
Ж y, >3,M] 芒 <0, 出 现 向 下 运动 ; 如果 у,<3, 0) 32>0, 出 现 疝 上 运动 . 

图 19- 1 中 表示 最 终 运 动 方向 的 第 头 都 指向 稳定 平衡 ， 说 明 方程 组 收敛 ,然而 , 由 于 
箭头 自身 可 能 失误 , 轨 线 会 被 画 出 , 如 图 19.2 所 示 . 从 任意 一 点 开始 , 例如 西南 象限 中 
的 (3,2) ,或 任何 象限 中 的 任意 点 , 我们 可 看 到 模型 的 动态 将 导致 稳定 状态 解 (4. 3) E 
此 , 时 间 轨 迹 收 敏 到 稳定 状态 解 , 使 该 解 稳定 ， 

因为 方程 是 线性 的 , 答案 可 以 通过 第 16 或 19 章 中 的 方法 检验 . 解 得 

y (z) = kje“ +4 
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例 10 


yalt) = ke +3 


由 于 两 个 特征 根 都 是 负数 , 系统 必定 稳定 . 


Уз »=0 











y = 2 y, 
图 19-2 


在 图 19-2 中 作出 了 一 个 相 图 ， 并 用 于 下 面 对 方 程 组 的 一 个 贡 点 的 动态 稳定 性 的 检验 ， 
ў = 2у;- 6 
ўз = 8y – 16 
1. 求 满足 $=0 的 у 1029. 
з =®?у;-б=0 уз = 3 
这 里 У 等 倾 线 是 讨 У2 轴 上 的 点 ya=3 的 水 平 直线 . 
2. 求 满足 5,=0 的 y, 等 倾 线 . 
уз = 8y -16 y1=2 
这 里 у, 等 倾 线 是 过 y 轴 上 的 点 了 ;= 2 的 竖 直 直线 .参见 图 19.2. 
3. 用 水 平移 动 的 箭头 确定 у, 等 倾 线 周围 的 运动 ， 
(а) 在 у 等 倾 线 的 上 方 , y, >3.， — (b) 在 y 等 倾 线 的 下 方 , y,<3， 
将 这 些 值 依次 代入 у = - 2y3 - 6, 可 得 
如 果 ya>3, 则 | >0, 运动 稍 头 指向 右 ， WR yy<3, 则 9,0, 运动 箭 头 指向 左 . 
4. 用 竖 直 移动 的 第 头 确定 у, 等 倾 线 周 围 的 运动 . 
(а) 在 у, 等 倾 线 的 左边 , yj<2， (Ж, 等 颁 线 的 右边 , y >2. 
将 这 些 值 依次 代入 y, = -8y1- 16, 可 得 
ШЖ у.<2, 00 5,<0, 出现 向 下 运动 ; 如 果 y, >2, 则 32>0, 出 现 向 上 运动 
不 管 图 19-2 中 的 表面 现象 ， 即使 在 西北 和 东南 象限 系统 是 不 稳定 的 ,正如 例 11 
中 所 解释 的 ,我 们 可 通过 简单 地 夯 出 轨迹 来 证 实 , 无 论 从 а, b,c 或 d 哪 一 点 开始 时 间 
WARMER. 
E 19-2 中 模型 的 不 稳定 性 可 通过 从 任何 象限 画 轨迹 变 得 显而易见 .我 们 画 两 个 轨迹 ， 
一 个 从 a 开始 , 另 一 个 从 五 开始 ， 另外 两 个 留 给 你 们 作为 练习 .在 每 一 种 情况 下 , 可 用 
4 蕊 将 康 线 很 好 地 画 出 ， 
1. жащ. 
(а) Ж ИШ ЖИЛ 8] ТЛ. 
(b) [НОЕ +; =0 的 y, 等 倾 线 时 , y 向 东方 向 的 运动 变 慢 , 而 у, 
向 南方 向 的 运动 仍 不 减弱 ， 
(c) 在 уу ÜNS E 5. =0. 困 此, 轨 线 一 定 垂直 穿 过 у FAR. 
(d) 在 уу 等 倾 线 的 下 方 ,运动 箭头 指向 西南 方向 ， 使 时 间 轨 迹 远 离 平 衡 , 从 而 显示 
出 不 稳定 平衡 . 
2. A b HR. 
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(a) 轨 线 再 次 沿 东 南方 向 移动. 

(b) 但 当时 间 轨 线 接近 满足 ja =O 时 у, 等 倾 线 时 , yz 向 南方 向 的 运动 减弱 ,而 >, 
向 东方 向 的 运动 仍 不 变 ， 

(с) 因为 在 y 等 倾 线 上 ,32 =0. 因此 ,时 间 和 轨迹 线 一 定 水 平 穿 过 у, 等 倾 线 . 

(d) 在 y> 等 倾 线 的 右 方 , 送 动 箭头 指向 东北 方向 ,使 时 间 轨迹 远离 平衡 .从 而 显示 
出 不 稳定 平衡 

例 12 图 中 19-2 的 虚线 是 贰 式 路 径 , 只 有 当初 始 条 件 落 在 鞍 式 路 径 上 时 稳定 状态 平衡 将 是 
稳定 的 , 鞍 式 路 径 的 方程 是 














» = ЕШ y+ у, 
这 里 除 负 根 r, 之 外 的 所 有 项 都 是 已 知 的 .由 最 初 的 方程 知 
ац anp о Ч 
14 |= = = 一 16 
29) йу) & 0 








任何 情况 14 | <0, 我 们 得 到 一 个 鞍点 平衡 ,代入 (19,3)， 
„= ТКА) +t Уу[Т(А)] - 41А | 
i 2 


_ O+ /0O0—- 4(- 16 _ 
Fri, Рә = 2 =-4,4 
#К А.Е Ж, ЖЕЕ ЖЫН 
4-0 


y= |” 2 | (yi -2)+3 


у= 7-2у Аф 
ШЕЕ (2,3) ЛЕВИН Е. RAHIRA Е ВОЛ НН 48 








将 才 是 稳定 的 . 
习题 解答 
联 立 微分 方程 组 
19.1 求解 下 列 一 阶 自控 线性 微分 方程 组 . 
Ў =-—8ур+5у,+4 x (0) = 7 


ў = 3.25y -4y +22 5,00) = 21.5 
解 тє 1. ЕИН ре, 


yi -R 5 31 4 
[в JEHA 
Ү = АҮ + В 
2. 然后 求 余 函 数 .假设 具有 不 同 的 实 根 ， 
其 二 下 le + k;C,e"2" 
其 中 


_ ТКА) ж У[Т(А)] 1 —-4|А | 
Fir = 2 


Тт(А)=-—12,Н}А =15.75. 





Ti fa 一 


= 12+ /(12)24(1575) _ -1249 
2 — 2 


гү —[,5 ra= —10.5. 
э. 再 由 


-360° ЖЕФ g s [ПЕ 





417 №, 212 а! 
(A rC, = Е | |+ Ü 
L aa йур Г, < 


ДРЕ с. 
(a) 对 r= 一 1.5，, 


RASI@ÇIXIII 5 WIRA 5 IB. 
3.25 -4-(1.5)3L e 3.25 -2.5JLe, 
ЖЫ 47 Si 2|4B3E48 

= 6.52, + ӧс = 0 со = 1.%, 


3.25с|—2.5су = D єз = 1.3c, 
如 果 =1, 则 cs=1.3. 于 是 对 应 于 rj = - 1.5 的 特征 向 量 с 是 


с = ЮЕ э 


而 且 通 解 中 余 函 数 的 第 -部 分 的 元 素 是 


(b) 再 将 ra= -10.5 RA 


[3 5 1“1- [25 5 i: А 
3.25 -4 - (- 10.5) JL, 3.25 6,54 с, 
НЯ (А — Ур RHE, ТЕЖ--{т 5 РИ ЖЕКЕ ЖЕЕ ФЕ ЖЕРЛЕ -- 样 的 .简单 地 将 第 一 行 与 列 
Wi a 
2.5e1 + 5c> = Ü с =— 2с, 
如 果 e51, W e= ~2; 对 应 于 rz= - 10.5 КИ ШЕЕ С, E 
а! r- 2 
e = [F | 1 | 


而 且 余 函数 的 第 二 部 分 的 元 素 是 


КИФ 
y (£) = е -2д,е 0% 
valt) = 1.3kje + ре 195 
4. 现在 求 督 态 均衡 解 yp， 
Уз = Y = - À ÍB 
т 


代入 上 式 ， 


一 у: -4 -57r 4 8 
Y M rsl- 3.25 11 М 
于 是 通 解 y(t)= y + y, 为 
yilt) = ee rg 
yalt) = 13де + ke lst 4 12 (19.27) 
5. 为 求 定 解 , 在 ! =0 时 利用 初始 条 伴 , y (0) =7, 300) = 21.5, 简单 计 算 上 述 方程 
y(0)= k - 225 +8 = 7 
yat0) = 1.34; + k, + 12 = 21.5 


* 
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联 立 解 得 ， Ëb=5 kl 
1А (12.27), 
yil) = 5e H -ge "+B 
yalt) = 6 5e t + 3e !## + 12 
由 于 к= —1.5<0,г› = -410.5<0, 平 衡 是 动态 稳定 的 . 
19.2 求解 下 列 微分 方程 组 . 





Jı = 2у›—6 yi1(0)= 1 
32=8y1-16  y2(0)=4 


Ж s 1 用 抑 阵 形式 表示 ， 
ы ЫГЫ 





Ў = АҮ +B 
2. 求 特征 根 ， 
Tr(A) + /[IT(A)Ë —41A1 
iri = 2 
D+ /(0)°—-4(-16) +8 
К,Р) = 2 = 2 
ri =—4 r. = 4 
З. 确定 特征 向 量 . 
a) 对 ”= 一 4 


[co 


fei + 2с) = Ü e=- 2e 


WR c1=1, 则 cs= ~2, 且 余 画 数 的 第 二 部 分 的 元 素 是 


1 kje” 
1 _ -4 _ 
у = ЛЕЯ бш Г. И 
p- 2 ЕГ 2 “| 
8 0-4-[с,/ L8 -4JH l 


-4c + 7с = Ü c> = 2с} 


WÈ c1=1, 则 c; = 2, НАНЕ тА 
1 kae" 
>? = һе = М 


уб) = рег“ + ёе“ 


Ъ) м ra 二 4， 


ра 


уз) = – 24е“ + 2%" 
4. 对 于 稳定 状态 解 з, 


FEI y(t) = y + y, 为 

y(t) = he“ + kye" +2 

yalt) == 25е + 25е + 3 (19.28) 
5. 由 初 冶 条 件 ,和 (0) = 1, 5:00) =4 RER. 


zO) = b I+ Ë, +2 = | 
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19.3 


уз(0) =- 25 + 265 +3 = 4 
联 立 解 得 
ki=-0.75 k = 一 0.25 
代入 (19.28), RIRE ЛЛ E. 
yilt) =- 0.75е 4 — 0.25е +2 
yalt) = 1.5e 4 + 0. 5,6? + 3 
由 于 rí = -4<0,r;=42>0, ПИВА Ti S.S ЖЕ — S E NEED), 除非 初始 条 件 落 在 葵 式 
路 径 





rı- an — — 
x = | EERTE? 
а 


上 .代入 后 得 ， 
уз = 60) -2) +3 





уз = 7 – 25у 
ЙЕ НГА, ҖЕ ЛЕЙ] 10 中 的 图 19-2 中 给 出 ,将 初始 条 件 5.00) =1, (0) = 4 ЖА, 
我 们 看 到 
4392 7-2(1) = 5 

ВРАНИ К, 方程 组 不 稳定 . 
求解 下 列 方程 组 ， 

з = 4уу + 75 + 3 у100) = 7 

Ўз = ур - 2у: + 4 у:(0) = 0 


Ш F í. 转化 为 拭 阵 形式 ， 
M Ë ИИ: И 


2. 特征 根 是 





3. 对 应 于 a= -3 特征 向 最， 
ШИИ ИНИНИ 


ШЖ cz=l, 则 cl= -1, B. 


对 ту= 5, 


[*-5 7 И M! АН N 
1 -2-54Le d bti -74 
~é; tře = Ü cr = Tc> 


ШЖ c2=1, 0 сү=7,НҢ 


ЖЖЖИ 
x (z) = 一 е? + Thae” 


yalt) = де?! + kge” 


АЖ Ку ЖЕЛИ! 
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а. 稳定 状态 解 y 是 


于 是 通 解 是 
yilt) = kje + 76 — 6 
yu) = е + hoe” — 1 (19.29) 
5. 给 定 y1(0) =7, у,(0) = 10, E E 
yl) =- 6 +755 - 6 = 7 
35(0)= ki +Ë -1= 10 
=R =g 
代入 (19.29), 得 最 后 结果 
уч) =-8Ве + 211—6 
yali) = Ве ™ + Зе? - 1 
由 于 = –3<0, у= 5 >0, RORARII зш, 此 鞍点 解 将 是 不 稳定 的 ,除非 初始 条 件 满 足 
з ега. 








уэ = ан Ур + 52 
212 
代 人 后 得 
x= (25240, (660700) 
э=-7-у; 


AAMAR 2,00) = 7, у„(0) = 10, 
1052-7 - (7) =-14 
由 于 初始 条 件 不 满足 峙 式 路 径 方 程 ,方程 组 不 稳定 . 
求解 下 殉 非 线性 自控 一 阶 微分 方程 组 ,其 中 一 个 或 多 个 导数 是 另外 导数 的 函数 ， 
Ў = 4у + у; + 6 у100) = 9 
Ўз = 8у + Sy — ў — 6 у2(0) = 10 
Ж 1 将 方程 写成 (19.7] 的 形式 , ИЕ ЕЕ, 


1 07[5: 4 1]| м 6 
l АР GEI 
AY = A;Y +В 
2. 及 特征 方程 
| A- rA |= 0 
出 发 求 特征 根 , 这 里 为 简化 省 略 下 标 i， 


| 1 1 0 4-r 1 | 
аа | E °]|- -0 
8 5 1 1 8- г 5-r 


ғ? – Br +12 = 0 

ri = 2 ra = 6 
3. 求 特征 向 量 C, ш 

(45 一 rA JC, = 0 


CA; = riA1]C, = N . ‚| 
зз JERE Uo 


26 + cx = O cx =— 2c; 


将 r i =2 ФА, 
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如 果 设 ri=1, 则 co= - 2, B. 


现在 将 r:=6 代 入 ， 
4-6 1 Я! 
е . 7 
= 26у + cs = Ü 


如 果 c1, W =2, В 


-2 1 
2 一 上 


] 


сә 一 251 


7B 


RARA A ИВ 
уб) = kie” + kze" 
yalt) = – 20е + 28,6 
4. 对 于 特 解 yp， 
Y=-A 
其 中 


6 4 1 _ 
в-| Та, = ( 1. ГА |= 20-8 = 12, 8 А5! = 
-6 8 5 


代 人 


将 特 解 加 到 余 函 数 上 ， 


уб) = е" + kaef! -3 


1 
12 


уг) = — 2kje + 2k + 6 
5. 对 于 定 解 , 在 (19,.30) 中 设 :=0 并 利用 y0) = 9, у(0) = 10. 
у100) = kit 25-3 = 9 
у:00)= – 24, + 246, + 6 = 10 


k 二 5 ka = 
# a ТЫГЕ #](19.30), 


7 


yilt) = 5е + 73 


valt) = — 10e + 14655 + 6 


由 于 r=2>0,rs=6>0, 方 程 组 将 是 动态 不 稳定 的 . 
求解 下 列 微分 方程 组 ; 
V1 =- уу + 4y- 0.53; 
ўз = 4y1 - 2уз – 10 
Ñ =p 1. 将 方程 改写 形式 并 用 矩阵 表示 ， 


EERE 


32 


-1 


ИЕ 


y2 


A Y = А,Ү+В 


| 


у:(0) = 4.5 


уг(0) = 16 


1-2] 





2. 从 特征 方程 
-l-r 4-D.5r 
ГЕН 4 2- = 
出 发 求 特征 根 ， 
rit+sr-14=0 
rı =- rx = 2 


3. 由 特征 值 问 题 


{19.30) 
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19.6 


-l-r 4-й.5гЛ1|[ ci 
(а. rane = | 4 SS Ni 
ЖИ ӨШ С. 
将 r,= -7 代入 


-l-{- 一 一 с 7. 
l 1-(-7) 4-0.5 |“ )- [5 “|+ 
4 -2-(-7)-[‹, 4 54у, 
rı + 7. 5r = ü CO = 1.25c; 
ШЖ el M c= — 1.25, Н. 


— 1.25 Ë е 
1 -71 _ 
Ye T “| | 一 
1 kie” 


го реро МЕН 


- 34у + 3с) = 0 ср Сс) 


2: 
32 = SHE = | | 
И 1 bye” 


将 x1=2 代入 


ШЖ cs=1, 则 ci=1, 且 


ARER 
убт) == 1.25kje "+ kae" 
yali) = kye” + в.е! 
4. 求 特 解 ， 
Y =- A478, 
4 1 [-2 -4 
HH А =| а= La 
PA: 24 siLa -1 


yil) =- 1.2546" + ре +3 
yalt) = ke + kye +1 (19.31) 
5. 对 于 定 解 ,在 (19.31) 中 设 = 并 利用 y, (0) =4.5,,2(0) =16. 
у100) = – 1.256 十 十 3 = 4,5 
2200) = h. + hx + 1 = 16 
Вр =6 Ë =9 
最 后 ,代入 到 (19.31)， 
э(@)=-7,5е "+ ge +3 
yalt) = be + 9 + | 
由 于 特征 根 具 有 不 同 的 符号 , 我 们 得 到 - ТӨ БИЕ. 该 鞍点 均衡 将 不 稳定 ,除非 初始 条件 与 鞠 式 路 
径 上 的 一 点 重合 ， 
求解 下 列 机 分 方程 组 ， 
Ji =—3уү—у›-0.5%;+5 (0) = 22.2 
ў =—-2у,—-4у,- ўр + 10 y0) = 3.9 


Ш F |, 用 矩阵 形式 表示 ， 
[7 гез 17. 
GE GEG 


AY = AY+B 





2. 特征 方程 是 
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-3-r -1-0.5r 
一 也 一 六 — 4 — 
O.5r2+5r + 10 = D 








| Az- råjl= 


R 2 3E2#| H — K 2 AHER 
rı =-7.235 ғ = – 2.765 
3. 对 应 于 к= - 7.235 的 特征 向 量 是 


[ 1 C 239) | |: [2 оз], 


-2-(-7.235) -4-(- 了 .235) 5.235 3.235 
4,235c1 + 2.617563 = 0 су я 1.620} 
ШЖ с. =1, M с, = 1.62, 8 


-7.2351 
1 [ 1 | -7.235 _ | kie | 
y, = ñ, е = 
-1.62 - 1.624е 7 235: 


Ca ER 


对 ra= —.2.765, 


[5) И [038 ИЕ 


— 2 — (— 2.765) - 4- (— 2.765) 0.765 -1,235 
一 0.235с| + 0.38250, = 0 сұ == 1.62c2 


єз ra 


ШЖ c =1, Шс =1.62, E. 
一 ,765 
2- S _ Б | 
1 Eye 27851 
因此 , 余 函 数 为 
yi) = kye PH + 1, 624e? 76S 


yalt) =- 1.62k e E + pye 2765 


Y = [zJ ala ЈА А 


yG) = Re A + 1 6р, > ү 1 
y(t) =- 1.628 e I + kye? + 2 
5. ЖІ у100) = 22.2, y2(0) =3.0 Ж 2, P k, 
ki + 1.628; + 1 = 22.2 
-1.62Ë ( + ë; + 2 = 3.9 
Ë =5 Bh, =10 


4. PE Y= - A; !p E 


故 通 解 为 





代入 到 (19. 32) 得 定 解 
yilt) = 577235 L 16.2672-769 L | 
уза) == 81е Tt 10e ?st | 2 


ШЕКЕ SE у нуга ав М. 
联 立 差分 方程 


19.7 求解 下 列 一 阶 线性 差分 方程 组 ,其 中 任何 一 个 差分 都 不 是 另 一 个 差分 的 函数 . 
х, = 0.4т,_, + 0.6y,.1+6 0 = 14 
y, = 0.15, + 0.3y,_ + 5 уо = 23 


Ж F 1. BEEREK, 
т, 0.4 0.61[ хл á 
1] о, w I. М 
Y, = АҮ,_, + В 
2. 将 (19.31 用 于 特征 方程 14 -ralo 求 特征 根 . 





(19.32) 


ТАЖ кулл 


367. 








кугу = 


0.7 + /(0.22) – 4(0.06) _ 0.7+0.5 
2 


2 
ri=0.6 ri=0.1 
3， 对 应 于 ri= 0.6 的 特征 向 量 是 


466 0.6 ) °]: [792 0.6 ПИЕ 
0.1 0.3- 0,6510; 0.1 -0.3 
= 0.2.1 +Ü. 6с = 0 ср 3с: 
3 3100.6)" 
1 b (0.6): 
[94-01 0.6 1°) [03 КО] )-о 
01 0з—-01-[„] Loa 0.251, 


0.3с + 0.6e3 = Ü ср = ~ 2с 


-> , [= 20.1 
bl, јео ~ | (0.1)! | 


ш Ж cz = 1, c= 3, 调和 且 有 


对 ra=0.1, 


如 果 c=1, 则 ci= 一 2, 且 


将 两 部 分 相 如 得 余 函 数 
х, = 36100,6): 一 240.1} 
у = (0.6) + k,(0.1)' 
4. 对 于 特 解 ， 
yp = (1- A) B 
其 中 


ите ал кз са ar 
[1 4-64 


z, = 3k (0.6): — 2#,(0.1)' + 20 
ж = kG + 2.00.1) + 10 
5. 利用 初始 条 件 z = 14, yo = 23, (19.33) 化 为 
3k1 — 22, + 20 = 14 
Ër + b, + 10 = 23 


于 是 通 解 是 


联 立 解 得 
Al=4 k, = 9 
代入 (19.33)， 
т, = 12(00.6)5 – 18p,(0.1)! — 20 
э» = 4(0.6)! + 9(0.1)! + 10 
H 10.61<1, 10.11<1, НИ ЫН. 由 于 两 个 根 都 是 正 数 , 不 会 有 振动 出 现 . 


198 求解 下 列 一 阶 线性 差分 方程 组 ， 


Ti =— D. 6zi + 0.15, + 9 To = 7.02 
ур = 0.5=,.; 一 0.25, + 42 уо = 57.34 
Ж кє 1. EBE SEE Z, 


SPES ыйы 


(19.33) 
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Ү, = AY, +В 





2. 特征 根 是 
Fr 一 一 
—0.8+ v- (0.8) – 400.07) -0.8+0.6 
27 2 = 2 


ri =-01 ri=-0.7 
з. 对 应 于 r= -0.1 的 特征 问 景 是 


К, az tonl Р Pi МЕ 


- 0, 5с +0. lea = Ü с» = Se 
1 k- 0.1). 
т! олу = 
5 56100.10); 


е асот з osla)’ 


0.15 + 0.165 =Ü єр =- е 


k [7 h 0.7) = | | 
| б Lk, 0.7): 


即 果 ci=1, 则 с =5, B 


对 т›=0.7, 


如 果 ca 二 1 Wj єр -1, R. 


WARAN 

z. = kl- 0.1): kl- 0.7): 

ж = Skal- 0.1): + kal- 0.7): 
4， 对 于 特 解 ， 

ур = (1-А)!В 
其 中 
(1-4) = А 路- | 0 22] [ ,2 | 
št 
"> [:1- КОРР ИМЕ s] 

于 是 通 解 是 


z, 二 上 区 一 0.1) - kat—0.7): + 8.02 
у, = 5k 0.1) + kal- 0.7): + 38.34 
5. 利用 20=7.02, ya = 57.34, (19.34)4k 9 
kı- 6. + 8.02= 7.02 
5 + k; + 38,34= 57.34 


(19.34) 


联 立 解 得 
El = 3， 上 一 
代入 (19.34)， . 
ж = 3(— 0.1) 4(- 0.7): + 8.02 
x = 154 0.1)" + 4(- 0.7): + 38.34 
由 于 和 两 个 特征 根 的 绝对 值 都 小 于 1 EB ЕУ НАЕ HT Ей, 有 振动 出 现 . 


19.9 求解 下 列 一 阶 线性 差分 方程 组 ,其 中 没有 一 个 差分 是 另 一 个 差分 的 函数 . 


T, =- 0.7т,-\ 一 0.4%,_‚ + 40 у= 24 
Yi =— 0.575х, = 0. 55,1 一 Ж, +6 Уо == 32 
# к>» 1. 整理 并 将 方程 改写 形式 并 用 第 阵 表示 ， 


第 十 九 章 “” 联 立 微 分 及 差分 方程 
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[' JE] [ -0.7 «= |6) 
= 1 
коту 6-0.575 -0.5-L | 16 
AY, — АУ ут B 
2. REAREA RIER, 
1A- rA |= Ü 
-0.7 -0.4 1 0 р 07-х -Ü.4 
ННН! ә 
-0.575 -0,5 1 12 -0.575 r -0.5-r, 
r? +0Rr-0.12=0 
ri =-0.6 ry=-0.2 
3， 对 应 于 r= -0.6 的 特征 向 量 是 





[797-09 -0.4 EES elo 
~ 0.575- (- 0.6) —-0.5—(—0.6)-,1 10.025 0.1 dle 


= 0.1le – 0.465 = 0 cl = - 43 
如 果 со =1, M ср — 4, ВФЕ ИҢЕ 


-4 — dkil 0.6)“ 1 
Соо 
| 1 \ k, (= 0.6): 


[ -0.7-(-0.2) -0.4 feJ- [ -0.5 194712 
0.575 — (- 0.2) —0.5-(-0.2)-[с,] -0.375 0.3 dj 


= 0.5] - 0.4; = () ©з =—1.25є, 
如 果 Cl 一 1, Д] у= 一 1.25, 且 对 应 于 7 = -0.2 的 特征 向 基 是 


nl ,sh oa = | 6(- 0.2)! ] 


— L.25k;( = 0,2) 
将 两 个 特征 向 量 相 加 , GARAN 
т,=-4Ё1(—0.6)' + &,(— 0.23: 
у= kil- 0,6)' - 1.252,(- 0.2): 
4. 对 于 特 解 y=， 
Y = (A, - AD 1B 


a-a) $ g ~- -0.7 04] [12 o4] 
LL os -0.547 11.575 1,5 


_ = 1.5 0.47740 30 
r= sj- Tal- is 1.7 161 205) 
将 y 和 ЖЕП, 3611082584 
х, =— 4k (— 0.6)! + &,(— 0.2)! + 30 
ж = kil- 0.6)! – 1.25Ё,(— 0.2) — 27,5 
5. 最 后 ,将 初始 条 件 x0=24, у= 一 32 用 池 (19 .35》， 
- 4k; + h; + 30= 24 
kı = 1.255, - 27,5= ~ 32 
bb =3 = 6 


其 中 


并 将 这 些 什 代 回 (19.35) 便 可 得 到 
z, =- I2(— 0.6)! - 6(— 0.2)! + 30 
x = 3(- 0.6)'- 7.5-0.2) — 27.5 
册 于 两 个 特征 根 的 绝对 信 都 小 于 1, EE P. 
19.10 求解 下 列 一 阶 线性 差分 方程 组 . 


(19.35) 
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r, = 0.6zr it+0.85 1 ус + 15 To = 27 
y = Ü.2r,-i + 0.4у,-1 +6 уо = 38 
W EF 1. УОП, 
Ë =]. [2-6 WI | [1°] 
0 1-15, 0.2 0.4dLyi 6 
A,Y, = А,Ү, +B 
2. RHEW, [А ~ rA l=. 
0.6 0.85 1 1 0.6- ғ; 0.85 - r, 
о w nla 15| 0.2 wS 
72 - 0.8z + 0.07 = 0 


r = 0.7 т; = 0.1 
3. 对 应 于 Fi =0.7, 


[5-97 WEN ”| [07 зе» 
0.2 0.4—-0.7-4[‹,] C0.2 -0.34[,, 





0.1с| L 0.15c; = Ü сү = 1.5с» 
Ж cz=1, 则 ci=1.5, 且 特征 向 量 是 : 


1.5 1.52,(0.7)' 
„ол е | 


Ж r,= 0.1, 


[06-01 пва [оз WI 
0.2 04-0.1JLeoJ Lo.2 0.3 E 


E7 
0.5e1 + 0.750 = Ü el 二 一 1.5с› 
如 果 rz=1, 则 cl1= -1.5, 县 特征 向 量 是 


-1.57 - 1.5k,(0.1): 
| 1 soa- | ? | 


(0.1) 
4. 对 于 特 解 ， 
Y = (Ау - А,) B 
其 中 
(А,-А;) = Ë 1)- КИ 让- [ тө 
故 
+з oa гш 
将 3 Ж 5, 相 加 ， 


х, = 1.5k (0.7): ~ 1.5Ё,(0.1)* + 30 
x = F((0.73° + k;(0.1): + 2D 
5. 对 于 定 解 ,将 == 27 和 加 = 33 用 于 (19.36) 得 
L. 5k, — 1.55, + 30= 27 
ki + h, +20= 38 
k = 8 k;= 10 
代 回 到 (19.36)， 
ж, = 12(0.7): - 15(0.1)*+ 30 
ж = 8(0.7)* + 10(0.1)* +20 ` 
由 于 两 个 特征 根 的 绝对 值 都 小 于 1, Ж аг. 


联 立 微分 方程 的 相 图 
19.11 ”用 相 图 检验 方程 组 


(19.36) 


ЖТЛЖ Жу АЖЕ 





m= Зуу - 18 
ўз = - 2у) + 16 
的 稳定 性 . 
解 кє 1. 确定 满足 y=0 的 稳定 状态 钥 у, ИЖА. 


уу = Зур – 18 = 0 у) = - 2y;> + 16 = Ü 
yí = 6 у FAR Уз = 8 у 等 倾 线 . 
如 在 图 19-3 所 看 到 的 ,等 绒线 的 相交 勘定 暂 定 均衡 解 ( 了 ，, 了;) = (6, 8). 


| 
q 


y = 6 ж 


0 


Ё 19-3 


2. 用 水 平移 动 的 第 头 确定 у, FARAHAN. 

(а) 在 y 等 倾 线 的 左边 , у < б. (b) ЖЕ у, ЖАН, y >6. 

将 这 些 值 依次 代入 у= -331 一 18 可 得 

如 果 yi<<6, 则 <0, 出 现 向 左 运动 ， 如果 yj>6, 则 >0, 出 现 向 右 运动 ， 
з. 用 竖 直 移动 的 箭头 确定 >, ЭЕ ЕТИП ЯЙ. 


(a) 在 yz 等 倾 线 的 上 方 ， ух 28. (b) Жу, ЗНЯТО, < 8. 
将 这 些 值 依次 代入 м 一 一 232 十 16 可 得 
ШЖ у, >8, 则 5,<0, 运动 向 下 ; 如 果 ych, 则 六 > 小 运动 向 上 . 
图 19-3 中 表示 最 终 运动 方向 的 箭头 都 远离 稳定 平衡 , 说 明 方程 组 发 散 . 画 轨 线 以 确信 系统 确 
Жей. 
ЕЗД Ж BJ 
19,12 给 定 


[| [e ИМ Hi 
. |= +i 
y2 an GL bz 


Y= АҮ + В (19.37) 


或 


根据 第 19.1 节 以 及 人 向 1 证 明 
(A -DC = 0 


Ш F 从 方程 组 的 齐 次 式 出 发 , 即 B=0 ЗЕТ Ж, 并 假设 有 不 同 的 实 根 , 我 们 可 希望 解 具 有 


Y = kC (19.38) 
Ё, Д = 标量 , C, = 数值 的 (2x 1) 列 向 量 ， r= 标量 .将 (19.38) 的 两 边 对 + 求 导 , 可 得 
Ү = rkCre™ (19.39) 


将 (19.38) 各 (19.39) 代 入 (19.,37) 的 齐 次 形式 ,这 里 户 =0， 
riet = Ak,C,e 
MEARS k 和 e" 得 
г, = АС, 
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19.13 


19.14 


19.15 


AC; — r,C, = Ü 
提出 c 并 注意 到 A 是 一 个 (2x2) 和 矩阵 且 n 是 标语 ,用 (2x2) 单 位 矩阵 1, 或 简单 地 用 r, RU r, 
便 可 得 到 
(4 一 riC =0 Q.E.D. (19.40) 
继续 问题 19.12 中 的 模型 ， 
证 明 











Күк) 一 


Та) + /[Tr(A)] -4 [А | 
2 


证 097 如 果 (19.40) 中 的 (4 - ,了 1) 是 非 奇异 的 , 这 就 意味 着 它 线性 不 相关 ,于 是 с, EERI 
启 其 .出 现 平 凡 解 .为 了 求 非 平 几 解 , (A ~ x 了 ) 必 须 是 奇异 的 .有 非 平 几 解 (C; 关 0) 的 必要 条 件 是 





|A-—- rd 1= 0 (19.41) 
其 中 方程 (19.41) 称 为 给 阵 4 的 特征 方程 或 特征 多 项 式 .为 简单 起 见 着 略 下 标 并 代入 得 
| ан к 841; 
= Ü 
@21 40 К 
апаз anr ~ арк + ғ? ~ аран = 0 


重 写 为 
r°- (an + а) ғ + бапа» – арад) = 0 
或 ,用 矩阵 形式 表示 
六 -Trayr+ A |= 0 
这 个 二 次 方程 可 通过 二 次 式 








Tr(4) t [Tría АА QED, 


rry = 
REE r. 
继续 问题 19.13 中 的 模型 ,证 明 特 解 

y= Ý =- АВ (19.42) 
是 暂 态 或 稳定 状态 解 Y. 
证 F 为 求 稳定 状态 解 ,我 们 简单 地 设 导数 构成 的 列 向 量 等 于 零 , 即 宇 =0. 当 阅 =0 时 .不 变 
Н Y= У. А(19.37) PE 


了 = АУ +В = 0 
АЎ = - В 
Y=-AlB QED 
给 定 
“ efa]. Ë ИШ И 
an aa2 加 Lan ay y2 i b; 
或 


AÝ = A,Y+B (19.43) 
证 EF 根据 第 19.2 节 以 及 例 3 证 明 要 求 余 函 数 ,必须 求解 特殊 的 特征 信 问 是 
fAs- rA C, = 0 
M(19.43) HF RE, BH B =0, 或 零 向 量 ,并 假设 有 不 阅 的 实 根 , 我 们 希望 解 及 其 导数 具有 
Y = kCe Y = кА, (19.44) 
形式 ， 
将 (19.44) 代 入 (19.43) 的 齐 次 形式 ,这 里 B=0, 
Аре Се? = АС" 
请 去 公 因 式 & ет, 得 
АС, = AC, 


19.16 


19.17 


19.18 


19.19 


%+АЖ у Же p E ‹ 373 - 








(Аз -һА)С, = 0 Q.E.D. 
根据 问题 19.15 中 的 模型 , 证明 特 解 是 
yp = Y = - АВ (19.45) 
Ш ЕР 特 解 是 满足 立 =0 的 稳定 状态 解 王 , 代 人 (19.43) 中 得 ， 
A= AY +B = 0 
A.Y=- В 
Y=-AyB QED. 


И jen К H 
= + 
ж азу 422--у,-1 b; 


Y, = АҮ,_| + В (19.46) 


证 КЕ 根 据 第 19.3 节 以 及 例 5 证 明 当 没有 一 个 差分 是 另外 一 个 差分 的 函数 时 , 联 立 一 阶 线性 
差分 方程 组 的 特征 值 问 题 是 


或 


{А — rI)C, = 0 
从 方程 组 的 齐 次 式 出 发 , 即 B=0, 并 假设 有 不 同 的 实 根 ,从 单个 的 差分 方程 的 知识 , 我 们 可 希望 
Ү = Cir Y Cr (19.47) 
Hp k, Ж, 是 标量 , С, = 数值 的 (2x 1) 列 向 量 . 代 入 (19.46), 其 中 B=0， 
CA) = АБС (5) 
消去 公 因 式 &; 并 重 写 得 
AC ir) -Clr =0 


在 :1 时 解 得 
{ - "С, = 0 Q.E.D. 
给 定 
"ац ИШЕ | |], g 
һа аљ--у, 423 anly б; 
或 


AlY, = AY, + В (19.48) 


证 eF 根据 第 19.4 节 以 及 例 9 证 明 当 没有 一 个 或 多 个 差分 是 另外 一 个 差分 的 消 数 时 , 联 立 一 
阶 线 性 差分 方程 组 的 特征 值 问题 是 
(À> -гА,)С,=0 
从 前 面 的 工作 ,并 假设 有 不 同 的 实 根 , 我们 可 希望 
Y, S ACY Ya = kC y (19.49) 
代入 {19.48) 的 齐 次 形式 中 ,其 中 в =0, 可 得 
EC {r Y = Aak C (к)! 
AC r) Tl- A Ciny = 0 
在 1=1 时 解 得 
(As FAC =0 Q.E.D. 
与 问题 19.18 中 的 模型 相同 , 证 明 特 解 是 
ys = Y = (Ау -A)ĊB (19.50) 
证 EF 对 于 特 解 或 稳定 状态 解 ， 


T= SË Y= 


写成 矩阵 形式 ， 
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代入 (19.48) 中 得 


ЖЕ Y. 


第 二 十 章 ж 分 法 


20.1 ”动态 最 优化 


在 第 四 章 和 第 五 章 的 琵 态 最 优化 问题 研究 中 ,我 们 寻找 在 一 个 特定 的 时 间 点 或 区 域 上 上 使 
一 个 给 定 的 隙 数 景 大 化 和 最 小 化 的 一 个 点 或 一 些 点 . 给 定 一 个 咀 数 y= y( r), 最 优点 zx! 的 
-RRA y (x *)=0. 在 动态 最 优化 中 ,我们 寻找 使 一 个 给 定 的 积分 最 大 化 或 最 小 化 的 曲 
а"). 这 个 最 大 化 的 积分 定义 为 独立 变量 у, 函数 x (1) 及 它 的 导数 dx/ di 的 函数 已 下 
的 面积 ,简单 地 ,假设 时 间 区 域 从 to=0 到 与 = 了 , АН г зл а/а, ТЗ 
小 化 


ORTI (20.1) 


Н Бе Е г, (г) (Т) ОЕ. НАНА у 和 + ВЕЗНА E20. 1), 78 

一 个 函数 x (2) 对 应 着 一 个 数值 的 积分 称 为 泛 函 . -~ 个 使 泛 函 达到 最 大 或 最 小 值 的 曲线 称 为 极 

值 曲线 , 极 值 可 接受 的 “候选 " 极 值 曲线 是 在 定义 域 上 连续 可 微 旦 特别 地 满足 一 些 固 定 端点 繁 

件 的 函数 类 z(t). 在 极 值 明 线 的 研究 中 ,我 们 首先 用 称 为 变 分 法 的 十 典 方法 进行 , 这 个 方法 

的 莫 基 人 是 17 RAEE АЙ, 詹姆斯 - 伯 努 利和 约翰 ,人 怕 努 利 . 

例 1 ”一 家 会 司 当 希望 获得 从 时 间 ! =0 到 := 了 的 最 大 利润 时 发 现 ， 产品 的 需求 不 仅 依 束 于 
产品 的 价格 >, 而 且 也 依赖 于 价 客 关于 时 间 的 变化 率 dp/dz. 假设 成 本 是 固定 的 ， 并 
ВЕТ p 和 dp/dt 是 时 间 的 函数 ,pp 代表 ар/аг, 公司 的 目标 可 以 作 如 下 数学 表示 


T 
Max| nlt, pl), Cd 


另 一 家 会 司 发 现 它 的 总 成 本 依赖 于 生产 水 平 x(z) 和 生产 的 变化 率 dx/dt =з. 假设 这 
个 公司 希望 最 小 化 成 本 ， 且 x 和 3 是 时 间 的 函数 ， 公 司 的 目标 可 以 写成 


min| "Clr, х(т),#()1@ 


i 

















满足 
zlta) = ту, Harit) = zx) 


这 些 初 始 和 终 值 约束 称 为 端点 条 件 . 
20.2 平面 上 两 点 间 的 距离 


在 平面 上 ,连接 两 点 的 任意 非 线 性 曲线 的 长 度 S， 如 在 图 20.1(a) 中 连接 西点 (to, ту) 
(#1，z1) 的 曲线 ， 能 做 如 下 数学 近似 . 细 分 曲线 成 小 区 同 , 如 图 20-1(b), 回忆 毕 达 哥 拉 斯 定 
Я 右 直 和 角 三 角形 斜 边 长 度 的 平方 等 于 两 个 直角 边 的 平方 和 .因此 ， 单 个 子 响 的 长 度 足 

(ds) = (4)? + (ах)? 
简化 

ds = (di ¥ + (дт)? 
每 边 用 yy (di R аг, RaR 


шүн 
ds 一 1+ |9), 
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图 20-1 


或 用 更 简单 的 符号 
ds = /1+({(2)%@ 

从 zo 到 1 的 总 曲线 的 长 度 能 用 积分 形式 估计 

S = 上 JI G} dt 
见 问 题 20.1 一 20.3， 
20.3 欧 拉 方程 ; 动态 最 优化 的 必要 条 性 

对 于 一 个 泛 函 ， 
上 FEez(o,2(D]d 


连接 点 (to,zo) 和 (ixzi) 的 曲线 >" = >" ft) 是 一 个 极 值 曲线 ( 即 最 优化 ) 的 必要 条 件 是 

s = al ZE] (20.2a) 
称 之 为 欧 拉 方 程 .尽管 它 等 价 于 静态 最 优化 的 一 阶 必要 条 件 ， 但 是 由 式 中 稍微 不 同 的 记号 可 
以 容易 了 解 , 欧 拉 方程 实际 上 是 一 个 二 阶 微分 方程 . 用 下 标 表 示人 篇 导 数 ， IEEE RH”, 


它们 本 身 也 可 能 是 函 歼 .(20.2a) 的 欧 拉 方 程 表示 为 


Filtr, £) = SIF,G,z,2)1 (20.25) 
然后 ,用 链 式 法 则 求 F. 关于 : 的 导数 ， 并 且 省 略 自 变 " 基 ”, 有 得 
F, = Fa + F;, (2) + F, (y) (20.2c) 


ЖЕН, ®»=42°т/4{? 
| 例 2 给 出 有 关 殉 拉 方 程 是 极 值 曲 线 的 必要 条 件 的 证 明 , 也 见 问 题 20.26 一 20 33. 
0 





图 20-2 


例 2 证 明 : 设 zx = x * (z) 20-2 中 连接 点 (tn， хо) (1, 21), АТ TEA 
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取得 最 大 值 
[TFI z(t), 20018 (20.3) 
即 x * =z "(1) 为 极 值 曲线 , 欧 拉 方 程 (20.2a) 是 "= (2) 为 极 信 曲线 的 一 个 必要 


ЖЕ X= z (г) + mh(z) 是 这 些 点 的 邻 曲 线 , E m 是 任意 常数 ，h(4) 是 一 个 任 
TRR. 为 了 使 曲线 X 也 通过 点 (io, rzo) 称 (rzi)， 则 总 也 满足 端点 条 件 








天 (toy = O Alt) = 0 (20.4) 
Er OOM AORE, AARAA m DRR, TAER 
glm) = | Fl[rz"() + mhle) #^(1) + mh (r)]dt (20.5) 
由 于 z" 《区 由 (20.3) 中 的 最 优化 泛 范 定义 ， 所 以 (20.5) 中 的 函数 gm) 仅 当 如 =0 时 
ВИХ, Н. 
dg _ 
Е = 9 (20.6) 


在 (20.5) 的 积分 记号 下 求 微分 ， 对 给 定 的 状态 用 某 布 尼 兹 法 则 
g(m) = Pra, m)d: 


这 里 ， to 和 ti Ж m БЕ ЕЕ ЕИ 


dg _ rn əF ац д 
dm - [ya + fam) 39 - fto m) ун (20.7) 


由 于 目前 的 例子 中 积分 边界 zo。 ЖП, 是 图 定 的 ，3#0/3m = г/т =0, WREE 
莱 布 尼 兹 法 则 的 第 一 项 . 对 (20.5) 用 链 式 法 则 求 9F/3m . H3 F E > #l; 的 函数 ， 依 
次 是 m 的 函数 , 代入 (20.7) 得 

d [IF Ilr" t mb) ӘЕӘд(2* + må) 

Ta ` ИЕ дт ? + дт дт је 


由 于 af(z * + тл )/ т =h На" + mh )/am =A, (20.6), 


4 n ЗЕ. 
„о Все а OET, (20.8) 


dm ta 


方 括 叶 中 的 第 一 项 不 动 ， 第 二 项 的 积分 用 分 部 积分 ， 


dg OF ЭЕ (о fs dləF _ 
Чул |, = |, a h (2 )dz + Bao -f MEAO =0 


H (20.4), Alta) =А (11) =0, 上 式 第 二 项 去 掉 ， 合 并 其 他 两 项 ， 
dg _ [ЭТЕ diarF _ 
dm [nzo Е ІАЕ: d: ИО! = 0 (20.9) 


HT һ(:) ЖИЕ Ë 5 38, 因此 推出 对 于 极 值 曲 线 的 必要 条 件 为 方 括号 中 趟 
+=, BJ 














E-io а ж-ш 


这 就 是 欧 拉 方 程 . 也 见 问题 20.26-20.33. 
20.4 求 候选 极 信 曲线 


在 动态 最 优化 问题 中 ， 求 满足 固定 端点 条 件 的 最 大 化 或 最 小 化 一 个 给 定 积分 的 侯 选 极 什 
曲线 由 如 下 五 步 来 完成 . 

1. 设 被 积 函 数 为 F, BD F=Flt,z,2). 

2. 求 下 对 z Me 的 偏 导数 ， 记 3aF/ar = FE .,ƏF/2z = Е,. 
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用 链 


然后 


Ё] з 


例 4 


3. 代入 欧 拉 方程 (20.2a) 或 (20.2b). 
4. 求 F, kT: 的 导数 . 由 于 F, Err Шо HAX, B x її; Жу, ГИҢ, 需要 











AIRM. 
5. 如 果 没 有 导数 项 (2 Re), 立即 解 出 x; WRA туй, HAERTER, 
RH т. 


E 3, 例 4 和 问题 20.4:-20.18 中 , 给 出 了 这 个 方法 的 例子 . 
设 Ñ (6z2e2 + 4424 
用 (20.4) 中 所 列 程序 及 (20.2a) 的 记号 最 优化 这 个 撑 函 如 下 ， 


1. 设 F = 6z2e3! + 4: 
2. Ш] дЁ ore E u, 
dx дт 


З. 代入 欧 拉 方 程 (20.28), 12е = чн) 


4, 但 4(4:)/4:=4, ЖА Est 2r = 4 
5. 由 于 没有 和 :+ 项 ， 所 以 可 直接 求 出 x, 将 这 个 解 表示 成 zit), 


zit) = Les 


这 个 解 满足 动态 最 优化 的 必要 条件 ， 只 能 说 明 它 是 一 个 候选 极 值 田 线 . 所 以 有 必要 使 
用 充分 条 件 , 见 20.5 ў. 
Ë 8 


2 
| (422 + 1220 - St)dt 
ü 


满足 

Xx{0)=1 х(2) = 4 
求 上 述 证 函 的 候选 极 值 曲线 , 现在 用 (20.2b) 的 记号 . 
1. 设 F=4Zz*+12zt— 5 
2. 则 F, —12: H F, = 82 
3. 代入 欧 拉 方程 (20.2b)， 

12: = Tisi) 

dz н didrzr| _ z 
74; * На, 2) =т= 





4702 х, 


12: = 8% 
5. 册 于 有 之 ， 对 这 个 方程 两 边 进行 两 次 积分 ， 积分 的 每 一 步 仅 有 一 个 常数 . 


[2‹@ = [вт 





6:2 + су = 82 


再 积分 ， 
fer + el)dt = [влш 
23 + cri + c, = Br 
Н т, 
_- 1: ñ 
хб) = 了 tg: +š 
代入 边 值 条 件 ， 
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20) = 10) + (2+1=4 c=4 
RARP 


tlt) = DESTES 


20.5 变 分 法 的 充分 条 件 


假设 对 于 极 值 曲线 ， 必要 条 件 是 满足 的 . 

1. WRZE FEt, (2), 2000100 200) т 是 联合 目的 , 则 对 十 重大 值 情 况 ， 必 要 条 件 是 
充分 的 . 
2. Ш В Ре, (е), tri] 在 xfzt) 革 是 联合 凸 的 , 则 对 十 最 小 值 情 况 ， 必 要 条 件 是 
充分 的 . | 

ñE IK Ir КЕЕН? E #5 AFRO REHAS RAAME. 给 定 判 别 式 
F. Fa 

Е, =] 

1. (а) ШЖ 1р, | =F <0, 且 |D;'=|D|>0,|D| 蚌 负 定 的 , F 是 严格 凹 的 ， 得 到 一 个 
全 局 最 大 的 极 值 曲线 . 

(b) 如 果 | D1|= F.,=<0, HID |= 109120, 检验 变量 所 有 可 能 的 次 序 ，|D EERE 
АУ, F 是 简单 止 的 ， 则 得 到 局 部 最 大 的 极 值 曲线 ， 

2. (a) WRI D| = F,,>0, B| D,| = |p] >0, |p| ЖЕЕ], F 是 严格 目的 ,从 而 得 到 
一 个 全 局 最 小 的 极 值 曲线 . 

(b) 如 果 | Di| = Fi, 之 0, B| p,l = 101220, 检验 变 基 所 有 可 能 的 次 序 ，| D ,是 半 正 定 
BJ, F 是 简单 凸 的 ， 则 得 到 户 部 最 小 的 极 信 上 曲线, 见 例 5 和 问题 20.4 一 20,18， 
As 下 面 是 例 3 的 充分 条 件 的 例子 , 这 里 汉 函 是 下 =6x?eY 十 4 经 ， Е,=12ге'!, F;=4t 








tD i= 




















i Fy, Fa 12e 0 
ID1 |= | = |< 
Е. Е. 0 0 
I D} |= 12e" > 0 Ві |= 0 





ID | 不 符合 对 于 全 局 最 优 的 正定 准则 , 但 可 以 证 明 ， 如 果 这 个 判别 式 对 于 变量 的 倒序 
也 是 半 正 定时 ， 则 对 于 局 部 最 小 , 它 是 半 止 定 的 ， 








„ [Pa Р. Jo 0 
ID? |= | = 
iFa Fel [0 12e" 
I Di ! = 0, | D3 | = 0 


对 每 个 变量 的 两 种 可 能 的 顺序 ，|D1| 关 0, (D20, | 也 | 是 半 正 定 的 , 证 函 达到 局 部 最 
小 的 ， 充 分 条 件 . 用 完全 的 相似 的 方式 ， 检验 出 例 4 的 充分 条 件 . 


20.6 泌 函 约 东 的 动态 优化 
求 一 个 极 值 曲线 使 最 大 或 最 小 化 一 个 给 定 积分 
[ =u, 201), #18 (20.10) 
满足 积分 约束 


T 
f, Glz, zl), 214 = k (20.11) 


这 里 , k 是 一 个 常数 ,利用 拉 格 朗 日 滋 子 方法 , 将 约束 (20.11) 乘 以 4， 然后 与 目标 函数 相 加 ， 
形成 拉 格 朗 日 函数 ， 


T 
f, E + эб) (20.12) 





对 于 动态 最 优化 ,下面 欧 拉 方程 是 有 极 值 巾 线 的 必要 条 件 ， 而 非 充分 条 件 


на ОН Н Е+Аб (20.13) 


дт dt 
ЖАД 6 ApH 20.25. 
| 6 泛 函 约束 优化 通常 用 十 确定 一 条 曲线 ,使 之 满足 给 定 的 周 长 且 所 围 的 面积 最 大 ,这 样 的 
问题 株 为 等 周 问题 ， 且 通常 将 汉 函 记 为 ye), 而 下 是 x (1) .调整 这 个 记号 ， 求 包含 最 
大 区 域 4 的 给 定 长 度 上 的 曲线 了 ， 这 里 


1 . 
А = > |$ <у)ёл 





曲线 的 长 度 是 
"л w dz = = Ë 
{R 20.6 节 解 释 的 ， 建 立 拉 属 斋 日 函数 


METE - y) +a VI+ аа (20.14) 
0 


Ë H 等 于 (20.14) 的 被 积 函 数 ， 则 欧 拉 方程 是 


从 (20.14》， 





代入 欧 拉 方程 ， 














两 边 直 接 积分 ,然后 整理 ， 


方程 的 两 边 平方 ， 解 出 7, 
Аў? = (z - с) +27) 
ay - (z - ary = (z - су}? 
2 _ {x — сп)? 
У A (х ср) 


Ж — С 


=t 
7 VA? - (х = с)? 





两 边 积分 得 


Y — c; =+ Ja- (z с) (x -ey 
两 边 平 方 ， 然 后 整理 ， 可 以 表 未 成 一 个 贺 
(х— єз)? + (y — c)? = 4? 


这 里 ， ci c> 和 А É хо, zl 和 并 决定， 
20.7 变 分 记号 


一 个 特殊 的 符号 8 是 用 在 变 分 法 中 ， 它 的 性 质 类 似 于 积分 中 的 微分 4 
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给 定 -- 个 函数 Fiz,z(z),2(1)], ， 并 日 考虑 : 作为 常数 , 设 
АЕ = Flt,z(t) + mhl), tlt) + mA(t)] ЕГЕ, alt) taD] (20.15) 
RE, n 是 任意 常数 ， 同 例 2 一样， (4) 为 任意 函数 , 为 了 简洁 , 目 变 * 量 " 常 被 省 略 ,用 泰勒 
展开 ， 通 过 求 各 阶 导 数 ， 然 后 按 顺 序 相 加， 逼近 一 个 函数 la) 
(бо): 一) 
2! 





zit) = xto) + Z(1o)(t — to) + 


我 们 有 
Е(1,2 + mh, Z + тА) = Flr, ri)- 了 十 了 + (20.16) 
18020.1648 A (20.15), TEWM, 
A Ё = E mh + E К +з (20.17) 
Ж Ж 
这 里 ， 前 两 个 式 子 的 和 称 为 F 的 变 分 , 由 FER. WI 
ЗЕ = ЗЕ nh + S Emil (20.18) 
+ = 
由 (20.18) 立 即 看 出 , 如 果 下 =x, H + Вг, Җ 
dz = тА (20.19) 
Жи, ш F= 
8Z = mh (20.20) 
因此 ，{20.18}) 的 可 表示 为 
sF = 8 + гаг (20.21) 


在 动态 最 优化 中 寻求 一 个 极 值 曲 线 的 必要 条 件 也 可 表示 为 
3| Fin z(t), G) Jde = 0 

证 明 见 问题 20.34 和 20.35. | 

20.8 经济 学 中 的 应 用 


一 个 公司 希望 在 时 间 zi 交付 的 N 单位 订单 在 折 现 利 率 ; 下 的 现 值 最 小 .公司 的 成 本 由 
生产 成 本 аа (г) 和 存储 成 本 bz (1) 构 成. 这 里 ，a 和 5 ЖЕМЕК; x (1) 是 到 1 时 的 累积 
存货 ; 存货 的 变化 率 是 生产 率 2 (1), 这 里 ， 1029220; 统 (1) 是 单位 生产 成 本 . 假设 =(tio) = 
0， 且 公司 希望 达到 x(11) = м, ARAA 








minf e” (az? + bz)d:z 
满足 
zito) = 0 х) = N 
候选 航 全 曲线 为 求 公司 成 本 最 小 的 , 设 


Е[т,т(т),л(т)] = e” lat? + bm) 


则 
Е, = Бе" B Е, = 2аеі; 
代入 欧 拉 方程 (20.2b)， 
Бре = A laeti) 
由 于 之 是 : 的 函数 ， 则 对 右 端 用 乘法 法 则 和 链 式 法 则 求 导数 ， 有 


be = Zae "z + il- #2ае ") 
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= 2ае "хт – Daie "E 
HE e”, ИНЕ z， 
Б 


zl) - irl) = 5 (20.22) 


8020.22), 之 = 这 + REBR O0, 16020.22), (0) ЛЕНО, ЖЕЙ АТАЕВ 
个 时 间 上 保持 严格 生产 增长 率 ， 

方程 (20.22) 是 一 个 二 阶 线性 微分 方程 , 可 以 用 18. 1 节 中 所 列 方法 求解 . 用 方程 (18.2a) 
求 特殊 积分 , 由 于 (18.1) 中 , 51= -i 6.=0, В.а = 1/2a， 将 沦 函 符号 调整 为 z= (2), ПЕ 
不 是 y= y(1), 有 











5/20, _ _ 2 ， 
—1 2а1 





Tp 
用 (18.4) 求 Fli, r? 


| лу .. 
_ (Dit v (-i-40 isi 
Fl. ?> 一 2 一 2 


ку = 1 r; = Ü 





代入 (18.3) 求 zx， 并 县 与 z, 相 加 ， 


i b 
zit) = Ae" +A; 一 (20.23) 
设 to=0, a= 了 ,由 边 值 条 件 得 
т(0)= A. + A; = 0 Аз =- А} 
iT b 
х(Т) = A + (— A) -3T EN 
白 ri TRE Åj, 
Alet 1) = N +T 
ai 


最 后 代入 (20.23)， 且 A= -41, 得 到 一 个 候选 极 值 曲线 ， 
200) = | ӨТ] ° =| Т-р |- 


! Zai! 








b n| 1 b 
aT m SIST 


然后 ,检验 充分 条 件 , 这 里 F = be E, Е;=2ае “т, 


了 (一 [N+ 

















F, F. 0 0 
|р! | = = | 
Fa Fu 0 2ae 
р! 1-0 [рі |= 0 
р? Fa Fa _ Zae 0 
F F. Ü Ü 
Dil=2ae*>0 |р?ї|=0 


由 于 当 检 验 变量 两 种 顺序 时 ， 认 函 的 二 阶 微分 的 二 次 型 的 判别 式 为 半 正 定 的 ， 户 部 最 小 化 充 
分 条 件 成 立 . 至 于 进一步 的 经 济 学 应 用 ， 见 问题 20.19—20.24. 


习题 解答 
平面 上 两 点 间 的 距离 
20.1 最 小 化 第 20.2 W 20-1 PERA (20, ro TC, zi) 的 曲线 S КЕЛ, Вр 
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min|” Vit 4d 
fo 
满足 
zlta) = хо ritn) = m, 
用 20.4 节 中 列 出 的 步骤 , 求 使 证 函 最 小 化 的 候选 极 值 曲线 . 
Ж s= 1. 设 F= уж = (1+ 27) 
2. ЖАТИ F 和 下， 注意 下 中 没有 x 项 , {ЯЯ + mü, S F, СЕИ ЕЕ 
则 
В,=0 F= (+2) 2,22 = — 
* ” 2 /1+ 1? 
3. 代入 欧 拉 方程 
af s: 
di I+ 





+ 由 于 左边 没有 变量 ， 则 两 边 到 : RA. SDS MARISAE b+ [ой = < 一 个 常数 ,由 
х 


У1+ 4? 





E = 


两 边 平方 ， 整理 , PE ¿, 


C+) = 22 





5. HT £: HUQ В 


zr) = kit +, (20.25) 
6. ШЕЕ НН S ЛЕШ ¿, 山中 性 或 西 性 的 充分 条 件 能 惟一 地 由 二 阶 微分 的 符号 决定 ,利用 条 
法 法 则 , 由 F,= (1+ 2?у71% A 


F = {1+ EL 172 _ 201 + 22)722 
Fa = (1 + £2) [C1 + 2) — 22] 


2 _ *21-332 1 
Fa = (1 + z2) Ur 
由 于 距 高 的 平方 根 不 会 为 负 ， 则 F. >0. ФУ ЖТ, HHFA HEDRER EH. 
注意 (20.25) 中 的 解 是 线性 的 , REANA EE ШЕШ. 参数 上 (斜率 ] 和 „(ЖЕ 
截 距 ) 由 过 信条 件 惟一 确定 ， 兄 问题 20.2. 
2 
20.2 最 小 化 | мМ1+ 224г, ЖА 


200) = 3 2(2) = 8 
W Er (20.25), r(t)= bit +h, 
HARR, 
z(0)= 2,00) +k = 3 А-3 


х(2) = k (2)+3=8 kl = 2.5 
代 人 得 


х(ї) = 2.5: +3 
(а) ИТУ ЕРИН (i, ro) (z), x1) 则 的 距离 估计 向 题 (20.2); (by 画 出 图 像 ， 从 几何 上 检验 答案 . 
E Ew (a) 设 f Y1+2idt 及 zit) = 2.5 + 3 
求 导数 宇 (1) =2,5, 代入 得 
fi VTE sa |? тва ~ TBn 


= 2.69258(2) — 2.69258(0) = 5.385 


20.3 
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(b) 将 毕 达 哥 拉 斯 定理 用 到 图 20-3 F, 


r= 51+ 22 


z= {29 = 5,385 


























求 候选 极 值 曲线 


20.4 最 优化 
[TOH -422 + пе) 
t 


满足 (Фа) = zo Tt) = z 
用 所 熟悉 的 六 步 求 候选 极 值 曲 线 . 


W EFI. Е=21%- 42и +11! 
2. F,=-42: Е, =41 
3. 代入 欧 拉 方程 ， 


ds; 
_ 42: =E) 


— 42: = 4 
4. 两 边 积 分 消去 > 项 ,每 一 次 积分 仅 有 一 个 积分 常数 ， 


-210 + c, = 42 








再 积分 消去 2, 
` T + yt + = dr 
5. Жу 
æi) =- 1.756 +0.25ct + 0.25e3 
6. 检验 充分 条 件 ， 
| = F, | | 
DEt- = 
a Ёш 0 4 
1Dil=0 IDI:|= 0 
Fu Е. 4 Ü 
ID: |= = 
Ез Е, о 0 








01 =4>0 1D31=0 


对 两 种 变量 顺序 ,证 函 前 二 阶 导 数 的 判别 式 是 半 正 定 的 ， 局 部 最 小 的 充分 条 件 满足 . 


20.5 最 优化 
Pa + 60: r)d/ 
ti 
WE z(io)= ro xX(£1)= д, 
Ж # 1. F = z: + б?т 


2. P,=60r F;=24 
3, 代入 欧 拉 方程， 


20.6 
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d... 
эз. ü 
BO = (22) 


60 =2х 
4. 两 边 积分 消去 x 项 ,每 一 次 积分 有 一 个 积分 常数 


15{* +e = 2т 


再 积分 解 >, 
З + си + c; = 27 
5. {у= -1.5,®+0.5с1 +0.5Sc; 
6. 与 前 面 问题 第 6 步 一 样 进行 检验 时 , 活 函 取得 局 部 慨 小 的 充分 条 件 成 立 ， 
最 优化 


Газ, — 34? + 36zt)di 
WE (0) =2 2(1) =4 


Ж EF]. Е = 13: - 322 +361 
2. Е,=36: Е = -6£ 
_4,_„. 
3. 361= ( бт) 
36r = ~ бж 
4. 积分 两 次 , -KRAE RIAN, 
18r? + c, =- 62 
6 + cit + cx = бж 
5. z()= E a a 
用 初始 条 件 ， 
200) =- = cy = 12 
200) =-1- 2-2 ср = - 18 
然后 代入 上 式 ， 
zit) =-{%+3(+2 


6. п, 检验 充分 条 件 ， 














F, К Ü Ü 
ЕЕЕ 
Бы F; ù -6 
Fpil=0 |D11= 0 
СЕРЕ 
Ез Fa 0 0 
Dil=-6<0 151=0 
当 检 验 变 量 两 种 顺序 时 ， 二 阶 导 数 的 判别 式 是 半 负 定 的 ， 所 以 局 部 最 大 的 充分 条 件 满 足 . 


最 优化 
| (элге +4) 


ME (1) = ro zlti)= z 


E ЕР 1. Е = 3265 + 4222 
2. Е. = 6ге Ер= 45 
3. 代入 欧 拉 方程 ， 


бхе = ‚(у 


бхе%® = 1242 
4. бле?! = 12{? 
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5. 左 端 没有 二 项， 容易 解 出 .r 


rli} = 2126-5 




















6. 检验 充分 条 件 ， 
Fa Еа) le 0 Fa F; Q о 
ID! í = = D: |= |. = ; 
Fa Fu о 0 Fu Fa 0 e” 
I B! |= бе > 0 iDlI=0 1Dil=0 IDil= Q 


对 变量 两 种 顺序 ， 泛 蓝 的 二 阶 导 数 的 判别 式 是 半 正 定 的 ， 局 部 最 小 的 充分 条 件 满 足 . 
20.8 ”最 优化 





t 31? 
2—97 
|, 8° 
满足 zftoy= zo Tt1) = ri 
„34° 
Ж EF]. F = E 
62. 32 
> ыо == 
3. 代入 欧 拉 方程 ， 
dfi 
b= 23) 
4. 由 于 Е, =0， 积 分 
_ іт 
А: 
3л = 4с 


HFA т, 再 积分 得 


3z = crt + c> 














5. rosg 2 hit Ki, = S = 
6. 当 像 上 面 的 检验 时 ， 充 分 条 件 显示 r+ (2) 是 - -个 局 部 最 小 裤 值 曲线 . 
20.9 Bii 
t, 2 а: 
| (522-45 шй 
fa 
满足 X(to) = zp T(t1)= i 
- ü т 
WN ёғ |. F=542 – 4z2° 
2. 下 ,= 一 8ze ©” рү=<з{? 
3. 282707 (52у = 10, 
-gre07 = 10{ 
4. 由 于 没有 导数 ,不 需要 积分 ， 直 接 解 出 x. 
5. alt} = -1.25 
6. 检验 充分 条 件 ， 
Fo Е. 一 е? F: F; 
ID: |= 1" | ID2 |= - 9 
Fi Кы 0 0 И F, 0 - Re 0.7: 
1 村 1=-8e <t |р}у=0 IDi|=- 0 IDI= O 


ЭЛЕШ ИТЕРЕ, |D ЖЕЛДЕ, К ATAT, АЛ r(e ) 是 一 个 局 部 最 大 的 极 什 曲线， 
20.10 ”最 优化 


t 
f TE 4 221 уй 
ti 
满足 z (zo) = ro rlt =z 
解 EF 1. F= 7 + 2228 
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2. F =0 Fsg 
3. 0= (440) 
4. 积分 

c= dit T = 5 
再 积分 得 

r= Shs + es 

5. лб) = АА 这 里 如 = 学 kF c2 
6. 相对 最 小 化 的 充分 条 件 潢 尽 . 


20.11 最 优化 
- t . 
j (1522 — 132z + 1912 + 1242)4, 


Е rlt) = re zl) = rj: 


解 F F=15z2-132zr + I9r£ +122? 
з. F,=30z-132+19; F;=19z +244 
3. 30x- 132+ 194 = (19r +244) 
4. 30z – 132 + 192 = 192 +24х 
ROM 
ж = 1.252 二 一 5.5 ` (20.26) 


5. 7#(20.26)& -个 二 阶 微分 方程 ， 可 由 18.1 节 的 方法 求解 . 几 方 程 (18.2) 求 特殊 积分 x,， 这 
E, =0, bx= —1.25,Н a= ~ 5,5 




















然后 用 018,4) 求 特征 根 ， 





Per = (+ пае 1.25) _ L лэ 
RAGDE, RAAR r, 
= А612 4 Ае“! 


Tr 
BE, т, Жїл, 由 加 得 
rle) = Ae Be Aye LI 4.4 


6. 检验 充分 菜 件 ， 


(р! 1 = 1 = 
F.. 


ат | 





Е. Fa 30 19 
i j "| 
IDI1=30>0 1 到 1= 359 > 0 
HFID ]>0, D: >0 时 ，! 玉 | 是 正定 的 ,这 意味 着 已 是 严格 西 的 ,从 而 z(1) 为 绝对 最 小 值 的 极 
ERR. 不 需 用 相反 顺序 1D2| 检 验 ， 
20.12 tti 


ii 


f 
| (= 1622 + 144z + 11.z — 4z2)dz 
to 


满足 r(0)=8， z(1)=8.6. 


E ЕР | F= -16х?+ 144: +112442 
2. F.= -—32z+144+11; Б = 15-84 
3. -322+144+ = Фоп 82) 


- 322 + 144+ |17 = 117 一 BY 


" 388 · 


数理 金融 引 论 








20.13 


20.14 


简化 .整理 ， 


4. 由 (18.2)， 特 殊 积 分 县 


由 {18.4)， 符 征 根 是 
бй+уй- 4-4) _ 55 
5 + v1. 


rivf2 F 


ri=2 ту=-2 
这 样 
(+) = Ауе + Ае? + 4.5 

ВАНА СЕ, z(0)=8, х(1) =8.6 

х(0)= Ау + Аз + 4.5 = 8 

х(1)= 7.38914, + 0. 1353A; + 4.5 = 8.6 
5. 代 入 z(:)=0.5et+3e 2 +4.5 
6. 应 用 充分 条 件 ， 








Кы Ёш -3 11 
Ip'i= == 

Fa F;; ll -8 
|р|1=-32<0 I D; |= 135 > 0 


由 于 1D1| <0, |D,| >0 时 ，| Dj 是 负 定 的 ，F 是 严格 四 的 ， 有 绝对 最 大 值 ， 不 需要 检验 | 2| 
最 优化 
['ав? +94 + 842) 

Н 


0 


满足 z[0)=zo <(1)= xi 


Ж ЕР 1. F=16z2+9zz +84 
2. F.=32z=+9; F;=9z-+162 
3. 32z+9z= (192 +164) 
4. 32rz+9L=92i+16mM 

k — 2 = 0 
5. 用 (18.2), 这 里 如 y=0, у= 一 2, На=0, Ж =, 

_ а _ 0 _ 

їр = ba = = 0 


用 (18.4) 求 ru r> 


代入 (18.3) 中 , ЖЮ r, 
х, = A z: + Ае at 
WE =,=0, 
tlr) = xç = АЁ? + Ае 
6, 充分 条 件 显示 zf 七 一 个 绝对 最 小 的 极 值 曲线 . 
最 优化 


тр 
| 7422 + 4х1 — 6322): 
І 


0 


满足 z(t0)=zo z(56)=z, 
Ж EFi. F=7Tš2+4zz- 6312 


2. F, -48 ~ 126x Е, = 144 +41 


20.15 
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3, 4t -126r = (142 + Ar) 
4. 43-1262 = 14+ +45 
ж +9 = 0 


这 里 , 在 (18.1) 里 ，p =0, b=9, E a=0 
5. 对 xr， 用 (18.2)， 


H b Aba MDBD(18.19), 
rivr2 = g+ hi 








这 里 
g= yo = 00) =0 h= 46:60 = + /36=3 
则 
түк) = Ü + 3: = + 3i 
FOA (18.26) 
Ж, = Bicos3: + Brsin3t 
H =, = 0, 


хб) = r. = Bicos3: + В)вїһ3! 
和， 充分 条 件 显 示 z(a) 425 43 F A5 48 ШШЩ. 
最 优化 
[гг + 277 – 8x+ — 22) 
ty 


ЖДЕ x (10)= xo Xt) = z; 





Ж о кт 1. Е = Sr2+27z -Br — 22 
2. F =10x+27-B87 F,= – 8-24 
3, 10z +27-84 = 1-8: -22) 
4. 10х+27-8л= -8л-2®% 
ž+ 5r =- 13,5 
5. 用 (18.2)， 
ИШЕ 13.5 255 

Ж (18.19) 

к= 100) = 0 к=з ORRE 

rr, = Ü +51 = 十 VSi 

代入 (18.26) 


т, = Biros / 52 + Busin / 5 
M| rle) = Bicos / St + Basin / 5i — 2.7 








6. 对 十 二 阶 条 件 ， 
i Бы Ба | 2 5 
ID |= = 
Fa Ён 1-8 -2 
ID} i=10>0 'IDII=- в <D 


由 十 1Dz1<0 Н}, |р | TARRE ш п}, F 既 不 能 最 大 化 ,也 不 能 最 小 化 . CEI F Rk a E. 


最 优化 
[esi — 184), 


Ы! 


满足 zty) = х9 X(t1)= zl 
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20.17 


20.18 


# кес. F=0 (5 182) 

2. Е, = -- зве? 127 F; = 10е! 
3. -18d 12: = 408 215 
4. AREEN, 


— 1869127 = 103 人 9.12e020 + e (10z) 
消去 ещ, E 
r +01124 = 一 1.8 
5. 用 (18.2a) 和 (18.4) 





























z= (Djs 
= 2 _ 
r = 204124 ъв 0) --0120 
х= Ale A, 
(2) = Ае A15 
6. 检验 充分 条 件 ， 
pie | e ° Ip р Т 
|F F| lo 104!” Fa Fe 
|р!|=0 1p1=0 [02 1 = 10е > 0 ID: |= 0 
| 呈 j 是 半 正 定 的 , 忆 是 也 的 则 有 局 部 最 小 . 
最 优化 
t 
[еа + 15zr)dt 
满足 zfto)= ro, z(t) = xz. 
Ж ЕРІ. Е=е 90422155) 
2. Е,= 15е 005 F; =8ze 9954 
3, 15е 9% Agie t0) 
4. 15e °F =82( —0.,05е-®®) + e7% (8a) 
消去 е m, 整理 
+ – 0.052 = 1.875 
5. (18.2) 1018.4) 
z, = (2875), = 32.5: 
二 二 А. 一 一 ?一 
лыг = 05t v (005-0 0055005, 0 


т, 一 А е0" + А, 
则 
alt) = А69 + А, — 37.5 
6. 充分 条 件 显示 局 部 最 小 ， 
求 连接 点 (#0, zo (е, zi) 曲线 ,使 其 绕 * 轴 旋 转生 成 最 小 表面 
Minimize 2я| z (1 + 20) 


满足 x (#0) = zao х(#) = >i 
Ж > 1. Е=д(1+22)12 
2. ЧЕ, 用 链 式 法 则 ， 


F. = (1 + 22) F; = zili + 22) 1⁄2 


Ж-Е Жол 法 -391° 








ВЯ 20-4 


3. (бу раж 22191 
4. 用 乘法 法 则 和 链 式 法 则 ， 


(1+1?у!= z|- а +4?) 32 ， 222 |+ (1 + 22) "(хуу + £) 














=- дй? (1+ 22232 + (жу + 22)G( +22)! 
MARAG +, 
(1+ 3° =- ri r + (rr + 21 X(1 + 22) 
1+ 2E? + 21 = ri t + r? + 22 + лд?» + 14 
.2 
к= 二 (20.27) 
5.18 л=к=йх/й, MI 
К _ du du . йт du du 
С “СД, dr d dz “T "dz 
А (20.27) 
йн =? 1 
Чочу Сог 
分 离 变 量 ， 取 积分 
u g = (р н?) 
1 
[5 T Tda = Га 
та + 2) + ср = mz 
解 H, 
е! у жиб = eur 
covl+iu = + 
这 里 c，= е1, 两边 平 方 , ЫШ 
2 
1+ w= 23 
a- lgi ca dz 
ĉa Е di 
再 分 离 变 量 , 积分 
dx _ [ d: 
= =з 2, (20.28) 
左边 用 积分 表 ， 
t+ 
in[ z + Ја 22) = - (20.29) 


5](20.28)Н{ЕНШ = Suk, 


.392. киа ёз 





` h`! = _ £ + ra 

cos Fa 

t +s 
£ 

(20.30685 ARARA, ЖЕТ Y X ЕШЮ ЕЮ, BLUES TE KA o pM x1) 间 

的 链 的 形状 . 常数 c 和 e, EMER rlo) = zo M (2) = z, 从 (20.29) 或 {20,30) 求 得 . 





xit} = cicosh (20.30) 


经 济 应 用 
20.19 对 于 董 断 产 品 的 需求 量 z (1) 依赖 十 这 个 产品 的 销售 价格 和 价格 的 变化 率 (г), 
zti) = арб) + bó + c (20.31) 
产量 x 时 的 生产 成 本 为 
z(z) = mz? + nz + Ë (20.32) 
假设 p(0) = ро T RARA A p T) = ру. Ж оет БЕХ 
Ж. 即 


T 
тах}, | р({)х()—(4)1\4 
Ж EF 将 (20.31} 和 {20.32) 代 入 ， 
[Табл - к(г)]й = f [ptap + bb + c) - (mz2 + nz + В) 
再 将 (20.31) 代 入 
了 

|, (абе) (0) — z(x)]d£f= f ta + bp + cb — m (ap + bP + су 一 n(ap + bh + c) — Б] 

= |, са + bpå + cb - та? р? — mabpb — macp ~ табрфр - mbp? 


一 mbc — macp ~ тиф — тс? — nap — nhh — ne ~ EYdt 





T 
= | [а(1-юа)р®* + (c — 2mac — na) p + (b 2mab) рр 


= (2mbc + nb) ~- mb? $? - me? - ne — k ]d: (20.33) 
Ë 已 等 于 (20.33) 中 的 被 积 函 数 ， 
Fp = 2a(1- та)р + с — 2тас — na + (b ~ 2mab)P 
E 
Ер = (Б — 2mab)p — 2mac — nb — 2mb’ $ 

HKHH E, 

2a(1 - ma)p + c~ 2mac — na + (b — 2mab) b = $o —2mab)p – 2тас — nb — 2mh’ ] 

2a(1 - ma)b + c — 2mac — па + (b -Zmab)b = (Ь- 2mab)ó 一 2mb2 p 
зи, 


2mb2p + 2a (1 — malp = 2mac + na — с 


8+ K | „ 2mac + na — c 
тё? 2mb2 














用 [18.2) 和 (18.4)， 


Р {2тас+ na -cy (2mb) _ 2та + na — £ 
„= 








а(1 ~ та)( тё?) © 24(1- та) 
一 = _ 
purae LEU da а) а), er 
2 mb? 
如 
(1) = А | «бш 10) -| (ma 1) Zmar + ñm -c 
Ë 16хр mb? t+ Азехр ж? t+ “iall ma) Z ma) 


ШЖ а<0, im>0,， 正 如 经 济 理论 所 期 望 的 ,无 论 a 的 符号 如 何 VG (ma -10m52 0, 则 时 间 路 
径 p(1) 有 一 对 绝对 值 相同 但 异 号 的 实 祖 . 
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20.20 


20.21 


注 ” 几 十 第 来 ,在 经 济 文献 中 ， 这 是 -个 经 典 的 情况 . 
RARAN CO ) 的 瞬时 效用 UUA. 这 里 
С) =С[К{)]- 
| v { 
消费 流 = 生产 - 投资 
端点 固定 在 К(0) = Ко, K(T)= Kx k. 即 


工 T , 
max |, U[C(:)]d: = | U|G[K(:)] - KO) ld 


满足 
КО) = Ko K(T) = Кү 
М F B F=U|]G[KG)]- КО), а/с, R G = 4G/4K, 


Fk = U'[C(e8)]G [K(0)] Fk =- VECU] 
代入 欧 拉 方程， 


U'[C(0]G'[K(0] = #1- VECOJ =- Vice] 


这 里 , 在 (20.34》 上 用 链 式 法 则 ， 


s d _ .. EL 
C= y TEIKO] K-K 


代入 上 式 ， 

UTCIDD]GTK( =- ICOO]. (CIK) K-K) 
欧 拉 方程 产生 一 个 二 阶 常 微分 方程 ， 这 个 解 最 大 化 给 定 极 信 山 线 . 
最 大 化 消费 CO) (0 坊 : 坊 TT) 效 用 的 折 现 流 , 即 


max] пееше de 
Ü 


(20.34) 


(20.35) 


ЖШ ,С()=С[К()]-К()-5К(:), 0%5=<1, СКО) РЕ, КОР) + 


5bK (i) 是 投资 ,6 是 固定 资本 折旧 率 . 
Ж кё 代入 (20.35), 我 们 总 找 最 大 化 
f eruiciko] - (г) — bK(:)!| dt 
F = e#U1G[K(i)] - Kit) -KG 
É U =dU/dC ас =dG/dK, K =dK/dt, 
Fk = e "D'|IG[K(:)] - КО) - SEO， IG'[K(:)]- bl 
Ек = - е }С[КЇ#}]-Ко- К)! 
代入 欧 拉 方程 , MEES, 


MIU (6 - 0)) = EO eU) 
对 石 端 用 乘法 和 链 式 法 则 ， 
eG -6 =- еч. (GK -R - BR) + Uie" 
消去 e 项 ， 


DG 


(20.36) 


由 于 UTG[K(2)]| 不 详 , 我 们 不 能 进步 进行 . 回 到 (20,.36)， 对 右 端的 导数 用 一 般 的 记号 , 则 我 


们 看 到 
e “DU (GD == e" р) + U Ge" 
消去 e “项 , 整理 得 
E PY сур. р 
LU) = Ui- U. (G° =- b) 


dt dt z ъв G° 
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20.22 


左边 的 项 , 边际 效用 的 变 尼 率 , 等 十 折 现 率 加 折旧 率 减 资本 的 边际 产品 . 简 言 之 , 如果 我 们 考 于 左 
端的 项 作为 资本 收益 ， 最 优 时 间 路 径 说 明 , 如 果 资 本 收益 比 扩 现 率 加 折旧 率 减 资本 边际 产品 大 ， 则 
更 多 的 资本 ， 更 冤 的 消费 将 出 现 ,否则 , 资本 材积 和 消费 将 威 少 . 

ЕКІН COO (бг ТУНГ ШТЕЙ, B 


max| e "UIC()]az (20.37) 


给 定 (a) 
ПС] = [C(z)]" Ж O< xn < 1 
(b) 
C(#) =G[K(:)]—- Ite) 
Y { { 
消费 流 = = - 投资 
这 里 , G[K(1)]=aK(:), 一 个 线性 生产 函数 ，a >0， 





Eic 
ҚК) = K+B+KG) OZI B>0 
解 Er 推导 出 
Kte) =I(:)-[B + bKt:)] 
{ + + 


资本 存量 的 变化 = 投资 -直线 折旧 
代入 (20.37),， 我 们 希望 最 大 化 

[elo -K -B- BK(:)]"d; 
EA, ЕЕЕ И £ L H ER, 

[еск - K — Ву" 
ЖШ, m=a-b. Ж F=e “тк - É - В)" 
Ек = mne "(mK ~ K – В)"! Fg =- пе "(mK -K -~ B)" 

用 网 拉 方 程 ， 


mne "(mK -K - Ну"! = dr пе "(mK -К- B)" ] 


dr 
对 右边 用 乘法 和 链 式 法 则 ， 
тте “(К - K - B)" 
=- ne "(п — 1(mK ~- É- B)“2(mK - É) + (mK - K - В)" (іне) 
两 边 用 ne "(К-К B)*-! 除 ， 
m=- (n - 0(тК- К - В) (mR Ë) + š 

















._ (1-n)(mKR - É) 
m=z иа 
ЖУЗЕ, HEK, 
(1-п)К + (¿+ mn 2м) +{т?—юз)К = (m = DB 
2 1+ ти -2m т іт _ т-1 
K+— y K+ TB (20.38) 
设 
1+ та – 2m т? ~ im _ mi 
£= р 2 - ia Z= уув 


к, ® - Bon -D/A -7) _ (m —i)B _ 1p 
2Z mm a) mn- m 


Ай, m=a-b, 4 是 资本 的 边际 产品 (CdGydK = a), H à 是 固定 折旧 率 . 
K. = Aje + Але”: 





这 里 
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20.23 


20.24 


А ЯА, 能 从 边界 条 人 忻 中 计算 出 . 
最 大 化 
人 UIC at 
给 定 折 现 率 ; = 0. 12， 端 点 K(0)=320, К(5) = 480, 效用 函数 U[C(:)] = 
[CG 5 R. 
Clr) = G[K(:)] - Iiz) 
G[K(#)] = 0.25K(t) I(t) = К +60+0.05K(2) 


ШО ep RAREZA, ЖП НЕ K 


5 А 
Í e025K(1) -KE  60—0.05К(т)]0%54, 


整理 并 为 简化 省 赂 自 变量 ， 

fee Шу ЭК – K - 60)0.5d 
设 

F=e M0.2K — Ко—60)%5 
НЕША ЕШ, 


Ек = 0.te Т! (0,2К — K – 60)°5 
Ек = ~ 0.5е "(0.2K — É – 60)0-5 
代入 欧 拉 方 程 ， 然后 用 习 法 法 则 各 链 式 法 则 ， 


0.1e™ 0.2K – K -60)0.5= A- 0.5e7 (0.2K ~ K - 60)*5] 


=- 0. 5е 01211 0.5(0.2K ~ К — 60)®%(0.2К - КУ] 
+ (0.2K - K – 60)?" (0.06 гу 
两 边 除 以 0.5e 02K - R —60)-%5, REBAH, 


_ 0.5(0.2K -Ё 
02 бк ис + 0.12 


0.08(0.2K - K — 60) = 0.1K —0.5К 





Ё 0.36К +0.032K = 9.6 (20.39) 
用 (18.2) 和 (18.4)， 
_ 96 | 
K, = 0.032 = 300 
rara 200.36) £ y (- 0.36)2 — 400.032) _ 0.36 £ ~ 0.0016 
+ 一 2 一 2 
ri=0.2 r = 0.16 
wW 
KGG = Ae + Ay 916 + 300 

щт Ж, 

К(0) = А. + A; + 300 = 320 A; = 20- Al 

K(5) = A,e20 + (20 - Ау НЗ) + 300 = 480 

А1(2.71828) + (20 - A.)(2.22554) = 180 

А; = 274,97 = 275 · A, = 20—275 = — 255 

RA, 


Kt) = 275е 1° — 255e016 _ 300 
由 于 问题 20.23 是 问题 20. 22 的 一 个 特殊 应 用 ， 所 以 可 以 通过 代入 给 定 的 值 a = 


0.25, b =0.05, B=60, i=0.12, m = 0.2, 2=0.5 到 方程 (20.38)， 以 检验 其 得 到 
与 方程 (20. 39) 同 样 的 答案 . 
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解 EF 将 值 代入 (20.38)， 


0.12 + (0.2)X0.5) – 2(0.2) |,. (0.222 — {0.12)(0.2) | 0.2 - 
g+| 120.5 |к-[ 1-0.5 lx=| 1 


К – 0.26Е + 0.032К = 9.6 
通过 将 秆 代入 到 问题 20.19 中 的 {20.38)， 你 自己 去 检验 riro K, КОР) ВИК, ЕТЕН 





05.160 





H 20.20 Ж. 
约束 最 优化 
20.25 最 小 化 | 
[tat + br)de 
满足 | 
[ade = N 
这 里 | 


z(to) = Ü zt = N 
W ке 与 2.6 节 一 样 ,建立 拉 格 朗 日 函数 ， 
[е сай? + bz) + АЙ] 
tp 


R Н 等 于 这 个 被 积 函数 ， 欧 拉 方 至 是 


н _ d | ЭН | 
ðr di \ dz 
求 偏 导数 
H, = фе" H; = Заїе ” + À 
代入 欧 拉 方 程 ， 
Ье” = laie" +4) 
Е Е ШЇ, 
be” =— laite “+ аже“ 
消去 ez， 整理 得 
z-i = + 
2а 
结果 辐 不 用 约束 动态 规划 的 (20.22) 一 样 . 这 是 等 周 问题 的 另 - :个 例子 , 它 可 以 用 20.8 节 的 方法 
求解. 
证 明 与 演示 


20.26 ”对 下 式 寻 求 极 值 曲线 
| Fe, т, х) 


0 


证 明 欧 拉 方程 也 可 表示 为 





эг =0 (20.40) 





证 кР 括 导 中 的 每 一 项 对 4 求 导 ， 且 月 链 式 法 则 得 
dF ЭЕ ЭЕ dr | JF di 3F ӘЕ, ƏF 


dt T At 3x d дїў ә; зр? T ag 


d| 42E] ; A(2E) ЭЕ 
x |=: (| Jat 





HA (20.40), 
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20.27 


20.28 


20.29 


20.30 








JF ЗЕ. ƏF [+ {ЗЕ ЕЕ 
+ дт ә |*^@ а а 21 


[2890228 ]-0 








дұ 7 4; тоду! 
. АІ 
ог) 或 Ре РӘ 
MEB, 如果 下 不 是 1 BRAR, КТУ ЗУ НЕЕ 
Е - + sE =e 【一 个 常数 ) 
证 кє 如 果 : 不 是 上 的 最 自 变量 , =0, 欧 拉 方程 20.40 简化 为 
d . JF 
aE = о 
两 边 对 ， 积分 ， 
p -i3 =: 
(а) МЕЕН, ЖЖ F = F(:,1), x 不 是 自 变 其 ， 欧 拉 方 程 简化 为 
F; = с 一 个 常数 
(b) 解释 这 个 音义 . 


证 上 (a) H} F= Fi, 2) 


代入 欧 拉 方程， 
A 
0 = (Е) 
两 边 对 + 积分 ， 
F; = є 


(b) 方程 (20.41) 是 甘于 工种 过 的 一 阶 微分 方程 , 其 解 握 供 所 要 求 的 极 信 曲 钱 . 
20.8. 


(а) ШЕЙ, 如果 F= РО) 仅 是 之 的 函数 ， 欧 拉 方 程 简化 为 





Fat = 0 
(b) 解 释 它 的 意义 . 
证 EF (а) 给 定 Е=Е(ғ) 
Е, = 0 Е = Р, 


用 欧 拉 方程 ， 


0 = [F] = Быз 


(20.41) 
访问 题 29.7 和 


(20.42) 


(b) B(20.42), # л=0 Р =0. ШЖ ж = 0, 两 次 积分 得 z(1)= сү + cz， 这 是 线性 的 ,如 果 
Fe =0, FF;=c, 一 个 常数 , 这 意味 着 F. 关于 是 线性 的 、 ШЖ F XF; 是 线性 的 ， 则 解 是 平凡 


的 . 见 问 题 20.30 和 20.31. 


对 下 式 求 极 值 曲 线 
Petar 
满足 
ту) = fo ziti) = £] 
Ш F 


HREM, 
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20.31 


20.32 


20.33 


0 =- 62(- bte% r) + 3 бх) 
6ze (629-1) = 0 (20.43) 
这 是 一 个 非 线性 二 阶 微 分 方程 ,不 容易 求解 . КИШ, ZE(20.43)6 ШИР +z -- E N 3E HE ER 
(20.29} 知 道 , ТЕ ЕЛЕ, 


т(ї) = at + C 


对 下 式 求 极 值 曲 线 
[07 -52)d: 
满足 
zlto) = zo хн) = x 
证 F 


d 
= 6 5) 
这 个 欧 拉 方程 是 对 任意 允许 值 x 者 满足 的 恒等式 , 正 像 问题 加 .29 描 述 的 . 在 这 个 问题 中 , 这 显然 
ЖЕЛЕ Iñ Bi Ж ИГЕ; 


[^з ~ 52): = 27(0 ~ t) ~ 5[z(t) — z(to)] 


HITARAR, (ЕЛП ДЕ ЫЕ ЖЇРЇ z 产生 相同 的 值 . 

(а) 证 明 , 如 果 下 = F(:,z), 诗 不 是 自 变量 ， 则 欧 拉 方 程 简化 为 
F = 0 

(b) 解释 它 的 意义 . 

证 EF (a) H F= F(t,rz), 


代入 欧 拉 方程 ， 

F, = 20) = 0 
(b) 当 在 下 中 没有 项 时 ,最 优化 问题 是 静态 的 而 非 动 态 的 . 因此 ， 对 于 最 优化 的 条 件 辣 静 态 最 
кш, El 

Е, = 0 
证 明 ， 如 果 欧 拉 方 程 的 应 用 导致 一 个 不 会 和 : 的 二 阶 微 分 方程 ， 则 这 个 二 阶 微分 
方程 能 转化 为 一 个 一 阶 微分 方程 ， 且 能 用 方程 (16.1) 的 方式 求解 . 用 20.8 节 的 方程 
(20.22) 证 明 ， 


证 F 由 方程 (20.22)， 
Ф = ¿£ + 之 
由 于 在 (20,22) 中 没有 工 或 : 项, 所 以 ， 通过 如 下 所 设 , 它 能 转化 为 一 阶 线性 微分 方程 ， 
ц = Ў H. б = ? 


КАЛЕ (20.22), жав 


. . b 
u — ig = — 
2a 
这 能 由 (16.1) 的 公式 求解 , 设 w= -i ‚ = b/2a, 


Көк, |£ desea] 


， = la + [Eea] 
ЖАТР, 
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ЕНЕ а=, ВИТАЯ К r(1). 与 通常 积分 记号 一 狐 ， 用 c) 代替 А. 








200) = Зе +e (20.44) 
i а 
i$ 0,451, BAERS 
т(0)= += 0 єз == ©} 
_ ft Tr Š К 
х(Т}= ге ыо” М 
IF c= — cdi RAITH, We 
© | T b _ г} 
А зај і М 
lT- луш N + ZT 
£ 2 
= М ышт (20.45) 


最 后 ,代入 {20.44), 并 注意 到 (20.45) 中 的 i 特 消去 cj 中 的 i, 则 得 .- 个 候选 极 值 曲 线 ， 
xz) = #+{58/ба0Т„ b _м+[6/(02шу]т 














сі 241 е 1 
= (м т) 10|, оет 
同 20.8 节 的 工作 进行 比较 ， 注意 到 ， 不 必 求 积分 就 可 将 二 阶 微分 方程 转化 为 一 阶 微分 方程 降 恢 了 
KALEN ENE. 
变 分 记号 
20.34 ШЕН, ETF è F d/d: EZRES, Вр, 证 明 
дх\_ d 
a| $z) 7 4:082) 
证 eF H(20.19)430(20.20) 
дл = тА Е ЁЁ = mh 
ЖШ, т 是 … 个 任意 常数 , А ЕВА = AO. ЯА Рт H атга AË, 
dr _ . 
əl d: | = mh 
ЖА H de/d 表示 , 而 m 是 -个 常数 ， 
dr) d 
| Te | = a, mh) 
ЕА (20,19), 
s| $] - Llar) 


20.355 给 定 
MORTIT 
JEN, Нача, ЖИШШ 3 kh B. 
Ja: 200), #0)]8 = 0 
Ш ОЁ 将 3 移 进 积分 号 内 ， 


[ ris, х(ї), х(ч)]ї = 0 
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出 (20.21)， 
| 3E IF| 
f 219 + э: | dr - 0 
ÈA (20.19)#1020.20) 
ёт = mh ŠZ = mh 
与 | ƏF дЕ >» 
aomh + тА | dt = 0) 
МЕ ағ | 
除 以 任意 常数 m, 


TE AEA 
КЕ, +) =o 


由 例 2 欧 拉 方 程 的 证 明 , 方程 (20.46) 与 方程 (20.18) 恒 等 ,能 以 同样 的 方法 得 到 . 


(20.46) 


Ste PAARE 
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最 优 控制 原理 是 20 世纪 中 期 在 动态 优化 领域 发 展 起 来 的 , 它 能 处 理 任何 由 变 分 法 解决 的 
问题 .更 重要 的 是 ,优化 控制 原理 比 变 分 法 更 强 有 力 , 因为 它 能 解决 一 些 变 分 法 无 法 解决 的 问 
题 , 如 陋 解 , 和 其 他 变 分 法 不 容易 解决 的 问题 , 例如 函数 导数 的 约束 问题 . 

在 优化 控制 原理 中 , 目的 是 寻找 称 为 榨 制 变量 的 最 优 时 间 路 径 的 一 个 控制 变量 , 记 为 y. 
以 前 我 们 用 变 分 法 解决 最 优 时 间 路 径 时 称 为 状态 变 重 的 变量 , 现 继续 表示 为 r .状态 变量 总 有 
等 于 的 运动 或 转移 方程 .选择 控制 变量 的 时 间 路 径 以 使 沦 函 在 满足 状态 变量 约束 条 件 下 最 
ft. 

优化 控制 原理 涉及 连续 时 间 , 有 限时 间 域 , 和 固定 端点 硅 种 类 型 . 它 通 常 写 为 





тах} = MEON ë Jd? 
满足 


= glr(t), y(t),1) 
Xx{0) = xo х(Т) = r+ (21.1) 
这 里 了 = ЕИН (И; уг) = 控制 变 芋 ,这 样 叫 是 因为 它 的 值 被 选择 或 控制 来 优化 J; 
xz(t)= 状态 变量 , BE iBiz rh SET + 的 不 同方 程 集 而 变化 , 它 的 值 也 由 约束 中 控制 变 
BERRE; = 时 间 ,一 个 优化 控制 问题 的 解 界 定 出 控制 变量 y(r) 的 最 优 动力 时 间 路 径 . 


21.2 哈密 顿 和 最 优 控制 原理 最 大 化 的 必要 条 件 


满足 状态 变量 约束 的 泛 函 动态 优化 问题 涉及 到 一 个 哈密 顿 函 数 H, 它 与 是 规划 中 的 拉 格 

度 日 函数 相似 ,由 (21.1), Ж РИ ХЫ 
Н{т(#),у(т),А(а),] = (0), уб), + AG)g[rz(1) bt (21.2) 

这 里 AG) 38 SE 2 БУВ Н ЖЕТИШ, 共 态 变量 А ERRER E (УЛ 
际 值 或 影子 价格 . (21.2), ЖШШЕ. нИкЕ Г E at Sahi А (р) 
RRR DEPTI. 

BERENE y 是 可 微分 的 并 严格 向 , 那么 有 一 个 肉 部 解 而 不 是 端点 解 ,最 大 化 的 必要 
条 件 是 


1. э =0 

2. (= 

3. (a) х(0) = zo (b) z=(T)= ғр 
BIRM PR ТЕУ Ж Kt R зе, SZ Riku k S h Ж C Siri js E up: 
Ж ЙА ЖК ЖЕ AA. TRIMME, MARU, {НЕЕ -1 WEBER аз 


М, Ж-А рӘНн/ду 不 需要 等 于 零 ,但 H 必须 关于 最 大 .为 了 更 清楚 见 第 13 章 例 o 种 
图 13-1(b),(o .我 们 通常 假定 内 部 解 . 
例 1 使 用 第 21.2 节 中 的 条 件 解决 下 面 的 最 优 控 制 问题 ， 
Мәх qz - 5y2)dr 
满足 
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zr = By 
т{0) = 2 х(3) = 117.2 
А (21.1), Р 35. 
Н = 4х — 5y? + A(8y) 








B Бе, ВЕ БЕ K Ц. 
1. 
ан _ 
ду 0 
ЗН 10у +84 = 0 
У 
у= 0. 8А 
2. (а) 
ан 
1=— 3 
i=-4 
(b) 
._ ƏH 
х = аА 
х= By 


ЇЕ (21.3), у= 0.84.19, 
£ = 8(0.84) = 6.4 





(21.3) 


(21.4) 


(21.5) 


使 用 最 大 化 原则 , 得 到 两 个 微分 方程 ,现在 我 们 用 来 求解 状态 变量 z (RE SEE 


alz). 
通过 积分 (21.4) 找 到 共 态 变量 ， 


a(t) = |да, = | -44 = 一 4t + с, 
把 (21.6) 代 入 (21.5)， 


т = 6.4(— dt tc) = ~ 25,61 + б.4с\ 
积分 ， 


х()= |(- 25.6: + 6.4c1)di 


x(1)=— 12.812 + 64c1t + с, 
С 利用 边界 条 件 确定 积分 常量 .将 z(0)=2,z(3)=117.2 应 用 到 (21.7)， 
z(0)=-12.8(0)2 + 6.4c1(0) + c; = 2 с = 2 
z(3)=- 12.8(3)? +6.4с1(3) +2 = 117.2 с = 12 
接着 把 c:= 12 和 с =2 代入 (21.7? 和 (21.6), Ж 
rz) = – 12.812 + 76.8:+2 REFE 
А(ї) =- 4: +12 共同 变 其 
D 最 后 ,我 们 可 用 丙种 方法 中 的 任 一 种 找到 控制 变 世 y(1) 的 最 终 解 . 
1. 从 (21.3), у(2) =0.84, [Ж 
y(t) = 0.8(- 4 +12)=-3.2+9.6 控制 变量 
2. 或 求 出 (21.8) 中 的 微分 ， 




















£ = - 25.6: +76.8 
我 们 把 z 代入 约束 中 的 运动 方程 ， 





х= By 
— 25.62 + 76.8= Ву 


(21.6) 


(21.7) 


(21.8) 
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y(t)=- 3.2 +9.6 控制 变量 
在 端点 赋值 ， 
y(0) =—3.2(0) +9.6= 9.6 
yi3) 一 -3.2(3) + 9.6= 0 
控制 变 基 的 最 优 路 径 是 从 (0,9) 开 始 到 (3, 0 约束 的 线段 , 以 - 3.2 AAE FAS E 
定 端 点 的 相似 问题, 也 见 问 题 ?1.1 一 21.3. 


21.3 ”最 优 控制 县 大 化 的 充分 条 件 


假定 描述 最 优 控制 最 大 化 的 必要 条 件 的 最 大 化 原则 满足 , 充分 条 件 也 满足 , 如 果 ， 

1. HZR f[z(1), уб), IMAR gielt) y), TREHET = Hy 联合 四 . 

2. 当 约 束 关于 z My 为 非 线性 时 , A (r )2=0, 如 果 约 束 为 线性 时 ,4 TRETAS. SER 
数 既是 四 的 也 是 凸 的 ,但 不 是 严格 症 也 不 是 严格 凸 的 .对 于 非 线性 函数 用 行列 式 很 容易 检验 联 
合 四 性 .给 出 函数 二 阶 微分 的 行列 式 








fax fzy 
D = 
fe fa 
如 果 行 列 式 是 负 定 的 ,那么 函数 是 严格 止 的 ， 
[五 1= fo <0 H 10, 1=1 D 2520 
如 果 行 列 式 是 六 负 定 的 ,那么 函数 是 简单 是 的 ， 
LD: != р. < 0 且 ID.1=i D 2520 


一 个 抽 足 行列 式 表 明 全 局 最 大 , 因此 也 是 最 大 值 的 充分 条 件 , 一 个 半 负 定 行列 式 表 明 局 部 最 

大 , 如果 对 变量 每 种 可 能 顺序 的 检验 有 以 上 结论 , 则 它 也 是 最 大 值 的 充分 条 件 ， 

例 2 下 面 说 明 例 1 中 问题 的 充分 条 件 .目标 省 函 为 非 线性 的 , 求 出 二 阶 悍 数 并 利用 行列 式 检 
验 . 





Ja Jal Ë 0 
fa fal 10 ~10 
р 不 是 严格 负 定 ,但 由 于 1Di|ss0 和 | 了 3| = 101220. р 是 半 负 定 , 但 是 , 对 于 半 定 检验 
我 们 必须 以 相 到 的 顺序 检验 变量 ， 

fo | w 0 
fo fal lO 0 
两 种 行列 式 窒 验 均 是 半 负 定 , ИРУ Н 8 了 在 zx 和 y 处 联合 由 的 .因为 约束 是 线性 
的 , 它 也 是 连接 町 的 ,这 并 不 需要 检验 . 因此 我 们 可 以 得 出 结论 , 泛 隐 的确 取 得 最 大 


21.4 有 一 个 自由 端点 的 最 优 控制 原理 
涉及 一 个 限时 间 域 的 连续 时 间 和 一 个 自由 端点 的 最 优 控制 问题 的 一 般 格式 是 
шах] = [озсо Па (21.9) 





| REID 1-0 H Ip i=1pi=0 


Р = 








| XE ID |=-10 B ID. =I DI=0 


满足 
£= glz) ylt}h z] 
z(Ü) = ze z(T) HH 
这 里 积分 上 限 (TRAE. 假定 存在 一 个 内 部 解 ， 前 两 个 最 大 条 件 保 持 不 变 , 但 第 三 个 条 件 
或 边界 条 件 改变 ; 


1. — =Ü 


lI 
1 
= 
в 
| 
8 
lI 


a - 
2. (а) =i 


+ 404 - 


мат 





3. 


(а) (0) = zo 《by АСТ) =0 


这 里 最 后 的 一 个 条 件 称 为 自由 端点 的 横 截 条 件 . 横 截 条 件 的 人 台 理 性 从 我 们 四 规划 中 学 到 的 直 


接 得 来 .如果 工 在 了 的 值 自由 变化 , 约束 一 定 是 松弛 的 且 影 子 f 





АСТ) =0. 对 十 包含 自由 端点 的 问题 , 见 例 3, 例 4 和 问题 21.4 一 21.7. 


例 3 


用 第 21.4 节 的 条 件 来 求解 下 面 的 包含 自由 端点 的 最 优 控制 问题 ， 














2 
max| (3x — 2у2}4; 
满足 


T= By 
T(0)=5 xz(2) 自由 
A 从 (21.1)， 
Н = 3x-2y + À(8y) 
В 假定 一 个 内 部 解 并 应 用 最 大 化 原理 . 


1. rau 
Gy = 4y+ 82 =0 
y= 24 
2. (а) À = s= 
{ =-3 
(b) ¿=H 
т = бу 


但 从 (21.10), у= 24. 因 此 ， 
r= 8(2)) = 16А 


人格 4 在 了 的 值 必须 为 零 , 即 


(21.10) 


(21.11) 


(21.12) 


由 最 大 化 原理 , 得 到 两 个 微分 方程 ,由 此 可 求解 出 状态 变量 (г) ЗЕЯ А (г) R 


(21.11), 

alt) = far = f -3dr =- 3t + c, 
把 (21.13) 代 入 (21.12), 

z = 16(~ 3 + с) = – 48, + 16c1 
积分 ， 

X(t) =~ 2422 + 16cit + es 

C 现在 利用 边界 条 件 确定 积分 常量 ， 
1. 以 自由 端点 的 横 截 条 件 X(T) = 0 开始 , 这 里 


А(2)-0 
代入 (21.13)， 
A(2)=— 3(2) + су = Ü 
сү= 6 
因此 ， 
A(1) =- 31+6 共 态 变量 


2. 现 把 ci =6 代 入 (21.14)， 
ft 一 2462 + 16(6)t + сз 


х{#)=- 2412 + 96z + c; 


(21.13) 


(21.14) 


(21.15) 
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并 应 用 最 初 的 边界 条 件 , x (0) =5. 

х(0) = — 24(0)2 + 96(0) + c; = 5 су = 5 
内 此 

zit) =- 242 +962 +5 状态 变量 (21.16) 

р 二 是 控制 变 其 可 用 两 种 方法 中 任 一 种 得 到 ， 
1. (21.10), yG) =2X. 由 (21.,15) 代 入 ， 

yilt) = 2(—3t +6) =- 6 +12 控制 变量 (21.17) 
2. 或 求 出 (21.16) 的 导数 ， 





£ = — 48: + 96 
开 代 入 约束 中 的 转移 方程 ， 
+ = 8y 
~ 48; + 96= By 
y(t)=~ 61+12 控制 变量 
在 端点 处 赋值 ， 


у(0) =— 6(0) + 12 = 12 

у(2) = – 6(2) + 12 = 0 
控制 变量 的 最 优 路 径 是 从 (0, 12) 开 始 到 (2, 09) 结束 的 线段 ,斜率 是 -6， 
例 3 中 的 充分 条 件 可 用 与 例 2 相同 的 方法 找到 . 求 出 目标 省 通 的 二 阶 导数 并 应 用 行列 
式 检验 ， — 


D = 





fe Р Ë 0 | 
fe fel |0 -4 
р хен, (Вн 1р, 1010,1 = 1D| 实 0, 它 是 半 负 定 的 .但 是 ,对 于 半 定 检验 
我 们 必须 以 相反 的 顺序 检验 变 重 . 

Љу fl ñ 0 
fa fal 10 O| 
ШЕТ даде AmE 广 关于 > 和 y 是 联合 目的 .因为 约束 是 线性 的 ， 
它 不 需要 检验 , 证 函 取得 最 大 ， 





这 里 1 DiI=0 H 1р, 1=1р.= 0 


р = ЖШ |D is-4 HR |р,\=1р1=0 








21.5 端点 的 不 等 约束 


MERSER RENET EAR, (T) >In 只 要 它 不 违反 约束 znin 设 定 的 值 ,最 


优 值 x“( 工 }) 可 自由 选择 .如 果 z (T) >, 约束 是 各 松弛 的 则 问题 转化 为 一 个 自由 端点 的 
问题 . 因此 


АСТ) = 0 H z (T) > rm, 


如 果 x (T)< zwin 约束 是 紧 的 , 则 令 «(Т = ru 间 题 转化 为 一 个 固定 点 问题 , 即 


АСТ) 20 ща (Т) = < 


min 





为 - - 致 性 表现 ,有 了 时 端点 条 件 用 类 似 于 库 恩 - 塔 克 条 件 的 单一 式 子 表达 , 即 


АСТ) >0 z(T) Z rin {®2(Т)—-х]А(Т) = 0 


在 实践 中 , 可 直接 解 出 在 端点 的 不 等 约束 的 问题 .首先 把 它 看 作 自 由 端点 求解 问题 .如 果 


状态 变 基 的 最 优 值 大 于 端点 条 件 的 最 低 要 求 ， 即 如果 z (Т) >т. 解 为 所 求 .如 果 xz (T) 
< rmi, 置 终点 值 等 于 约 东 的 值 , 即 (Тт) = д, 作为 固定 端点 问题 求解 .该 方法 在 例 5 和 例 6 
中 说 明 , 致 于 更 进一步 的 解释 和 和 扩展 内 容 见 例 7 和 问题 21.7-—21.10. 


Ё s 


2 
Max ‚3= - 2у2)4г 
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例 7 


满足 
r= By 
х(0)= 5 x(2) Z= 95 
为 了 求解 含 不 等 约束 的 最 优 控制 问题 , 首先 把 它 有 一 个 自由 端点 的 无 约束 问题 解 

决 .这 已 在 例 3 中 完成 ,状态 变量 为 

rlt) = — 24#2 +96, + 5 
在 终点 =2 处 对 (21.16) 式 赋值 ,有 

z(2) = 101 > 95 

因为 自 由 端点 解 满足 终点 约束 х(Т):>95, 约 东 是 松弛 的 , 所 以 解 为 所 求解 , 从 例 3 中 
{21.17) 式 有 

yilt) = = 6: + 12 
改变 边 值 条 件 如 下 ,重新 求解 例 5, 

z(Ü) = 5 z(2) > 133 
А А5 我 们 知道 在 自由 端点 条 件 下 最 优化 后 状态 变量 的 值 是 

х(2) = 101 < 133 

它 不 满足 新 的 端点 约束 .这 意味 着 约束 是 紧 的 , 则 我 们 求解 固定 端点 的 泛 函 最 优化 问 
题 ， 

z(0) =5 ж(2) = 133 
В 当 我 们 把 问题 看 成 例 3 中 自由 端点 问题 解决 时 , 前 两 步 保 持 不 变 . 使 用 最 大 化 原 
理 ,我 们 有 


(21.10) 式 中 ， у=2А 

(21.11) 式 中 ， i=-3 

(21.12) 式 中 ， 2 =16бА 

(21.13) 式 中 ， А( = -3+с, 

(21.14) 式 中 ， T(t)= = 241 :+16c1t + ey 
现在 继续 求解 固定 端点 问题 . 


C 连续 在 (21.14) 中 应 用 x(0)=5 和 zxz{2)=133, 有 
х(0) = – 24(0)2 + 16c(0) + =; = 5 с = 5 
2(2) =- 24(2)2 + 16c1(2) + $ = 133 a =? 


接着 ,把 c1=7,cs=5 代入 (21.13) 和 (21.14), 得 到 


Ай) =—31+7 HETE 

z(t) =- 247 +112:+5 RETE 
D 可 用 我 们 熟悉 的 两 种 方法 中 任 一 种 求 控制 变量 , 再 一 次 习惯 地 采用 第 一 种 .从 
(21.10) 式 ， | 

yl) = 24 = 2(—3:+7)}) =—- 6 + 14 
根据 21.5 节 的 规则 , 对 终端 不 等 式 约 束 回 题 , 首先 优化 满足 一 个 自由 端点 的 哈密 顿 郑 
数 , 对 那个 自由 端点 ,我 们 令 АСТУ =0, 即 允许 状态 变量 的 边际 值 趋 于 堆 . 事 实 上 , 这 样 
合意 味 着 只 要 由 约束 设 定 的 最 小 值 满足 ,状态 变量 对 我 们 下 再 有 任何 价值 .我们 只 对 时 
间 荆 内 的 状态 变量 感 兴趣 . 
但 是 , 大 多 数 变 其 有 值 , 且 我 们 的 兴趣 通常 会 超过 一 些 限制 很 窄 的 时 界 , 在 这 些 情 

况 下 我 们 不 能 把 状态 变 基 边际 什 减 小 为 零 的 看 作 自由 商品 .我 们 宁愿 保留 状态 变量 的 
最 小 值 在 时 间 Т 之 外 仍 有 用 .这 意味 着 最 大 化 使 其 满足 由 约束 最 小 值 确定 的 周 定 端点 
值 .在 这 些 情况 下 , 4(T)>0, 约束 是 紧 的 , 如 果 是 自 由 商品 , 我 们 尽量 使 用 最 少 的 状态 
变量 . 
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21.6 哈密 顿 现 值 
优化 控制 问题 经 常 涉及 到 折 现 , 邵 


max/ = етс, убо), t ]d# 


天 = glrít} уб), t] 


х(0) = zo r(T) ÁH 
ШЕ E AEA TEI] 
H = e “flath yht] +A elr y) z) 

但 是 折 现 因数 。 “的 出 现 使 必要 条 件 微分 复杂 化 .但 是 如 果 令 „() = A(z)er, 构成 一 个 新 的 
ЕШ {И 

H, = He” = f[z=(t),y(t),:]+ a(i)g[z(2),y(r), г! (21.18) 
它 通常 更 容易 求解 且 仅 需要 对 前 面 必 要 条 件 组 两 处 进行 调整 .把 21.2 节 的 条 件 2(a) 转 变 为 
相应 的 哈密 顿 现 值 , 有 


求 出 2(1) = Attye “的 导数 ,有 
À = де® — pue” 
ФАБ 二 个 式 了 相等 ,并 取消 通常 的 e “Ж, 整理 , 得 到 调整 后 的 2(a) 条 件 ， 
. ӘН, 
#“ Ет. 
第 二 个 调整 是 把 (2) = ulr) RAURA МЕЕН h 33 УВВ ЕД А (Т) =0 变 为 
elTe ё = (0), 
简 言 之 ,给 出 (21.18) 式 中 的 哈密 顿 现 值 并 假定 一 个 内 部 解 , 最 优化 的 必要 条 件 是 








1. зу 0 
а . ан dx JH, 
сл, — а m= НЫЧ 

2. а) дг A РИ дт b aa 

3. a) >(Ü)= zo b) и(Т)е “=Ü 


如 果 解 不 出 现在 端点 ,在 第 一 个 条 件 中 3H./0y 不 需要 等 于 零 但 Н. 必须 关于 y BK. 由 于 
Н.= He”, Н, 最 大 的 y КИН Н 最 大 ,因为 e* 关 于 y 最 大 时 看 成 一个 常数 .21 3 节 的 充 
分 条 件 保 持 不 变 , 如 例 9 所 见 . 哈密 顿 现 值 的 最 大 化 在 例 8 ЯП 9 中 讨论 , 并 在 问题 21. 11 ~ 
21.12 中 继续 ， 

例 8 





2 
тахь er(z — 322 — 2y )dt 


满足 
T=y- 0,5r 
х(0) = 93.91 xz(2) 自由 
А ”建立 哈密 巾 现 什 ， 


H, = x - 3а? -2y + p(y - 0.52) 
B 假定 一 个 内 部 解 ,应 用 调整 后 的 最 大 化 原理 . 
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у= 0.253 
2. (а) #й=0.02#—(1-6х—0.5и) 
# = 0.520 + 62-1 
н 
ди 
从 (21.19) 代 入 ， 
z£ = 0.25g - 0.5х 


(21.19) 


(21.20) 


(21.21) 


НЯ Жхд Жл (21.20) 31021.21) PJ WR Ar УГ, 并 用 19.3 节 的 技术 求 


解 ， 
外 
£ 0.25 -0.5jLz 0 
或 
Ý =AY+B 
特征 方程 是 
9 =” 6 
ГА — r |= 
0.25 = 0.5 = ғ 





由 {19.3) 式 , 特征 根 是 





fi Po 


#1 1.3367 ra = — 1.3167 
对 于 r1 = 1.33687, 待 征 向 量 是 


| = 1-3967 6 |J= 70-8167 
0.25 – 0.5- 1.336720:,3 L 0.25 


— 0.8167 + бс = 0 ср = 7.3466с› 


1 _ [5] 1-3367: 
Ye 一 1 kie 
对 于 r= -1.3167 特 征 向 量 是 

2 + 1.3167 6 |] [es 


0.25 -0.5 + 1.3167JLe,] 7 L 0.25 


0.8367r1 + бс, = Ü ci =— 3.2667с› 


2 — | - je 3167: 


从 (19.5), 特 解 是 Ү=—АС!В 


БАСЕ „>ы 


把 道 解 和 特 解 加 起 来 ,有 


> 





Pt) = 7.346681e 7067 _ 3.26676,е 1316" + 0.28 


xlt)= үе?" + зе 173167 +0.14 
С 接 下 来 应 用 边界 条 件 . 
1. 从 自由 端点 的 横断 条 件 , pT) “=0, 在 T=2 有 





0.02 + /(0.02)2 — 4(— 1.76) 
2 


|=0 


(21.22) 


(21.23) 


例 9 


Же АЕБ 





(2)e 0202) = 0 
代入 #02), 
(7.346621) _ 3 26674,е 12160) + 0.28) 7—0 = 0 
113.02826, — 0.2350, + 0.2690 = 0 (21.24) 
2. Œ 2(0) = 93.91 赋值 (2), 
&( + ka + 0.14 = 93.91 (21.25) 
联 立 求解 (21.24) 和 (21.25》， 
Ë =Z02 _ ka = 93.57 
接着 把 ei =0,2,k;,=93.57 А (21.22)31(21.23), RIMER 
uC) = 1.4693е! 27° — 305.66516 Mer | 0.28 HATE 
x(1) = 0.2e1% + 03 57е71:216* 4 0.14 状态 变量 
р 控制 变量 的 解 可 用 两 种 道 常 方法 中 任 一 种 找到 .我们 选择 较 容 易 的 . 由 (21. 19)， 
y(t)=0.25g .从 上 面 的 共 态 变 基 代 入 
УЧ) = 0.3673e 7 — 76.416307: + 0.07 控制 变量 














服从 道 常规 则 的 充分 条 件 ， 
| | бы fry 75 0 
р 一 = 
fa Р 0 -4 
由 于 |Di1| = -6<0#l|D,| =24>0, D ERER, E £ Er Hy RM. HF z 在 zx 和 
у 线性 , 全 局 最 大 的 充分 条 件 满足 . 
习题 解答 


2 
шах „462 一 4y Jdt 
满足 
z = ly 
х(0)= 24 х(2) = 408 
解 ¿F A 险 帘 顿 是 


H = r- 4° + A(16y) 
B 根据 最 大 化 原理 ,必要 条 件 是 


Н __ _ 
1. 3y > Ву+ 164 = 0 
y = 24 (21.26) 
2. (a) 
ан 
À =- 52 =-6 (21.27) 
《hy 
Ян 
к= = 1бу 
T = 16(2А} = 321 (21.28) 
积分 (21.27)， 
А) =- 6+ г, {21.29} 


代入 (21,28) 然 后 积分 ， 
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21.3 


х= 32(- 6t + су) = – 192: + 32c, 


zir) =- 96:2 + 32612 + с) 
C HARR RIF x{0) = 24, xz{2) = 408, 
zf0) = c; = 24 єз = 24 


z(2) = ~ 96(2)2+ 32с1(2) + 24 = 408 q=12 

ЇЕ с1=12 #0 с. =24 КА (21.29)81(21.30), 

АСР) = 6: + 12 тн 

х(21)= – 9612 + 384: + 24 RETH 
D 对 于 控制 变 基 解 ,我 们 把 (21.31) 代 人 (12.26)， 

уб) = 2à = 2(-6:+12) =- 12: + 24 控制 变量 
或 求 出 (21.32) 的 导数 并 代入 约束 三 =16y 中 
$=- 192: + 384 = 16у 
хб) = - 120 + 24 以 制 变量 

E AAM? 类 似 的 方式 证 明 充 分 条 件 满足 


1 
max 0052 + Зу 一 232)dt 
满足 
х= бу 
z(0)= 7 xli) = 70 
М =e A кй 


H = 5z + 3y- 25? + А(бу) 
B 根据 最 大 化 原理 ,必要 条 件 是 


aH a _ 
1. 2) 3-4y+64=0 
у = 0.75 + 1.54 
2. (а) = -2Н..5 
Ж 
(b) t= gy 


由 {21.33) 





£ = 6(0.75 + 1.5A) = 4.5 +94 
积分 (21.34)， 
Al) =— 5+ с, 
代入 (21.35) 然 后 积分 ， 
# = 4.5 + 9(— 52+ сү) = 4.5 = 451 + 96 
z(t)= 4.51 – 22.51 + get + c; 
C ЖШ ЖЇЙ,х(0)=7,5(1)=70, 
х(0) = = 7 = 7 
(1) = 4.5 -22.5 +9 +7=70 с = 9 
把 cli=9 和 cs=7 代 入 {21.36? 和 (21.37)， 
Alt) =- 5+9 ЖЕШ 
(z) =- 22.52 +85.5,+7 RETE 
D 扫 (21.38) 代 入 (21.33), 得 
>02) = 0.75 +1.5(- St + 9) = 7.5; + 14.25 控制 变量 
Е 充分 条 件 再 次 与 例 2 相似 ， 


5 
max| (— Br - y2)d; 


(21.30) 


{21.31) 
(21.32) 


(21.33) 


(21.34) 


(21.35) 


(21.36) 


(21.37) 


(21.38) 
(21.39) 
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满足 # =0.2у 
х(0) =3 х(5) = 5.6 
W FA H= -8z -y2+ А. 25) 
д 
в i J = -2у+0.24 
у = 0.14 (21.40) 
. н 
2, (a) A= -3 人 (9 一 (21.41) 
._ 2H 
(b) T= Y 0.25 
H (21.40) 
Z = 0.2(0.1А) = 0.025 (21.42) 


积分 (21.41)， 
А1) = 8+0; (21.43) 
代入 (21.42) 然 后 积分 ， 
2 = 0.02(8: + су) = 0.16 + 0.02гс, 
xfr) = 0.0802 + 0.02612 + eo (21.44) 
应 用 边界 条 件 , х(0)=3,х(5) = 5.6, 
240) = cy =3, c = 3 
т(5) = 0.08(5)? + 0.02с,(5) +3= 5.6 c=6 
把 ci=65 和 ea=3 代 入 (21.43) 和 (21.44)， 


А) = 8z + 6 HEFE (21.45) 
zir) = 0.08: + 0.12.+3 HATA (21.46) 


D (21.45) ЖА (21.40), 8 
уб) = 0.14 = 0.82 + 0.6 控制 变量 
或 求 出 (21.46} 的 导数 并 把 它 代入 约束 之 =0.2y， 
£= (0,1б{ + 0.12 = 0.2y 
уб) = 0.82+0.6 控制 变 基 


自由 端点 
21.4 
4 
пах (8z ~ 10у°)4+ 
满足 ® =24у 
®(0) =7 у(4) 自由 
Ж Fa Н=8= ~ 10у? + А(24у) 
В I. 这 = -20у+2ду=0 
y= 1.2 (21.47) 
2. (a) 4=-5Н=-(8)- -8 (21.48) 
(b) ¿= =з, 
(21.47), 
z = 24(1.24) = 28.8А (21.49) 
积分 (21.48)， 
Ar) =- B: + el 


代入 (21.49) 


£ = 28.8(— 8; + сї) =- 230.4: + 28. 8c] 
然后 积分 ， 
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rlt) =- 115.212 + 28.8012 + ez 


C 现在 录用 模 截 条 件 MX4} 一 0， 
A{d) 8(4) кср = 0 ry = 32 








内 此， 
al) = 8: + 32 Ж ЕРШ 
接着 把 cl = 了 2 代入 {21.50) 并 应 用 初始 条 件 x (0) =7. 
т()#= - 115.2: + 021.6: + с; 
т{0)= (+ Ü + c> = 7 cz 二 了 

















я 


zit) = 115.202 + 921.6 + 7 状态 变量 


D 接着 把 (21.51}) 代 入 (21.47), 丰 最 优 解 


yt) = 1.2(- Bt +32) =~ 9.6; + 38.4 控制 变 基 


E 像 倒 2 中 一 样 ,很 窜 易 证 明 充 分 条 件 . 


3 
max| (22 + 18у - 3y2)dz 
满足 i=12y+7 
2(0) = 5 х(3) 自由 
Ж Е A Н= 22+ 18у - 3y2 +А(12у+ 7) 
ан _ _ 
B 1. у -18-6y+12450 
у=3+7А4 
2. (a) {=-5Н=-()=-2 
(b) i= = 12y+7 


H (21.52) 
£= 12(3 +24) +7 = 43 + 24À 
积分 (21.53)， 
А2) =- 2: + ei 
代入 (21,54)， 


т = 43+24(- 2: + ci) = 委 -48t+24cl 


然后 积分 ， 
zit) = 43t 一 24t2 + 24сү + с» 
С 现在 应 用 横 截 条 件 А(3) = 人， 
` AG)=-20)+e =Ü c=6 
因此 
A(1) =-2t+6 ЖЕРЕ 
接着 把 c=6 代入 {21,51) 并 应 用 初始 条 件 z(0)= 5. 


alt) = - 2412 +187 + ey 
XO0)= 0+0+;:;= 5 et 二 
EE z(#)= -24 +187:+5 ”状态 变量 


D HAE. S6HÈA(21.52), ARRE, 
y(:) = 3+2(— Zt +6) = — 4t+15 
E Ы 2 一样, 充分 条 件 很 容易 证 实 . 


1 
max| (4y - y? — z — 2xz2)dt 
满足 Z= r+ 


(21.50) 


(21.51) 


(21.52) 
(21.53) 


{21.54} 


(21.55) 


(21.56) 
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x(0) = 6.15 х(1) 自由 


E u= A Н=4у-у%*зт-2д° + А(т + у) 
a 
B 1. Э =4-2у+А=0 
у= 2 + 0.54 (21.57) 
2. (а) ¿Ü -= { 1- da +A)=1+4z- А 
. d 
(b) ¿=m riy 
从 (21.57) у, i=r+2+0.5A 
НЕЕ 
L; JERC] 
= + 
£ 0.5 t-br 2 
Y= AX+B 


利用 (19.3) 求 特征 根 





0+ /0-4(—3) _ +3.464 
2 2 


=+ 1,732 


Ыы 


对 应 于 т, = 1.732 的 特征 向 量 是 


- 工 -1.732 4 ca -2.732 4 cl 
IA rt | 1 1-1 ] 1- 
0.5 1- 1.7324, 05 -0.732-1с; 


— 2.732‹} + dez = 0 с] 一 1.464r: 


і [144] 1.732: 
y. = 1 kie 


对 应 于 rs= -1.732 的 特征 向 基 是 


г-1+1.732 4 ci 0.732 4 а 
А-н | | = | =0 
0.5 1+1.7324Le; 0.5 2.7324], 


0.732c; + 4e = Ü сү =- 5. 464e; 
2 _ 48) 1.732: 
У. = 1 Ёз 


对 于 特 解 Y= - A B. 


_ A 1 1 = 471 - 2.33 
#-[* ]--{-1 JGJ- 
Б -3'1—05 - 1412 - 0.83 
结合 祭 解 和 特 解 ， 
AlE} = 1,464k1e — S 464, Ü 17° — 2.33 (21.58) 
т({т)= ес?" + hye К?" ~ 0.83 (21.59) 


С 对 于 自由 端点 4{1) =0 应 用 横 截 条 件 ， 
А(1) = 8.27444, – 0.9667Ё, - 2.33 = 0 
АЖЕ x(0) = 6.15, 
z(0) = Ар + д. – 0.83 = 6.15 
联 立 求解 ， 
ki = 0.98, #, = 5.95 

代入 (21.58) 和 (21. 59)， 

A(t) = 1.4347e -32.511 1 "321-2.33 HATA (21.60) 

rle) = 0.98el732 + 5.95e PH 0.83 状态 变量 (21.61) 
D 最 后 ,把 {21.60) 代 入 (21.57), 得 

уб) = 0.7174e 72° -16.256e 1 722° + [),835 

Е ЖРЕЛЖ, HF f=4y- y - r- 22, f. = -1-4r7 和 六 =4-2y, 有 
fz foy _ m ü 
fa fel l0 -2 
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0, 1=-4< 0 10: l= > 0 
因此 , р 是 负 定 的 ,f 严格 由 的 .由 于 约束 (x + y) 是 线性 的 因而 也 是 止 的 ,最 优 控制 原理 的 全 局 最 太 
化 的 充分 条 件 满足 ， 
不 等 式 约 东 


21.7 
4 
max| (8х — 10y?) dr 
0 


WE 天 二 243 
х(0) = 7 2 (4) = 2000 
解 ке 1. 对 于 不 等 约 东 ,我 们 通常 以 自由 端点 为 开始 .这 个 问题 以 前 在 问题 21.4 中 看 做 自由 出 
点 解决 ,有 
àlt) =- 8: +32 | HEFE 
zirt) = ~ 115.212 + 921.6 +7 RETE 
yt) = 1.2(- 8: + 325 = — 9.6: + 384 控制 变量 
在 :=4 处 赋值 状态 变量 ,有 
х(4) = 1850.2 < 2000 ”违反 约束 
2. 面 对 违 反 约束 , 必须 重新 解决 带 有 新 的 固定 终点 的 问题 ，; 
z(0}=7 zx(4) = 2000 
这 个 新 闻 题 的 解 实际 上 直到 第 二 部 分 结尾 与 问题 21.4 相同 ,有 
Mi} = B: 十 < 
zit} =- 115,247 + 28.887 + c 
现在 ,我们 利用 每 个 边界 条 件 , 而 不 是 横 截 条 件 
х(0) =-115.24®+ 28.8clt+c =-7 了 7 e=? 
把 :=7 代 和 终点 边界 并 求 机 ， 
т(4) =— 15.22 + 28.8cit + 7 = 2000 ср = 33.3 


这 给 出 

Alr) =— B: +33.3 EFR 

z(:) =- 115.212 + 959.041 +7 PETE 
从 (21.46Y 有 

yt) = 1.2(- 8r + 33.3) =- 9.6. + 39.96 控制 变量 
21.8 
1 
max 57 + Зу ~ 2y°)dt 

满足 т=бу 
Ж s 


х(0)=7 x(1) 70 

1. 对 于 不 等 约 东 , 我 们 通常 以 自由 端点 为 开始 .这 里 我 们 可 以 把 研究 建立 在 问题 21 2 中 在 固定 端点 
情况 下 的 研究 成 果 之 上 ,那里 我 们 在 (21.36) 和 (21.37) 中 发 现 

Alt) =—5{ + el 

z(t) = 4.51: — 22.51 + Өсүп + с, 
现 应 用 横 截 条 件 ACT)= O, 

А(П)=-5+ср=0 cí = 5 
然后 代入 ce1= 5, 并 对 于 初始 条 件 求解 ， 
z(0) = 4.5, -22,5 + 45t +e =7 c =? 

这 导数 
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A(t} =— 5t +5 HETH 
zle) =- 22.5: +49.5:+7 RETA 
那么 从 (21.33) 中 y=0.75+1.51, 解 是 
yir) =- 7.5: + 8.25 控制 变量 
为 了 看 解 是 否 可 接受 ,在 上 = 1 处 赋值 状态 变量 ， 
z(1) =- 22.512 + 49,5:+7 = 34<70 违反 约束 
2. MERHAR, УД Ж Sr htt АЖЕН E St x{1) = 70 的 问题 . 我 们 以 前 在 问题 21. 2 中 做 


过 ,那里 我 们 发 现 
Alr) =-5;+9 共 态 变量 
т{#) =-22.52 +85.5:+7 状态 变量 
y(t) =—7.54 + 14.25 控制 变量 


为 了 决定 控制 变量 是 否 是 可 接受 解 ,我们 在 终点 处 赋值 状态 变量 , 看 亡 是 否 满足 约束 . 
z(1) =- 22.502 + 85.5; + 7 = 70 
21.9 
1 

max| (4y ~ yt = 220) 

满足 Z=z+ y 
z(0) = 6.15 zr(1) > 5 
# ке 我 们 已 经 在 问题 21.6 中 解决 了 这 个 函数 在 自 由 端点 时 的 最 优化 .那里 我 们 有 ， 
ACE) = 1.4347е 2 — 32.7840 PE 2.33 共 态 变量 


X(t1) = 0.98е :+ ge ЭМ _ 0.83 状态 变量 
у(2) = 0.7174е 7 - 16.3920 7E 40,835 控制 变量 
在 终点 处 赋值 状态 变量 ,有 


х(1) = 0.98e 2222 + fe TT _ 0.83 = 5.7705 > 5 
因为 满足 端点 约 东 ,我 们 已 经 找到 问题 的 解 . 
21.10 在 新 的 端点 约束 下 重新 解决 问题 21.9， 
z(0) = 6.15 2(1) 228 
由 问题 21.9 我 们 知道 自由 端点 解 不 满足 新 的 终点 约束 x (1) ;>8. 因此 ， 我 们 必须 在 
固定 织 点 条 件 下 优化 ,为 此 , 设 z(1) =8. 
解 上 从 (21.55) 和 (21.56) 开 始 ,我 们 有 
А(г) = 1. 464k1e! ???# — 5.464h2e TT 2.33 
(у= е Н! + 6,772 0.83 

应 用 端点 条 件 , 有 

Æ х(0) = 6.15, kit ka -0.83 = 6,15 

在 zftly = 8, 5.6519k; + 0.17695, -0.83 = 8 
联 立 求解 ， 

kı = 1.3873 k, = 5.5927 

代入 (21.55) 和 (21.55), 立即 重复 以 上 过 程 ， 

A(t) = 2.03106" — 30.558507" 2.33 HATE 

х(2) = 1.38736 72 + 5,59270 L= 0,83 状态 变量 
接着 从 (21.54) 中 y=2+0.54, 导 出 解 ， 

区 = 1.015567" — 15.27930" -0.835 控制 变量 
最 后 ,为 了 确信 和解 可 接受 ,在 + = 1 处 赋值 状态 变量 ， 

z(1) = 1.3873е ЭН + 5, 592767172: 0.83 д 
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哈密 顿 现 值 
21.11 


3 
max| 700 (ay - а? 一 у?) 


满足 т=х+у 


х(0) = 134.35 т(3) 自由 
8 F A 建立 哈密 顿 现 值 


H, = zy- 2} - + ulr + у) 


B ле ИЕ, ВТА АСЕ ВЕЕ. 


д 
і еа -25+и—0 
у= 0.5(z + д) 
‚ ән, 
2. (a) 下 部 





й= 0.05и-(у-2ж + н) 
&== 0.956 + 2z — y 
ё#=-0.95н + 2z — 0.5(z + н} 








使 用 (21.62)， 

Ё =-1.45и + 1.5z 
(h) i= rty 
由 (21.62) 

# = 1.5х -(Ь5н 
用 矩阵 形式 ， 

11 Гөз азыг 

特征 方程 是 





由 (19.3) ,特征 根 是 








_ 0.05 + /(0.05)9— 4(— 2.925) 
2 


ry Fi 


кі 1.7354 г) = — 1.6855 
对 应 于 r= 1.7354, HERRE 


[ 87 19354 1.5 1°]- [7 32189 1.5 |+ 
0.5 1.5-1.73544101 © 0.5 —0.2354-441г, 


– 3.18546) +1.5c =0 єз; = 2,1236c1 


І 
у= WA 
对 应 于 ra= -1.6855, 特 征 向 量 是 
[5 1.5 “| [0235 1.5 1] 
9.5 зовн) al los 3.185312 
0.2355cl + 1.5e3 = 0 ср=—6.3694с› 


2 一 | ee re 


(21.52) 


21.12 
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EWER, FEAR, 有 
ple) = kye PIH G, 3694k,e 18855: (21.63) 


т{# = 2.1236k e T + Roe L 6855: (21.64) 
С 接着 为 了 自由 端点 应 用 横 截 条 件 , „(Туе “= 0. 
#(3)е 3) р (үе 735169) _ 6.3694k,e l 0685803) e7015 = 0 
156.9928&, – 0.03495, = 0 (21.65) 
Ж 210) =134.25 处 赋值 (г), 
(0) = 2.12366 + Ë, = 134.25 (21.66) 
联 立 求解 (21.65) 和 (21.66)， 
Ву = 0.03 А, = 134.1819 


接着 把 ki = 0.03, ka = 134. 1819 代入 {21.60} 和 {21.61), 得 到 

al) = 0031-7294: _ 854. 6582е 1:585 жати 

z(z) = 0.0637 725 + 134.1819е 15 状态 变量 
D (21.62), у(:) =0.5(= + р). Еу (ғ), pte) 

yU) = 0.04685е 72% — 360. 238171": лр 
Е 对 于 充分 条 性 ， 
fe fa| -2 1 
£= fs р | 1 -2 
È FID |= -2<0, 和 |D;|=3>0,D EREN, M f XF r 和 yy 处 严格 种 .由 于 于 关于 у 是 
线性 的 ,全 局 最 大 的 充分 条 件 注 足 . 














! —0.08: 2 2 
max| e (05 + 4y + ху — 2z° — 0.5у2)ағ 


满足 Z=xr+2y 
х(0) = 88.52 x(1) BH 
Шо A H,=l1Üz+4y+zy-2z2-0.552+ и{х+2у) 
в Еши, 
1 ан, _ _ 
` Эу =4+5- у+2д =Ü 
у= х +23 +á (21.67) 
+ Н, 
2. (а) — 9 


Ё = 0.086 - (у — dr + и + 10) 
Ве 0.92 + 4х — y- 10 
将 (21.67) 式 中 的 у 代入 得 
Ë =- 2.920 + Зх – 14 





(b) #= = r+2y 
由 (21.67)， i 
ї = 4н + Зт +8 

用 矩阵 形式 

LFL JERES 
这 里 特征 方程 是 

azea |72807 3 _) 
FERE i Sor 








r ry 0084 V (0.082 — 4(— 20.76) 
' 2 
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ғр 4.5965 r} = - 4.5165 
对 应 于 +, =4.5965 的 特征 向 量 是 
[ 292 -4.5965 3 ] “| [775165 3 || 
4 3— 4.59654 Lez 4 = 1.59654Lc 


= 7.5165с + 3с; = Ü ca = 2.5055 


y! = | 1 | ss 
i 2.5055 


对 应 于 = -4.5165 的 特征 向 量 是 


[72-927 45165 3 "| 站 3 || о 
4 3+ 4.516540] L 4 7.516541, 


1.5965су + 3с; = Ü ср =- 1.8791с: 


2 Е 1:5721] -4.5165: 
kye 


Ус = 
1 


对 于 特 和 解 , Y = — A IB 


r- 1-0) 0, за 
ЖЯ ТЖЕ 6 ARNAR, 
plr) = kiet St р. 8791F,e tIS — 3,1792 (21.68) 


I(1)= 2.50554 е! 396 十 pyet 5165t | | 5723 (21.69) 
C 应 用 横 截 条 件 ef(T)e “=0, 


1)е 080) _ (p PED 

















— 1,8791,е $ 1800) _ 3 р792)е7008 = Q 
91.5147k, ~ 0.01892, — 2.9348 = 0 (21.70) 
E +(0)=88.52 kh QUI т(:), 
200) = 2.50556, + k, + 1.5723 = 88.52 (21.71) 
同时 求解 (21.70) 和 (21.71)， 


nt 


Е = 0.05 Ё, = 86.8230 

接 考 把 它们 的 信 代 入 (21.68) 和 (21.69), 发 现 

akt) = 0.050596 - 163.1491e +509 _ 3 1702 АЛЕ 

z(t) = 0.1253et5%5: + 86.8230е7 185° + 1,5723 状态 变量 
D (21.67), у()=т +25 +4,ЖЖ z la 从 上 面 代 入 ， 

yir) = 0.2253et 985° _ 239.4752e 45165: _ ү) 7861 控制 变量 
Е 对 于 充分 条 件 ， 

f= fo P 4 1 

fa £,| |1 - | 


[Dil = -4<04 和 | 了 zi =3 >). D 是 负 定 的 , 且 f 关 于 z 和 ; 均 是 严格 加 的 ,因为 约束 关于 工 My 
是 线性 的 ,所 以 多 局 最 大 的 充分 条 件 满足 . 








